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Vorrede, 


Uas  vorliegende  Werk  enthält  im  Wesentlichen  das  Material 
der  Vorträge  des  Verfassers  über  Theorie  und  Anwendung  der 
elliptischen  Functionen.  Dasselbe  schliesst  eine  Ausführung  des 
theoretischen  Theiles  ein,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  Ent- 
wickelungsgang  des  behandelten  Gegenstandes. 

Die  hervorragende  Bedeutung  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Functionen  darf  wohl  zur  Rechtfertigung  einer  Darstellung  dienen, 
welche  namentlich  der  historischen  Entfaltung  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit zugewandt  hat.  Der  ungemeine  Reichthum  analyti- 
scher Entwickelungen,  verbunden  mit  den  verschiedensten  Anwen- 
dungen auf  fast  alle  Zweige  der  Mathematik,  scheinen  eine  möglichst 
einfache  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen 
zu  fordern.  Von  diesen  Gesichtspunkten  ist  der  Verfasser  ausge- 
gangen, mit  dem  Bestreben,  die  Theile  der  Theorie,  welche  nament- 
lich bei  academischen  Vorträgen  zur  Sprache  kommen,  eingehend 
zu  behandeln. 

Die  Arbeiten  von  Legendre,  Abel  und  JacoU,  welche  das  Fun- 
dament aller  späteren  Untersuchungen  bilden,  haben  bei  Abfassung 
dieser  Blätter  eine  besondere  Beachtung  gefunden.  Fast  jedes 
Theorem,  jede  Formel  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und 
elliptischen  Functionen   ist  innig  mit  den  Namen  der  bemerkten 
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drei  grossen  Mathematiker  verbunden.  Sowohl  aus  historischem 
Interesse,  als  der  Vergleichung  ein  leichtes  Hülfsmittel  zu  bieten, 
ist  bei  allen  wesentlichen  Resultaten  der  Name  des  ersten  Darstel- 
lers in  Verbindung  mit  möglichst  genauen  literarischen  Hinweisun- 
gen angemerkt  worden.  Dass  wo  möglich  jede  wesentliche  Formel 
die  Legitimation  ihres  Ursprungs  bei  sich  führt,  darf  wohl  auf 
Billigung  rechnen,  im  Hinblick  einer  wenig  erfreulichen  Vernach- 
lässigung der  Literatur  in  vielen  mathematischen  Schriften.  Es 
lässt  sich  eine  solche  Vernachlässigung  um  so  weniger  entschuldigen, 
als  Mathematiker  wie  Lagrang e^  Gauss  und  JacoU  in  ihren  Schriften 
durch  kurze  historische  Einleitungen  darauf  hingewiesen  haben,  ^ 
wie  nützlich  ihnen  eine  Erwähnung  der  einschlägigen  Arbeiten  er- 
schien. Die  bekannte  Thatsache,  dass  jedes  Zurückgreifen  auf 
originale  Arbeiten  für  die  weitere  Förderung  einer  Wissenschaft 
ungemein  anregend  wirkt,  hat  den  Verfasser  bestimmt,  keine  Mühe 
zu  scheuen,  die  literarischen  Nachweise  mit  grosser  Sorgfalt  zu 
behandeln.  Mit  einer  geringfügigen  Ausnahme  (p.  498)  hat  der 
Verfasser  alle  angeführten  Abhandlungen  und  Werke  selbst  einge-" 
sehen;  nur  der  grosse  Reichthum  der  hiesigen  Bibliothek  konnte 
es  ermöglichen,  das  erforderliche  Material  für  Geschichte  und  Lite- 
ratur zu  vereinigen. 

In  Verbindung  mit  den  zahlreichen  gedruckten  Abhandlungen 
sind  hier  noch  Aufzeichnungen  eines  Vortrags  zu  erwähnen,  welcher 
auf  directe  Vorträge  von  JacoU  basirt  war.  Es  ist  bekannt,  dass 
der  grosse  Mathematiker,  wie  kaum  einer  vor  ihm,  es  verstanden 
hat,  eine  Reihe  von  Gelehrten  aus  seinen  Schülern  zu  bilden,  von 
denen  eine  bemerkenswerthe  Zahl  zu  den  hervorragendsten  Ver- 
tretern mathematischer  Wissenschaften  gehört.  Der  Verfasser  hatte 
das  Glück  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  einem 
dieser  hervorragenden  Schüler  JacoMs  —  Herrn  C.  W.  Borchardt  — 
eingeführt  zu  werden;  leider  hinderte  eine  längere  Krankheit  den 
ausgezeichneten  Vorträgen  bis  zu  Ende  folgen  zu  können.  Es  scheint 
nur  selbstverständlich  hier  anzugeben,  was  —  abgesehn  von  allen 
literarischen  Bemerkungen  —  das  vorliegende  Werk  jenen  Vorträ- 
gen verdankt.    Es  sind  die  auf  p.  95—89  und  p.  103—117  mitge- 


theilten  Untersuchungen  über  Theta-Functionen,  ferner  die  Anwen- 
dungen dieser  Functionen  auf  Integrale  auf  p.  166,  p.  203  und  p.  206; 
hierzu  kommen  noch  die  auf  p.  247  und  p.  270  —  272  befolgten 
Methoden  zur  Beti-achtung  einiger  unendlichen  Producte  und  schliess- 
lich der  Inhalt  der  Note  IV.  Wenn  auch  die  Anzahl  der  ange- 
führten Seiten  eine  geringe  ist,  so  lässt  sich  nicht  verkennen,  dass 
grade  der  Inhalt  derselben  einen  schönen  Beleg  für  das  wunderbare 
Genie  JacoWs  abgiebt.  In  gleichem  Maasse  wie  die  Veröffentlichung 
der  Vorlesungen  JacoMs  über  elliptische  Functionen  dem  Andenken 
des  grossen  Mathematikers  geboten  erscheint,  macht  sich  ebenfalls 
das  Fehlen  einer  Darstellung  desselben  Gegenstandes  von  einem 
berühmten  Mathematiker  geltend,  welcher  1853  die  Wissenschaft 
durch  eine  Theorie  der  Abelschen  Functionen  bereichert  hat  (Journ. 
für  Mathematik,  Band  47). 

Bei  einer  Theorie,  wie  die  der  elliptischen  Functionen,  deren 
Ausbildung  noch  lange  ein  Feld  mathematischer  Thätigkeit  bleiben 
wird,  kann  eine  Begegnung  von  Darstellung  ein  und  desselben 
Gegenstandes  leicht  stattfinden.  Die  ganze  Anlage  des  Werks  und 
namentlich  die  Ausarbeitung  des  neunten  Abschnitts,  haben  die 
eigenen  Untersuchungen  des  Verfassers  besonders  in  Anspruch  ge- 
nommen. Um  allen  Berufungen  mit  Rücksicht  auf  Resultate  vor- 
zubeugen, enthalten  in  Abhandlungen,  welche  dem  Verfasser  unbe- 
kannt geblieben,  ist  derselbe  gerne  bereit  allem  bestrittenen  Eigen- 
genthumsrecht  zu  entsagen. 

Was  die  angewandten  Bezeichnungen  betrifft,  so  sind  die  von 
Legendre  und  JacoU  gebrauchten  Bezeichnungen  maassgebend  gewe- 
sen. Die  Arbeiten  von  vorzüglichen  Mathematikern  zeigen  in  Hinsicht 
auf  die  Bezeichnungen  einen  Mangel  an  Uebereinstimmung,  welcher, 
wenn  auch  zu  bedauern,  doch  zu  entschuldigen  ist.  Die  Theorie,  wie 
sie  JacoU  hinterlassen,  kann  nicht  als  abgeschlossen  angesehn  werden, 
*so  dass  wohl  einer  späteren  Zeit  eine  einheitliche  Bezeichnung 
vorbehalten  bleibt. 

Durch  Aneinanderreihen  des  Inhalts  mehrerer  Vorträge  war 
eine  Eintheilung  des  Buchs  in  Abschnitte  geboten.  Es  muss  hier 
hervorgehoben  werden,    dass  diese  Eintheilung   nur  der  l)esseren 
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lieber  sieht  halber  angewandt  ist  und  nicht  den  eigentlichen  Cha- 
racter  des  Werkes  verhüllen  soll,  eine  einfache  und  doch  in  den 
Elementen  rollständige  Einleitung  in  das  reiche  Gebiet  der  ellip- 
tischen Functionen  zu  bilden. 

Göttingen,  Ende  October,  1875. 

Alfred  Enneper. 
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Erster  Abschnitt. 


§  1.    Einleitende  Betrachtungen. 

JJie  Novi  Commentarii  Academiae  scientiarum.  imper.  Petro- 
politanae,  t.  X.  (pro  Anno  MDCCLXIV,  Petropoli  MDCCLXVI) 
enthalten  die  berühmte  Abhandlung  Euler'^: 

„De  Reductione  Formularum  integralium  ad  rectificationem 
ellipsis  ac  hyperbolae." 
Diese  Arbeit  ist  sowohl  ihres  Inhalts  wegen,  als  wegen  der 
Untersuchungen  von  Legendre,  zu  denen  sie  den  Anstoss  gegeben 
zu  haben  scheint,  äusserst  bemerkenswerth.  Euler  fasst  die  Resul- 
tate von  Maclaurin  und  d'Alemhert  über  die  Rectification  der  Ellipse 
und  Hyperbel  zu  einer  allgemeinen  Untersuchung  zusammen,  welche 
die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  behandelt,  deren  Differenz 
sich  auf  geometrische  Weise  angeben  lässt.  Auf  pag.  4  bemerkt 
Euler: 

„Imprimis  autem  hie  idoneus  signandi  modus  desiderar 
videtur,  cujus  ope  arcus  elliptici  aeque  commode  in  calculo  ex- 
primi  queant,  ac  jam  logarithmi  et  arcus  circulares  ad  insigne 
Analyseos  per  idonea  signa  in  calculum  sint  introducti.  Talia 
Signa  novam  quandam  calculi  speciem  suppeditabunt,  cujus  hie 
quasi  prima  elementa  exponere  constitui." 

Diese  Bemerkung  Euler's  findet  sich  reproducirt  auf  pag.  VH 
des  Avertissemcnt  im  ersten  Bande  des  grossen  Werkes  von 
Legendr e: 

Traite  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  eul^riennes. 
Paris  1825—28.    2  VoL  und  3  Supplemente. 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  1 


Legendr e  bemerkt  zu  den  Worten  Eiiler'^  Folgendes; 
„Euler  avait  prevu  qu'ä  l'aide  d'une  notatiou  convenable,  le 
calcul  des  arcs  d'ellipse  et  d'autres  transcendantes  analogues, 
pourrait  devenir  d'un  usage  presque  aussi  general  que  celui  des 
arcs  de  cercles  et  des  logarithmes ,  mais  si  on  excepte  Landen, 
qui,  par  la  decouverte  de  son  theoreme,  aurait  pu  s'ouvrir  des 
routes  nouvelles,  personne  ne  s'est  mis  en  devoir  de  realiser  la 
prödiction  d'Euler,  et  on  peut  dire  que  l'Auteur  de  ce  Trait^  est 
reste  seul  ä  s'en  occuper,  depuis  l'annee  1786  oü  il  a  fait  pa- 
raltre  ses  premieres  recherches  sur  les  arcs  d'ellipse,  jusqu'ä 
r^poque  actuelle." 

Die  Untersuchungen  übei*  die  Bogen  von  Ellipse  und  Hyperbel 
haben  Legendre  darauf  geführt,  sowohl  die  entsprechenden  Integrale, 
wie  andere  Integrale,  zu  welchen  rein  analytische  Betrachtungen 
Veranlassung  gaben,  mit  dem  Namen  „elliptische  Functionen"  zu 
belegen.  Diese  Bezeichnung  hat  darin  eine  Aenderung  erlitten,  als 
gegenwärtig  das  Wort  Function  durch  Integral  ersetzt  ist,  so  dass 
die  Arbeiten  Legendre'^  sich  auf  elliptische  Integrale  beziehen 
Die  Bezeichnung  „elliptische  Functionen"  ist  auf  eine  Gattung  von 
Functionen  übertragen  worden,  welche  mit  den  elliptischen  Inte-, 
gralen  in  enger  Verbindung  stehn,  wobei  die  Terminologie  leider 
an  jener  Un Vollkommenheit  leidet,  die  ihren  Ursprung  in  der 
scheinbaren  Verallgemeinerung  eines  isolirten  Problems  hat.  Für 
die  auftretenden  Integrale  und  Functionen  ist  das  Epitheton 
„elliptisch"  weder  geometrisch  noch  analytisch  irgendwie  charac- 
teristisch,  sondern  rein  conventioneller  Natur. 

Unter  den  Functionen  einer  Variabein  haben  die  trigonometrischen 
Functionen  die  Eigenthümlichkeit,  dass  der  Werth  einer  solchen 
Function  ungeändert  bleibt,  wenn  das  Argument  um  einMultiplum 
einer  gewissen  reellen  Quantität  zunimmt.  Diese  Quantität  heisst 
nach  Gauss  der  Modul,  nach  Jacohi  der  Index  der  Periodicität,  oder 
auch  wohl  einfach  die  Periode.  Beschränkt  man  sich  nicht  allein 
auf  reelle  Perioden,  so  führen  die  Exponentialfunctionen  auf  ima- 
ginäre Perioden.  Diese  verschiedenen  Functionen,  welche  durch 
Combinationen  zu  allgemeineren  Betrachtungen  über  die  Periodici- 


tat  Veranlassung  geben,  sind  specielle  Fälle  einer  allgemeineren 
Gattung  von  Functionen,  welche  „elliptische  Functionen"  heissen. 
Die  elliptischen  Functionen  bilden  die  einfachsten  doppelt  perio- 
dischen Functionen.  Mit  diesem  Namen  werden  Functionen  be- 
zeichnet, deren  Werth  ungeändert  bleibt,  wenn  zwei  bestimmte 
Quantitäten  zum  Argument  hinzugefügt  werden  können. 

Die  Eigenschaft  der  doppelten  Periodicität  der  elliptischen 
Functionen  bildet  die  Basis  der  Untersuchungen,  durch  welche  im 
zweiten  Viertel  unseres  Jahrhunderts  die  beiden  grossen  Vertreter 
ihrer  Wissenschaft,  N.  H.  Abel  aus  Christiania  und  C.  G.  J.  JacoU 
aus  Königsberg,  die  mathematischen  Wissenschaften  in  ungeahnter 
Weise  erweiterten.  So  scharfsinnig  die  Arbeiten  Legendre'^  auch 
sind,  drohten  dieselben  doch  steril  zu  bleiben.  Im  hohen  Alter  von 
76  Jahren  hatte  Legendre  die  Freude,  einen  sehr  verspäteten,  aber 
auch  sehr  glänzenden  Erfolg  seiner  Arbeiten  zu  erleben.  In  der 
Vorrede  zum  ersten  Supplement,  datirt  Paris,  d.  12.  August,  1828, 
sagt  der  Verfasser: 

„Apres  m'etre  occupö  pendant  un  grand  nombre  d'annöes 
de  la  thöorie  des  fonctions  elliptiques,  dont  l'immortel  Euler 
avait  pose  les  fondemens,  j'ai  cru  devoir  rassembler  les  resultats 
de  ce  long  travail  dans  un  Traitö  qui  a  ete  rendu  public  au 
mois  de  j  an  vier  1827.  Jusque  lä  les  geometres  n'avaient  pris 
presque  aucune  part  ä  ce  genre  de  recherches,  mais  k  peine  mon 
ouvrage  avait -il  vu  le  jour,  ä  peine  son  titre  pouvait  il  etre 
connu  des  savans  etrangers,  que  j'appris  avec  autant  d'^tonnement 
que  de  satisfaction ,  que  deux  jeunes  geomötres  MM.  Jacobi 
(C — G — J)  de  Koenigsberg  et  Abel  de  Christiania,  avaient 
röussi,  par  leurs  travaux  particuliers,  ä  perfectionner  considerable- 
ment  la  thöorie  des  fonctions  elliptiques  dans  ses  points  les 
plus  Kleves. 

Abel  hat  seine  genialen  Untersuchungen  in  den  ftlnf  ersten 
Bänden  des  1826  von  Grelle  begründeten  „Journal  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik"  niedergelegt.  Ausserdem  enthalten 
die  „Astronomische  Nachrichten"  (Band  VI.  p.  365—388,  Bd.  VII. 
p.  33 — 44)  einige   Mittheilungen   von  Abel  über   eine  Entdeckung, 

\* 


betreffend  die  allgemeine  Theorie  der  elliptischen  Functionenj  von 
welcher  Jacobi  an  Legendre  schreibt: 

„Elle  est  au-dessus  de  mes  eloges  comme  eile  est  au-dessus 
de  mes  propres  travaux."  *) 

Die  Arbeiten  von  Abel,  welche  in  Crelle's  Journal  enthalten 
sind,  vermehrt  um  Aufsätze  aus  seinem  Nachlass,  finden  sich  zu- 
sammengestellt in  dem  Werke:  „Oeuvres  completes  de  N.  H.  Abel 
Redigees  par  Holmboe.  Christiania  1859."  Nur  sehr  kurze  Zeit 
war  es  Abel  vergönnt  gewesen,  seine  grossen  und  mannichfachen 
Entdeckungen  weiter  zu  verfolgen,  kaum  27  Jahre  alt,  nicht  ganz 
zwei  Jahre  nach  Veröffentlichung  seiner  ersten  Arbeiten  über  die 
elliptischen  Functionen  setzte  der  Tod  ein  frühes  Ziel  der  glänzen- 
den Laufbahn  dieses  tiefsinnigen  und  umfassenden  Geistes.  **) 
Gleichzeitig  mit  Abel  veröffentlichte  Jacobi  seine  ersten  Entdeckungen 
in  Crelle's  Journal  und  den  Astronomischen  Nachrichten  (Bd.  VI. 
p.  33 — 38,  u.  133 — 142).  Kurze  Zeit  nach  diesen  Publicationen. 
Hess  Jacobi  sein  berühmtes  Werk  erscheinen: 

Fundamenta    Nova     Theoriae     Functionum    Ellipticarum 
Auetore  C.  G.  J.  Jacobi.   Regiomonti  1829. 

Dieses  Werk,  welches  seinen  Verfasser,  der  damals  noch  nicht 
ganz  25  Jahre  alt  war,  mitten  unter  die  hervorragendsten  Geometer 
seiner  Zeit  stellte,  enthält  in  sehr  gedrängter  Kürze  einen  grossen 
Theil  der  wesentlichsten  Resultate  aus  der  Theorie  der  elliptischen 


*)  Vide  „Annales  scientif.  de  l'EcoIe  Normale.  Toms  VI.  Annee  1869. 
p.  150.  Es  finden  sich  dort  aufp.  127 — 175  eilf  Briefe  von  Jacohi  an  Legendre 
aus  dem  Zeitraum  von  1827-1832  mitgctheilt.  Der  Herausgeher  dieser,  für 
die  Geschichte  der  elliptischen  Functionen  merkwürdigen  Briefe,  Bertrand, 
bemerkt  in  der  Einleitung  zu  der  obigen  Aeusserung  des  damals  noeh  nicht 
ganz  dreiundzüanzigjährigen  Jacohi: 

„Jacobi  seul  avait  le  droit  de  prononcer  un  tel  jugement,  dont  la  seve- 
rite,  sous  toute  autre  plume  que  la  sienne,  irait  jusqu'ä  l'injustice." 

**)  Vide:  Dirichlet ,  Gedächtnissrede  auf  Carl  Gustav  Jacob  Jacohi. 
Grelle  Journal  t.  52.  p.  203.  Dieser  Aufsatz  enthält  von  Freundeshand  eine 
vollständige  und  liebevolle  Würdigung  der  Arbeiten  des  grossen  Mathema- 
tikers von  Königsberg.  Es  möge  hier,  was  die  Verdienste  von  Abel  und  Jacohi 
um  die  Schöpfung  der  elliptischen  Functionen  betrifft,  auf  diese  Abhandlung 
hingewiesen  sein. 


Functionen .*)  Jacohi  hat  später  in  Crelle's  Journal  weitere  Unter- 
suclmng-en  in  einer  Reihe  von  Aufsätzen  niedergelegt  ^  welche  be- 
stimmt waren,  einen  zweiten  Theil  der  „Fundamenta"  zu  bilden. 
Das  weitere  Vordringen  führte  indessen  Jacohi  zu  einem  genaueren 
Studium  seiner  Theta- Functionen,  welche  als  die  Elemente  der 
elliptischen  Functionen  angesehn  werden  können.  Jacohi  hat  eine 
neue  Begründung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  basirt 
auf  die  Theta -Functionen,  nur  in  academischen  Vorträgen  der 
Nachwelt  hinterlassen,  eine  Hinterlassenschaft,  welcher  sich  aus- 
gezeichnete Schüler  mit  Liebe  und  Talent  angenommen  haben  und 
deren  Arbeiten  für  die  weitere  Ausbildung  der  elliptischen  Func- 
tionen von  wesentlicher  Bedeutung  sind.  Ueber  die  Leistungen 
Jacohf^  mögen  folgende  Worte  aus  der  Gedächtnissrede  von 
Lejeune-Dirichlet  Platz  finden,  welche  in  ausgezeichneter  Weise  den 
ausserordentlichen  Geist  von  Jacohi  characterisiren  : 

„Jacohi^  wissenschaftliche  Laufbahn  umfasst  gerade  ein 
Vierteljahrhundert,  also  einen  weit  kürzeren  Zeitraum  als  die 
der  meisten  früheren  Mathematiker  ersten  Banges,  und  kaum 
die  Hälfte  der  Zeit,  über  welche  sich  Euler' ^  Wirksamkeit  er- 
streckt hat,  mit  dem  er,  wie  durch  Vielseitigkeit  und  Frucht- 
barkeit, so  auch  darin  die  grösste  Aehnlichkeit  hat,  dass  ihm 
alle  Hülfsmittel  der  Wissenschaft  immer  gegenwärtig  waren  und 
jeden  Augenblick  zu  Gebote  standen." 

Zur  Zeit  als  Ähel  und  Jacohi  ihre  überraschenden  Entdeckun- 
gen der  mathematischen  Welt  mittheilten,  befand  sich  Gauss  schon 
im  Besitz  einer  ziemlichen  Anzahl  von  Theoremen,  welche  sich  auf 
elliptische  Functionen  beziehn.  Eine  kurze  Andeutung,  welche  die 
„Disquisitiones  Arithmeticae"  (Gauss'  Werke,  Bd.  L  p.  413)  ent- 
halten, Hess  vermuthen,  dass  Gauss  schon  gegen  Ende  des  vorigen 
Jahrhunderts  sich  mit  Untersuchungen  beschäftigt  hatte,  welche  ihn 


*)  Die  grosse  Bedeutung,  welche  dem  Werke  Jacohi'^,  kurz  nach  seiner 
Publication,  von  den  Zeitgenossen  beigelegt  wurde,  geht  aus  dem  Bericlite 
über  dasselbe  von  Poisson  an  die  Pariser  Academie  hervor.  Dieser  Bericht 
unter  Titel:  Rapport  sur  l'ouvrage  de  M.  Jacobi  intitul^  Fundamenta  etc. 
findet  sich  auf  p.  73—117  im  t.  X  der  M^moires  de  1' Academie  des  Sciences 
et  de  rinstitut  de  France. 
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zu  identischen  Resultaten  mit  denen  von  Ahel  und  JacoU  geführt 
hatten.  Diese  Vermuthung  hat  durch  Herausgabe  des  Nachlasses 
von  Gauss  ihre  volle  Bestätigung  gefunden  (Gauss,  Werke.  Bd.  III. 
p.  231  u.  f.). 

Am  23.  Mai  1828  schreibt  Gauss  an  Schuhmacher  über  eine 
Arbeit  von  Abel: 

„  . . .  die,  Ihnen  gesagt,  mir  von  meinen  eigenen  Unter- 
suchungen wol  ein  Drittel  weggenommen  hat,  und  mit  diesen 
zum  Theil  selbst  bis  auf  die  gewählten  bezeichnenden  Buchstaben 
übereinstimmt." 

Man  findet  weitere  historische,  sehr  interessante  Notizen  über 
die  erste  Entdeckung  der  elliptischen  Functionen  durch  Gauss  im 
III.  Bande  seiner  Werke  auf  p.  491 — 496.  Es  bleibt  immer  be- 
dauernswerth ,  dass  einer  der  grössten  Mathematiker  aller  Zeiten 
seine  wunderbaren  Entdeckungen  den  Zeitgenossen  nicht  mitgetheilt 
und  dadurch  zur  Mitarbeit  aufgefordert  hat.  In  der  bedeutenden 
Abhandlung:  „De  functionibus  duarum  variabilium  quadrupliciter 
periodicis,  quibus  theoria  transcedentium  Abelianarum  innititur" 
(Grelle,  Journal  XIII.)  hat  Jacohi  den  für  die  Theorie  der  Functionen 
wichtigen  Satz  bewiesen,  dass  eine  periodische  Function  einer 
Variabein  nicht  mehr  wie  zwei  Perioden  haben  kann,  und  dass, 
allgemein  gesprochen,  diese  Perioden  complexe  Grössen  sind,  welche 
sich  nur  auf  eine  reelle  und  eine  imaginäre  Quantität  reduciren 
können,  aber  niemals  auf  zwei  Quantitäten  derselben  Art,  also  zwei 
reelle  oder  zwei  imaginäre  Quantitäten.  Indem  die  elliptischen 
Functionen  die  einfachsten  doppelt  periodischen  Functionen  einer 
Variabein  sind,  nehmen  dieselben  unter  den  Functionen  einer 
Variabein  eine  besondere  Stellung  ein,  welche,  in  Verbindung  mit 
den  mannichfachsten  Anwendungen  auf  die  verschiedensten  Theile 
der  Mathematik,  zu  einem  besonderen  Studium  dieser  Functionen 
auffordert. 


§  2.    Bemerkungen  über  einige  einfache  Integrale 
irrationaler  algebraischer  Functionen. 

Es  seien  «,  b,  c  reelle  Quantitäten,  a  sei   wesentlich  positiv. 
Durch  Division  mit  a  folgt: 

dy 


f  dy  =  4.  /* 

J  \/±ay''-\-n,y  +  c,         \/aJ  i 


Setzt  man  zur  Vereinfachung  h^  ==  ah^  Ci  =  ac,  so  kommt  die  Be- 
stimmung des  rechts  stehenden  Integrals  auf  die  Betrachtung  des 

Integrals 

dy 


ß 


\/±  2/2  -\-^by-{-c 
hinaus.    Die  Function  unter  dem  Integralzeichen  lässt  sich   durch 
Einfuhrung    einer    neuen    Integrationsvariabein    so    transformiren, 
dass  unter  dem  Wurzelzeichen  keine  Constante  mehr  enthalten  ist. 
Es  ist  nämlich  für: 

y^b  ==  x\/c  —  b'^      c  —  b'^  >  0, 

/'         dy /*    dx      _  /l  -f  a;2  ^  ^ 

\/'^H^2bffc  ~  J  l/lT^2  ""    ^    ^^|/r+^— a:* 
tjj^h  ==  x\/b^^,    b'^  —  c  >  0, 

/dy  ^    p    dx      ^  x-\-\/x'^—\ 

\/y^+2by-^c       J  \/^^^  ~   '   ^^^^—/^IZi- 

y—b  =  x\/bH^,     b'^+c  >  0, 

/dy  r    dx 

'  I  =     /    ,  =  arc  sm  x. 

\/-.yiJ\-2by  +  c       J  l/l— a;2 

Das  letzte  der  vorstehenden  Integrale  hat  ein  besonderes  In- 
teresse, da  dasselbe  zur  Betrachtung  einer  Function  Veranlassung 
giebt,  mit  deren  Htilfe  sich  die  beiden  vorhergehenden  Integrale 
leicht  behandeln  lassen.    Man  setze: 


1) 
oder: 


/"      dx       _ 


2)  ^  ^       =  du, 
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mit  der  Bestimmung,  dass  x  und  21  gleichzeitig  verschwinden.  Die 
Gleichung  1)  giebt  dann  zu  einer  doppelten  Betrachtung  Veran- 
lassung. Nimmt  man  x  als  gegeben  an,  so  ist  u  eine  bestimmte 
Function  von  x.  Wird  der  Einfachheit  halber  x  =  l  genommen,  so 
lässt  sich  in  der  Gleichung  1)  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen nach  Potenzen  von  x^  entwickeln.  Man  erhält  dann  durch 
Integration: 

3)         ^,_^  +  -_+__  +  .... 

Durch  diese  Gleichung  ist  u  als  Function  von  x  durch  eine 
unendliche  Reihe  bestimmt,  welche  Reihe  in  der  Lehre  der  ein- 
fachen Functionen  bekanntlich  durch  arc  sin  x  bezeichnet  wird. 

In  der  Gleichung  1)  kann  man  auch  u  als  gegeben  annehmen, 
so  dass  x  Function  von  u  ist,  d.  h.  der  Werth  des  Integrals  ist 
gegeben,  man  soll  die  obere  Gränze  finden,  welche  dem  gegebenen 
Integralwerthe  entspricht.  Das  Problem  lässt  sich  auch  als  Um- 
kehrung der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  3)  stehenden  un- 
endlichen Reihe  auffassen,  welche  Definition  aber  die  Schwierigkeit 
darbietet,  dass  die  Gleichung  3)  als  algebraische  Gleichung  von 
unendlich  hohem  Grade  angesehn,  keine  endliche  Anzahl  von  Wur- 
zeln hat.  Wie  die  verschiedenen  Wurzeln  zusammenhängen,  ist 
a  priori  nicht  ersichtlich,  noch  gestattet  diese  Methode  x  einen  be- 
liebigen reellen  Werth  beizulegen.  Statt  der  Gleichung  3)  nehme 
man  die  Difi'erentialgleichung  2)  und  bestimme  x  dadurch,  dass 
X  mit  u  gleichzeitig  verschwindet.  Setzt  man  x  =  fp(u),  so  ist, 
zufolge  der  Definition  ^(0)  =  0.     Für  z  =  — ^  folgt: 

^z  _  ^  _     /*'' dt 

72  ~  /     |/i 


/™-- 


also  — x  =  (p{—u)  d.i.  —-(piu)  =  ^( — u).     Die  Gleichung  2) 
giebt: 

du         ^ 

oder:  

4)         9,'(w)  =  1/1— ^(w)2. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  durch  Differentiation: 


^^Xu)  =  -     ^^^^^'^^^ 


\/\-q^{liy 
d.  i.  nach  4)  : 

5)         q)'*{u)  =  — (f){u). 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  erhält  man  leicht: 

6)      (p^\u)  =  {—{)'' ^(u), 

^(W)(2«+1)(W)    =    (— l)«l/l— g)(z^)2    =(— 1)V(m). 

Die  Gleichungeu  6)  führen  unmittelbar  auf  das  Ädditions- 
theorem  für  die  Function  <p(u).  Nach  dem  Theorem  von  Taylor 
ist,  wenn  v  die  positive  oder  negative  Einheit  nicht  tiberschreitet: 

Wegen  der  Gleichungen  6)  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

7)         (p(u-\-v)  =  (p{u)  l\-\-(p\u)  V\ 
wo   V  und   F|  Functionen  von  v  sind,   welche  sich  leicht  auf  fol- 
gende Weise  bestimmen  lassen.    Die  Gleichung  7)  differentiire  man 
nach  w,  dann  folgt: 

8)         (p^{u-^v)  =  (pXu)  Vi  —  ^(u)  V. 
In  den  Gleichungen  7)  und  8)  nehme  man  ii  =  0.     Da  nach   4) 
^'(0)  =  1  ist,  so  folgt: 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  gehen  hierdurch  über  in: 
9)        (p{u+v)  ==  ^{u)(p\v)-{' (p'{u)(p(v)  = 

(p{u)  \/\  —  (p{vy  +  (p{v)  l/l— 9?(w)2 , 
10)        ^'{u-^v)  =  (p'{u)(f)'{v)  —  g)(u)(p(v)  = 


Setzt  man; 


/ 


l/l— 9(w)2  l/l— 9^(1^)2  —^(u)g)(v). 
dt 


Vl  —  f^ 

so  ist  1  =  (p{\Ji)  und  0  =  ^'(|jr),  wo  jt  eine  bestimmte  nume- 
rische Constante  ist,  welche  bekanntlich  das  Verhältniss  vom  Um- 
fang zum  Diameter  eines  Kreises  ausdrückt.  Die  Gleichungen  9) 
und  10)  geben  u  =  \:it  gesetzt: 

11)        ^{kJt-^v)  =  (p'{v)^    (p'{v  +  \ji)  =  ~(p{v). 
Durch    diese   Gleichungen    lassen   sich  die  Functionen  <p  und  ^' 
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mit  Argumenten ,  welche  aie  positive  oder  negative  Einheit  über- 
steigen, auf  Functionen  reduciren,  welche  innerhalb  dieser  Gränzen 
bleiben.  Man  kann  in  den  Gleichungen  11)  also  v  beliebig  reell 
annehmen.    Setzt  man  v  =  \  jt  +  u,  so  folgt : 

^'(jr-f-w)  ==  — ^{^Jt-{-u)  =  — (p'iu)', 
also  allgemein,  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 
(p{ii-\-müi)  ==  ( — iy»^(w),         (p'{u-\-mjt)  =  ( — l)'"9)'(w). 
Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Functionen  g)  (u)  und  gp'  (ii), 
abgesehen   vom  Zeichen,  dieselben  Werthe  annehmen,    wenn   das 
Argument  um  ein  Multiplum  der  Constanten: 

dt 
■^^ 

0 

zunimmt.  Die  beiden  Functionen  sind  also  periodische  Functionen. 
Eine  weitere  Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  über  die  Function 
(p{u),  wenn  u  nicht  mehr  reell  ist,  soll  hier  nicht  ausgeführt 
werden.  Die  vorstehende  Skizze  soll  nur  eine  Idee  geben  von  dem 
Wege,  welchen  man  bei  Untersuchungen  von  Integralen  anwenden 
kann,  die,  sich  fast  von  selbst  darbietend,  als  Erweiterungen  der 
Integrale  angesehn  werden  können,  von  denen  zu  Anfang  dieses  § 
die  Rede  war. 

Als  nächste  Frage  bietet  sich  die  Reduction  eines  Integrals 
r  dy 

oder:  *^ 


ß 


dy 


|/«4?/4+  a3?/3+  ö2«/2-(-  a^y+a^ 
auf  seine  einfachste  Form  dar  und  dann  der  Versuch  einer  üm- 
kehrung,  indem  die  obere  Gränze  der  einfachsten  Form  als  Function 
des  Integrals  angesehn  wird.    Diese  Anschauungsweise  hat  in  der 
That  den  Anstoss  zu  den  elliptischen  Functionen  gegeben. 

Es  wird  sich  ergeben,  dass  die  beiden  obigen  Integrale  auf 
dieselbe  einfachste  Form,  welche  die  Normalform  heisst,  reductibel 
sind,  gleichviel,  ob  das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  vom 
dritten  oder  vierten  Grade  ist. 
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Die  Betrachtung  der  Function  q)  (ii)  in  diesem  §  ist  eine  etwas 
weitere  Ausführung  einer  kurzen  Andeutung  von  Eisenstein,  ent- 
halten in  dessen  Abhandlung:  „Neuer  Beweis  der  Summations- 
formeln"  (Grelle  Journ.  t.  XXX  p.  211,  oder  auch  Mathematische 
Abhandlungen.  Berlin  1847.  p.  241).  Untersuchungen  ähnlicher 
Art  findet  man  schon  in  der  Sectio  II,  Cap.  V  des  ersten  Bandes 
der  „Institutiones  calculi  integralis"  von  Euler  (Petropoli  1824, 
p.  364),  zu  welchen  Durege  einige  vereinfachende  Bemerkungen 
hinzugefügt  hat  (Zeitschrift  f.  Mathem.  Jahrg.  III  p.  241). 

§  3.    Reduction  der  elliptischen  Differentiale 
nach  Legendre. 

Sind  P  und  Q  zwei  Polynome  von  y,  Ist  ferner  R  ein  Polynom 
vom  vierten  Grade  von  y,  so  heisst  das  Integral: 


1) 


/P   dy_ 
Q\/R 


A 


ein  elliptisches  Integral,  dessen  Untersuchung  Legendre  zuerst  in- 
soweit vollständig  durchgeführt  hat,  als  die  namentlich  von  Euler 
überlieferten  Hülfsmittel  der  Analysis  dieses  gestatteten.  Legendre 
fand,  dass  das  obige  Integral  zu  drei  verschiedenen  Gattungen 
Veranlassung  giebt,  als  deren  einfachste  diejenige  anzusehen  ist, 
welche  in  der  Form: 

'  dy 

\/r 

enthalten  ist.  Da  vorläufig  nur  einige  Transformationen  in  Be- 
tracht kommen,  so  soll  statt  des  Integrals  einfach  das  Differential : 

.    ^>  ^ 

genommen  werden  und  ein  solches  Differential  ein  elliptisches 
Differential  heissen.  Durch  ungemein  einfache  Betrachtungen  ge- 
langte Legendre  dazu,  den  Ausdruck  2)  auf  die  Form: 

1  d(p 

M  l/l— /^2sin2^ 

zu  reduciren,  wo  M  eine  Conctante  und  0  <  ä:  <  1  ist.    Nachdem 
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dieses  wichtige  Resultat  gefunden,  gelang  es  Legendre,  das  in  1) 
enthaltene  allgemeine  Integral  auf  seine  einfachsten  Formen  zu 
reduciren  und  so  eine  Vergleichung  zwischen  Integralen  zu  ermög- 
lichen, welche  Arbeit,  wie  Dirichlet  in  seiner  Gedäch^nissrede  auf 
Jacohi  bemerkt,  Legendre  zum  unvergänglichen  Ruhme  gereicht. 
(Grelle  Journ.  t.  52  p.  198.) 

Es  seien  a^,  a-^,  a^,  a^  und  «o  i'eelle  Grössen,  a^  wesentlich 
positiv.    In  dem  Ausdrucke  2)  ist  dann: 

Man  kann  sämmtliche  Coefficienten  durch  «4  dividiren,  setzt  man 
dann  zur  Vereinfachung: 

^  -^^*  «./  «4-^  «4^         «4  ^ 

SO  wird  der  Ausdruck  2): 

i/«4  \/y ' 

wobei  es  wesentlich  nur  auf  die  Reduction  von: 

4)         ^ 

ankommt.  Um  diese  Reduction  zu  bewerkstelligen,  hat  Legendre 
folgenden  Weg  eingeschlagen.  (Fonct.  eil.  I.  p.  6 — 11,  im  Auszuge 
in  den  „Integraltafeln"  von  Minding.  Berlin  1849  p.  172.)  Die 
linke  Seite  von  3)  möge  für  die  Werthe  a,  ß,  y,  6  von  y  ver- 
schwinden, so  dass: 

Sind  a,  ft  y,  6  reell,  so  sei  a  >  /9  >  7  >  (5^  die  Grössen  sind 
den  absoluten  Werthen  nach  geordnet,  also  vom  Positiven  zum 
Negativen  abnehmend.  Sind  zwei  Quantitäten  complex,  so  sei 
y=^m-^ni,6  =  m  —  ni,  wo  2,  wie  immer  in  der  Folge,  gleich 
1/ — 1  ist.  Sind  alle  vier  Quantitäten  complex,  so  seien  a  und  ft 
femer  y  und  ö  zu  einander  conjugirt.  Durch  eine  Substitution  von 
der  Form: 

6)        .  =  -^^ 
erhält  man  aus  4)  und  5): 
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^         \/Y  \/±-Z     ' 

wo: 

8)  Z  == 

b  -  « + {q-a)  z]  [p-ßH<i-ß)A  b-7+ {<i-r)A  b-  ^+  (^-^)  ^]. 

Man  kann  nun  p  und  q  in  6)  solche  reelle  Werthe  beilegen, 
da  SS  der  Ausdruck  Z  nur  gerade  Potenzen  von  z  enthält.  In 
der  Gleichung  8)  hat  man  nur  auf  der  rechten  Seite  je  zwei  Fac- 
toren  mit  einander  zu  multipliciren  und  die  Factoren  von  z  zu 
annulliren.  Führt  man  dieses  für  die  beiden  ersten  und  die  beiden 
letzten  Factoren  aus,  so  folgt  aus  8): 

9)  Z  = 

[{p-a){p-ß)  +  {q-a){q-ß)z^]  \{p-y){p-6)  +  {q-y){q-6)z% 
Zur  Bestimmung  von  p  uud  q  dienen  die  Gleichungen: 
{p-a){q-ß)  +  {p-ß){q-a)  =  0, 
(j,-y){q-d)  +  {p-6)(q-r)  =  0, 

oder : 

10)        p^^aß=^-^{a+ß),      pq  +  y6^P-±^{r^d). 

Für  complexe  Wurzeln  lassen  sich  nur  die  vorstehenden  Glei- 
chungen aufstellen.    Diese  Gleichungen  geben: 
\\\        i^^^  ==       a^  —  yö 

^^  ~  a-i-ß  —  Y  —  ö        ' 

und  hieraus: 

12^         f'i^ZPX  _  (r.-7)(«-())(g-y)(g-()) 
^         \    -2     J  (a+ß-r-<^r 

Unter  den  gemachten  Annahmen  ist  der  rechts  stehende  Aus- 
druck immer  positiv,  die  Gleichungen  11)  und  12)  ergeben  also  für 
p  und  q  reelle  Werthe.  Sind  «,  ß,  7,  ö  sämmtlich  reell,  so  könnte 
man  die  Factoren  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  noch  auf 
andere  Art  je  zwei  zu  zwei  combiniren.  Man  findet  nur  noch  eine 
Combination  der  Art,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  12)  po- 
sitiv bleibt,  wenn  man  nämlich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
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8)  den  ersten  mit  dem  vierten  Factor,  ferner  den  zweiten  mit  dem 
dritten  Factor  multiplicirt  und  in  den  jedesmaligen  Producten  die 
Coefficienten  von  z  annullirt.  Man  erhält  die  entsprechenden 
Gleichungen  unmittelbar  au«  11)  und  Vi)  durch  Vertauschung  von 
ß  mit  6y  nämlich: 

q+p   ^       aö—ßy 
2  a-hd—ß  —  y' 

-.A2   _  i^a^ß)(^a^y)(ß-ö)iy-ö) 


+  /.    Dann 


^^^         \    2     J  (.a-^ö  —  ß  —  yy 

Die  Gleichungen  13)  werden  ungültig  für  a  -^  ö 
tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  6)  die  folgende: 


y  =  z-t 


«  + 


==  z  + 


ß  +  7 


2  ^  '       2 

Die  Gleichungen  11)   und  12)   geben,   wenn  q — p  positiv  ge- 
nommen wird: 


a  q 


p  —  ap  —  ß 

q—r  q—^  _ 

p  —  yp  —  6 


Ll/(«-7)(«-<^)-f  l/(/5'-7)(^- 


^l 


l 


q--p\'^ 


<^){ß-^)  +  \/i^-r)(ß-r) 

\/(a-ö)iß~ö)  -  \/(a-y){ß-y) 
{p-cc)(p-ß){p-y)(p-d){a  +  ß-y-6y  = 

[\/ia-YXa-d)+\/(ß-yXß-ö)]'^.  [/(a-W-rf)— /(a-yX/^-y)]^- 


Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben: 
{p  —  a){p—ß){p  —  y){p-'d)  = 

q- 


-^Jiy^dy 


-\/{a-y)(a-ö)  +  \/{ß-r){ß-<^y 
.\/(a-6)iß-ö)  +  \/{a-y){ß-y)^ 
Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Gleichung  7)   sich  immer 
auf  folgende  Form  bringen  lässt: 

\/r      /l/±(i±^^^^)(i±ÄV2)' 

wo  /;,  g  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind.    Nimmt  man  h> g 

und  setzt  hz  ==  x,  ferner  ~  =  c,  wo  also  c  ein  positiver  ächter  Bruch 

fi 

ist,  so  geht  die  Gleichung  14)  über  in: 

dx 


16)         -^ 


]/r      fh.\/±{\±x''){\±c^x') 
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Je  nachdem  in  dem  Differential  rechts  die  oberen  oder  un- 
teren Zeichen  mit  einander  combinirt  werden,  ergeben  sich  acht 
verschiedene  Fälle,  von  denen  einer  ausfällt,  wenn  der  Ausdruck 
unter  dem  Wurzelzeichen  nicht  negativ  sein  soll.  Durch  Einfüh- 
rung trigonometrischer  Functionen  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
Gleichung: 

16)        ^  =  ±i  ^y     _ 

wo  0  =  A:  —  1  ist,   wie    sich    unmittelbar   aus    der   nachstehenden 
kleinen  Tabelle  ergiebt. 

I     ,     ■  ==    /  =:.  x=tangg),  /f2=l — c\ 

l/(l+a;2)(l-|-cV)         l/l— ;^2sin2^^ 

,T  dx  — l/l — k\dq)  ,„  c^ 

II      .  =     ,  ^  =g-,  a:  =  cosgp,  k^=   ,  ,       ' 

|/(1— a:2)(l+c2a:2)         /l— ^2sin2^'  l+c^ 

III  ^^'  ==  — 1£^=,  0:=  _L     ;,2==  __!_. 

l/(^2_i)(i_}_c2^2)         /l— Ä:2sin2^  cos^'  1+^2 


dx  — kd(p  cosgp      1 

l/(l+it:2)(i_c2^v2)  "~  (71— A:2sin2  9)'  c~'      "l-f-c^ 


V     ,  =  -7====^,  x= .  k^ 


/(1H-X2)(Ä2— 1)  \/\—k^mi^(p  C.aO^tp  1+C2 

VI    ■,  =  =.,  o;  ==  sm®,    k  =  c. 

l/(l— x2)(l— c2a;2)         l/l— ^2sin2^' 

VII  ^      _  —  ^y  ^_   _1_     yt  =  ^ 

|/(a;2— 1)  (c2a:2— 1)         [/l— /^2sin2^ '  c  sin^o' 


l/(a:2— 1)(1— c2a;2)         /l— A:2sin2  9?* 

0:2  ^  sin2^  _|_  __ cos2^,       A:2  =  1  —c\ 
c 

Die  Gleichungen  VI  und  VII  bilden   nur   einen  Fall,   in  der 

1 
Gleichung  VI  ist  o;  ^  1,  in  der  Gleichung  VII  dagegen  ist  o;  =  — 

Die   verschiedenen  Werthe    von  x  in  I — VIII  sind  sämmtlich   in 
der  Form  enthalten: 

wo  4  B,  C  und  D  reelle  Constanten  sind. 
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Man  kann  in  der  Gleichung  VIII  noch  eine  andere  Substitu- 
tion machen.     Setzt  man  nämlich: 
IX     X  =     ^  +sin^H-(l— sin9p)l/ö"        ^^_  /l  — /< 


\i  +  \/c) 


(l4-sin9))c+  (1— sin9))i/c  \1  +  1/ 

so  folgt: 

dx  1  {l-{-\/kYdq) 


X 


\/{x^—l){l—cV)         2  i/l_Ä-'2sin^^ 


üa  in  der  Gleichung  6)  z  =f  -7-  ist ,  wo  ä  eine  Constante  be- 
deutet, so  folgt  nach  den  Gleichungen  I — VII,  IX  und  X,  dass 
zwischen  y  und  (p  der  Differentialgleichung  16)  die  Relation  be- 
stehen kann: 

_    a-\~bt 
^  ~~  a'  +  h'l' 
wo  /  eine  der  Functionen  sin  9)^  cos  9)  oder  tang^  ist. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16)  heisst 
die  Normalform  des  elliptischen  Differentials.  Schon  die  Gleichungen 
VIII,  IX  und  X  zeigen,  dass  die  Quantitäten  M  und  k  verschie- 
dene Formen  haben  können,  also  variabel  sind,  nur  dass  k  ein 
ächter  Bruch  ist,  was  den  wesentlichen  Character  der  sogenannten 
Normalform  ausmacht.  Enthält  der  Ausdruck  von  Y  in  der 
Gleichung  V  nur  grade  Potenzen  von  y,  so  kann  man  unmittelbar 
eine  der  Reductionen  anwenden,  welche  in  den  Gleichungen  I — X 
enthalten  sind.  Die  unmittelbare  Anwendung  wird  nur  dann  un- 
zulässig, wenn  die  Gleichung  1=  0  für  y'^  keine  reellen  Wurzeln 
giebt.  Man  muss  in  diesem  Falle  wieder  die  oben  gegebenen 
Transformationen  des  Differentialausdrucks  vornehmen.  Da  dieser 
Fall  von  Interesse  ist,  so  soll  derselbe  kurz  angeführt  werden. 
Es  sei: 

Nimmt  man  dann: 

a  =  — vie'"\     ß  =  vie-'^%     y  ==  ^^^>%     6  ==  — vie--^% 
so  geben  die  Gleichungen  11)  und  12):  p  +  q  =  0,  pq  =  — v%  also 
q  =  v,p  =  — V.    Die  Gleichung  6)  giebt: 

y_  ^  z—\ 

V  z+ 1 
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und: 

V  cos  w  dy  dz 


l/y4  +  "IvV  cos  2w  +  v^         \/{^-\-  cz'')  f  1  +  ~V 


1  —  sin  w 

c  = 


1  +  sin  w 
Setzt  man  weiter: 


z  ==  xyc  =  X  \/  7—, — : — . 
^  1/   1  4-  sm  w; 

so  folgt: 

v.(l  -\- sin  w)dy         dx 

\/y^-\-2v^y^(i082rv-hv^  ~  \/{l-}-x^){l  +  c^x^Y 
welche  Gleichung  auf  die  Formel  I  führt. 

§  4.    Bemerkungen  und  Ausführungen  zur  Reduction 
elliptischer  Differentiale. 

Neben  der  im  vorhergehenden  §  bemerkten  Reduction smethode 
hat  Legendre  noch  eine  zweite  Methode  zur  Reduction  des  ellipti- 
schen Differentials  auf  die  Normalform  angemerkt^  welche  auf  fol- 
genden Principien  beruht.    Es  sei: 

1)  Y  =  (a-\-2hy-\-  cy^)  {a'  +  Ih'y  +  c'y'^). 

Da  die  beiden  Factoren  rechts  dasselbe  Zeichen  haben  müssen, 
wenn  \/v  reell  sein  soll,  so  kann  man  setzen: 

2)  a'  +  1h' y  +  &y'^  ==  (a  +  Uy  +  cy'^)  z2 
oder : 

{&  —  cz'^)y'^-\'1{h'  —  hz'^)y-\-a'  —  az'^  =  0. 
Diese  Gleichung  differentiirt  giebt: 
3)        [{&  —  cz'^)y  +  h'  —  hz'^]  dy  ==  z{a-{-  2by  +  cy^) dz. 
Nach  1)  und  2)  ist  nun: 

V  =  {a-i-2by  +  cy'^yz^ 
oder : 

|/F  =  {a  +  2by-hcy^)z. 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  3)  folgt  unmittelbar: 

dy    dz 

\Jy   ~  {c'—cz^)y  +  b'—bz^' 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  2 
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Setzt  man  im  Nenner  rechts  für  y  seinen  Wertli  in  Function 
von  z  aus  2),  so  folgt: 

dy    ^  dz_ 

\/r        ^\/^' 

wo: 

Z  =  {p'—hz'^Y  —  {a'—az'^){&  —  cz'^), 

Da  Z  nur  grade  Potenzen  von  z  enthält,  so  gestaltet  sich  der 
weitere  Verlauf  der  Rechnung  wie  im  vorhergehenden  §.  Legendre 
hat  von  dieser  Methode  keinen  Gebrauch  gemacht,  da  ihm  die 
Rechnungen  zu  complicirt  erschienen.  Eine  weitere  Ausführung 
derselben  soll  auch  hier  nicht  stattfinden,  nur  möge  die  Bemerkung 
Platz  finden,  dass  der  Werth  des  Bruches  k  genau  derselbe  ist, 
wie  bei  den  Substitutionen  in  §  3  und  die  von  Legendre  bemerk- 
ten beiden  Substitutionen  zu  denselben  Resultaten  führen,  also 
nicht  so  von  einander  wesentlich  verschieden  sind,  wie  dieses  zuerst 
den  Anschein  haben  könnte.  Diese  kurze  Andeutung  möge  hier 
genügen,  deren  genauere  Deduction  zu  weit  führen  würde. 

Legendre  hat  sich  damit  begnügt,  die  Möglichkeit  der  Reduction 
eines  elliptischen  Differentials  auf  die  Normalform 

1  dq) 

^l/l— /^^sin^^ 
dargethan  zu  haben.  Eine  genauere  Ausfuhrung  der  vorkommen- 
den Rechnungen  hat  zuerst  Richelot  in  dem  Aufsatz  gegeben: 
„Ueber  die  Substitutionen  von  der  ersten  Ordnung  und  die  Um- 
formung der  elliptischen  Integrale  in  die  Normalform"  (Grelle 
Journal  t.  34  p.  1  —  30).  Es  sind  dabei  die  sämmtlichen  Fälle  in 
Betracht  gezogen,  dass  y  zwischen  je  zweiWuizeln  der  Gleichung 
F=0  liegt,  wenn  diese  Wurzeln  reell  sind.  Eine  derartige  Zu- 
sammenstellung ist  um  so  nützlicher,  als  Reductionen  auf  die 
Normalform  ungemein  häufig  vorkommen.  Bedient  man  sich  der 
in  §  3  bemerkten  Methode,  so  sind  die  Werthe  von  k  und  M  in 
der  Normalform  ziemlich  complicirt ,  wenn  F  =  0  reelle  Wurzeln 
hat.  Es  möge  deshalb  ein  anderes  Verfahren  eingeschlagen  wer- 
den, welches  zu  ziemlich  einfachen  Resultaten  führt  und  auf  ebenso 
einfachen  Rechnungen  beruht. 
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Liegt  y  zwischen  den  Gränzen  p  und  q,  so  dass  p^y  =  q,  so 
kann  man  setzen: 

4)         y  =  pao^'^xp -\- qBm^tp. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  etwas  verallgemeinem.  Seien 
j9  und  ^  beliebige  reelle  Grössen,  welche  dasselbe  Zeichen  haben, 
also  jOi^i  >  0.     Nimmt  man: 

sin^ip  q^  sin^^ 

QOB'^^f)        pi  cos^^) 

so  geht  die  Gleichung  4)  über  in: 

.  ppi  cos^g?  -i-  qqi  sin^g? 

"^  Pi  cos^  9P  +  ^1  sin^  (p 

Nimmt  (p  die  Werthe  von  0  bis  ijt  an,  so  nimmt  y  die  Werthe 
zwischen  p  und  q  an. 
Es  sei  nun: 

6)         r=  ±(y-a)(y-ß)(y-r)(y-d). 

Soll  V  immer  positiv,  also  \/f  reell  sein,  so  muss  in  der  Glei- 
chung 6)  rechts  das  obere  Zeichen  genommen  werden,  wenn  y 
innerhalb  der  Gränzen  a  und  oc,  oder  y  und  ß,  oder  — oc  und  6 
liegt.  Liegt  dagegen  y  zwischen  den  Gränzen  ß  und  a  oder  6  und  /, 
so  muss  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  6)  das  untere  Zeichen 
genommen  werden.  Sind  nun  p  und  q  zwei  Gränzwerthe,  zwischen 
denen  y  liegt,  setzt  m^n  den  Werth  von  y  aus  5)  in  die  Gleichung 
6),  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

F.  (pi  cos^^  +  q^  sin2 ^p)*  = 
Z^sin^  (p  cos^  (p .  (y  sin2  ^]+  ä  cos^  (p)  {g^  sin^  ^  +  Äi  cos^  (p\ 

wo  H,  g,  h,  gi ,  hi  Constanten  sind,  welche  pi  und  q^  nur  in  der 
ersten  Potenz  enthalten.  Man  kann  nun  immer—  so  bestimmen, 
dass  entweder  h  =  g  oder  h^  ==  gi  wird  und  zwar  ist  die  Annahme 
zu  machen,  welche  in  dem  Factor  von  der  Form  r^in^q)  -{- sGOS^q) 
die  Relation  s>r  giebt. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Bemerkungen  ergeben  sich  ohne 
Schwierigkeit  die  folgenden  Resultate. 

2* 
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Substitutionen.     Tabelle  I. 

a,  ß,  y,  ö  sind   reelle  Grössen,   den   absoluten  Werthen  nach 
ist  a  >  /9  >  7  >  cJ.     Der  Winkel  (p  liegt   zwischen   den  Gränzen  0 
und  \ji.. 
dy_ 2 d^ 

a — 7  ß  —  6' 

a(ß — rf)  —  lß(a — c^)sin2  9:  Gränzen  von  y\ 

ß  —  6 — (a  —  d)sin2  9D    ^        a  und  oc    oder    — oc  und  6. 

Y{ß — ö)  —  6(ß — y)ün^q)  Gränzen  von  y: 

^  ~~      P^ö^^J-^)^^^    '  7  und  ß, 

dy  _^  2 d(p 

l/-  {y—a){y^W(y—~7)(^^)  ~  l/(«-7)(/^-^)  l/l  -~Fsin2^  * 

a—ß    y~6 


y 
y  = 


a — 7  ß  —  d' 

d{a — y) -{- ct{y — 6)biji'^g)  Gränzen  von  y: 

«  —  7  +  (/ — 6)sm^(p     ^  6  und  y, 

ß{a—y) — 7(« — ^)sin2  9)  Gränzen  von  y: 


a  —  7  —  {a — /3)sin2^     '  ß  und  a. 

Nimmt  man  in  den  vorhergehenden  Formeln  ö  =  —  ö  und 
lässt  6  unbegränzt  zunehmen,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Tabelle, 
welche  dem  Falle  entspricht,  dass  das  Polynom  in  y  unter  dem 
Wurzelzeichen  vom  dritten  Grade  ist. 

Substitutionen.    Tabelle  IL 

a,  ß,  7  sind  reelle  Grössen,    den   absoluten  Werthen  nach   ist 
«  >  i?  >  7.     Der  Winkel  (p  liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  \  jt. 
dy  2  d(p 

\/{y — «)  {y ~-^^^y'~r)  ~~  l/«^7  i/i— A-^sin^^ ' 

a — 7 

a  —  ßsin'^w         ^    . 
y  == Gränzen  von  y:  a  und  oc. 

y  =  7-h{ß — 7)sin2  9D.     Gränzen  von  y:  7  und  ß. 


21 
dy^ __2 d(p 

a  —  y 
V  = ^—z -.    Granzen  von  u:   — oc  und  r. 

3(a  —  y)  —  y(a  —  ß)%\\i^(p       ^  ..  /^       j 

y  =    — ^ ^^ — r-^ — K^r-^^ — —  •     Grranzen  von  y:    ß  und  a. 

^  «  — 7— («  — j9)sin2gp  y     ^ 

Die  Relationen  zwischen  y  und  dem  Winkel  (p  in  den  beiden 

vorhergehenden  Tabellen  lassen  beliebig  viele  Umgestaltungen  zu, 

von  denen  hier  nur  zwei  hervorgehoben  werden  sollen,  welche  bei 

Behandlung  elliptischer  Integrale  von  historischem  Interesse  sind. 

Es  sei  k'   durch   die  Gleichung    k'^  -^  k^'^  =  \,   oder   durch  k' = 

\/\ — k^  bestimmt.    Führt  man  statt  (p  einen  Winkel  ^  mittelst  der 

folgenden  Gleichung  ein: 

„V         X      .,  1    1  +  sint/j 

7)         tang^^  =  —  7-^ — r-^, 

so  folgt: 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  Rechnungen  (p  statt  \p,  so 
ergeben  sich  die  von  Richeloi  aufgestellten  Gleichungen.  Nimmt 
man  weiter: 

^  (1-}-1/A:0  +(1— I/A:')  sin2  0 

so  ist: 

10)         _  dtp  ^      _  2(1+A:O^0  ^ 

l/TTÖEiy^in^  ^        1/(1  +1/^0  -  (l-l/^^O^  Bin^  Ö ' 

Die  Verbindung  der  Gleichungen  7)  — 10)  giebt: 
11)        (1  4-Ä:0sin2  9)  = 

(1  +  1/^0'  4-  2  (1  +^0  sin  0  +  (1  —  \/kf  sin2  0 
[l  +  l/P  +  (l  — i/;^0sin6^f 
<?^  2  (/Ö 


12) 

■"    ' "    '    A-i/n 

Vi  +  i/ä7 


l/l-A2sin29,         (1+/äY    1/,     Yl-l/^Ysin2e 
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Setzt  man  nach  Ausführung  der  Rechnungen  q)  statt  &,  so  er- 
hält man  die  von  Jacohi  (Fundamenta  p.  12 — 16)  aufgestellten 
Gleichungen.  Auf  die  vorhergehenden  Relationen^  wenn  auch  in 
anderer  Form,  hat  schon  Richelot  (Grelle  t.  34.  p.  20  u.  24)  auf- 
merksam gemacht.  Ein  Aufsatz,  welcher  diesen  Gegenstand  be- 
trifft,  von  Luchterhandt  findet  sich  in  Grelle  Journal   t.  17  p.  218. 

Zur  Ver^'ollständigung  der  Reduction  eines  elliptischen  Diffe- 
rentials auf  die  Normalform  sollen  noch  kurz  die  Fälle  erwähnt 
werden,  nach  der  Methode  des  §  3,  wenn  die  Quantitäten  a,  ß,  y,  6 
nicht  sämmtlich  reell  sind. 

Es  sei  7  =  m  +  n%  6  ==  m  —  ni.    Setzt  man  zur  Abkürzung: 

13)         (w  — a)2  +  n2  =  «2^         {m—ßy'^-n^=^h\ 

so  geben  die  Gleichungen  11)  und  12)  von  §  3,  wenn  q — p  positiv 
genommen  wird: 

^^i^(«  +  /9  — 2m)  =  aß  —  m^  —  n'^, 


2 
2 


(«  +  /?  — 2m)  ==  ab, 


also: 


p{a-\~ß  —  2m)  =  aß  —  m^  —  n^  —  ab , 
q(a~{-ß  —  2m)  =  aß—m'^—n'^  +  ab. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  findet  man  leicht: 
14) 
ip—a)ia+ß—2m)  =  —a{a-\-b),     {p—ß){a+ß—2m)  =  —bia+b), 
iq—a)ia+ß—2m)  =  —a{a-~b\     {q—ß){a-\-ß—2m)  =«  b{a—b), 
U(i?  — m)2+w2](«  +  /3  — 2m)2  =  2ab[ab  —  {m  —  a){m  —  ß)-^n^], 
\{q—my  +  ?i'^]{a-i-ß  —  2m)^  =  2ab[ab -{- {m— a)  {m  —  ß)  —  n^ , 

Es  ist  ferner: 
15) 

[ab-\-{m—ä){m—ß)  —n'^]  (a+b)"^  +  [ab  —  im—a){m—ß)  +n'^]  (a—b)^  = 

2ab.{a-hß  —  2my, 
■  [ab-\-im—a){m—ß)—7i^]  ia-\-b)'^  —  [ab—im—a){m—ß)  -\-n^]  {a—bf  = 
j  2[ri^  +  {m  —  a){m—ß)]{a-{-ß  —  2my^  = 

^  [«2  -I-  &2  _  («  _  ^)2]  {a  +  ß  —  2m)2. 
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Da: 


so  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  14): 

.         y  —  a  a   a-\-h-\-(a  —  }))z 

^        r^  ~~  T'a-i-b  —  {a—b)z' 
Die  Gleichung  14)  des  §  3  nimmt  folgende  Form  an: 
dy    _  2(a  +  ß  —  2tn)dz 

wo: 

Zi  =  {a  +  by  —  {a  —  I)yz\ 

iZ2  =  ah  —  {m~a){m  —  ß)  +  n^-\-[ah  +  {m---a){ni--ß)  —  n^z\ 


Hat  Zi  das  positive  Zeichen,  so  ist 


a  +  h 


>  z,     man    kann 


a  +  h 


a  —  h 
a+b 


cos  9)  setzen,  hat  Z^  das  negative  Vorzeichen,  so  ist 
a^-b       1 


z  >     -^— - ,   man  setze  dann  z 
b 


Führt  man  diese 


a  —  b    cos  9} 

Substitutionen  aus,  so  erhält  man  das  folgende  System  von  Glei- 
chungen mittelst  der  Gleichungen  14)  — 16). 

Substitutionen.     Tabelle  III. 
a  und  ß  sind  reelle  Grössen,  dem  absoluten  Werthe  nach  ist 
«>/9.     Zur  Abkürzung  ist  gesetzt: 

(m  —  ay  +  n'-  =  a\  (m  —  /9)2  -}-  n^  =  b\ 

Der  Winkel  9)  liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  jr. 

dy        _\_  d(p 

l7{^— ^^— "^[Ö/— w)2  -f  n2]  ~  \/ab   /l— Ä:2sin2g)* 


Ä-2  =  ^ 


1  + 


<?2-f-&2_(^__gy2 

2a& 


!/— a 


«    1  —  cos  ^ 
b     1  +  cos  9p 
dy 


Gränzen  von  y: 
a  und  oc  oder  — oc  und  ß, 
1  ^g? 


i/(a— ?/)(?/— i?)[(y—//?)2  +  w2]         \/ab   l/l— Ä:2sin2  9)* 


/^2  = 


1 


lab 


]■ 


« —  V         a    1  -|-  cos «)       /^  ..  /.       j 
i  =  _ ^.     Gränzen  von  t/:    ß  und  «. 
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In  den  vorstehenden  Gleichungen  setze  man  ß 
darauf  c  unbegränzt  zunehmen.    Es  ist  dann: 


c  und  lasse 


lim  —  =  lim 
c 


1  + 


'-(7)'- 


1. 


,.     a'^~\-  b"^ — (a  —  ßy  ,.      m^ — m(a-}-ß)  -\-  aß  -{-  71}   m — a 

'lab  ab  .  a 

Hierdurch  ergiebt  sich  Folgendes: 


Substitutionen.    Tabelle  IV. 

Es  ist  zur  Abkürzung:   {m — a)'^-\~n'^=  a'^.     Der  Winkel  9) 
liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  jz. 

dy  \  d(p 

\J(y  —  a) [(?/ -—  m)2^+^2]  '"'  l/ö"  \J\  —  }i^%m'^(f)' 
1 


A2  = 


1  + 


m — a 


1 COSQP       ^    ..  , 

y  —  a  =  «— i-  ,    Granzen  von  y\    a  und  oc. 

^  1  -H  cos  ^  ^ 


dy 


1 


d(p 


!/(«  —  ?/)[(?/— m)2  +  w2]         i/a   1/1— ^2sin29* 

1  ~ 

1_  _ 

a 


k^ 


1  +  cos  ^      ^  ..  , 

« — y  =  a- ~.    Granzen  von  y:    — 00  und  a. 

1  —  cos  9)  ^ 

Die  obigen  Formeln  werden  ungültig,  wenn  a  +  ß=  Im.    In 
diesem  Falle  hat  man  einfach: 

a  +  ß 

y  —  m   =    y -^    ==    z 

ZU  setzen,  um  unmittelbar  zur  Gleichung  14)  des  §  3  zu  gelangen. 
Sind  die  sämmtlichen  Quantitäten  «,  ß,  y  und  6  complex,  so 
setze  man: 

a  ==  m'-]rn'iy     ß  =  m'  —  nH,     y  =  m-^ni,     ö  =  m  —  ni. 
Zur  Abkürzung  führe  man  folgende  Bezeichnungen  ein: 

17)  (m  —  m^y  -f  (/^  +  ny  =  r\     (m  —  m^  -f-  (71  —  ny  =  s^, 
oder: 

18)  (m— w02-|-n2  +  n'2  =  ^(r^j^s^),    Ann'  =  r2— ^2. 
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Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §  3  geben  dann: 
^p(mf  —  m)  =■    m'2  + /z'2  —  7/^2  —  ^2  —  j^g^ 

2q{rn,'  —  m)  =  m'^-j-n'-^  —  m^  —  w^  +  r^. 

Man  findet  leicht: 

2(jö  —  m)(?n^  —  m)  =  (mf  —  nif- -\- n''^  —  ri^  —  rs^ 
2  (^  —  m)  (mf  —  w)  =  (m'  —  m)'^  +  n'^^  —  yi^  +  rs , 
2  (/?  —  m^)  (m'  —  m)  =  —  (m'  —  my  +  n'"^  —  n"^  —  rs , 
2{q  —  m'){m'  —  m)  =  — (m'  —  m)^  +  n'^  —  ^2_|_^^^ 

ip  —  mY-\-n^  =  — rs —^ ,     (q  —  mV -\- n^  =  rs  —, 

^  ""'      "^  ^  m'  —  m 


p- 

—  m 

m' 

—  m' 

P 

— m' 

(j9  — m02+n'2=  —rs^^     ""       {q  —  my  +  n^^^  =  rs  ^      ^ 


m' — m      ^  ^  m'  —  m 

Mittelst  der  Gleichungen  18)  findet  man  noch: 

[rs  +  (m'  —  /w)'^]2  —  (n'2  —  'nP-y  =  (m'  —  my  (r  +  sy\ 
\rs  —  (m'  —  myy-  -\-{n''^  —  n^  —  (m'  —  my{r  —  sy. 

r5  +  (m'  — /w)2  4-ri'2— ^2  =  -i-[(r  +  5)2_4;22], 
rs'—{m'  —  my  —  nf'^^-n'^  =  -i-[4w2— (r— 5)2)]. 

Führt  man  schliesslich   den  Winkel  q)  mittelst  der  folgenden 
Gleichung  ein: 


,  ,  4;z2  — (r  — ^)2 
.  =  tangc,Y^^^^V^__^^,^, 

so  gelangt  man  durch  eine  Rechnung,  welche  weiter  keine  Schwie- 
rigkeiten darbietet,  zu  dem  folgenden  letzten  Falle  der  Substi- 
tutionen. 

Substitutionen.     Tabelle  V. 

Es  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 
(m'  —  w)2-|-(n'  —  w)2  =  r'-j     (w'  —  m)2 -f- (w'  —  n)'^  ==  s'^, 

rs  4-  (m'  —  my  +  ^'^  —  n'^   1  /{r  +  sy  —  4^^2  

rs — (m^  —  m)2 — 7i'2-|-7i2  ""   1/  4.;^2  —  (^  —  ^y2  & 

Für: 


y^Zm  ^  tang((,-a,)  =    /a^g^-tangca 
n  ©v^         y         1 -i-tang9ptango?' 


ist: 
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^y 2       dq) 

[r  +  sj  -  (r-hsy 
Man  konnte  auch  y — m  =  7itsir\g(ß)  —  m)  oder  y  —  m'  = 
?i'tang(9D  —  co^)  substituiren  und  dann  den  Winkel  co  oder  m'  so 
bestimmen,  dass  in  der  transformirten  Form  der  Factor  von 
sing) cos ^  verschwindet.  Die  in  den  Tabellen  III^  IV  und  V  vor- 
kommenden Relationen  rühren  im  Wesentlichen  von  Richelot  her. 

§   5.    Literarische   Notizen.    Das  allgemeine  Theorem    von 

Jacobi. 

Die  in  den  §§  3  und  4  mitgetheilte  Methode  von  Legendre 
hat  zu  vielfachen  Arbeiten  Veranlassung  gegeben,  betreifend  die 
Reduction  eines  elliptischen  Differentials  auf  seine  Normalform. 
Die  Mehrzahl  dieser  Arbeiten  kommt  schliesslich  auf  den  von  Le- 
gendre eingeschlagenen  Weg  hinaus.  Die  beiden  vollständigsten 
Arbeiten  dieser  Art  rühren  von  Richelot  und  Weiersirass  her.  Unter 
dem  Titel:  „Neue  Methode,  ein  elliptisches  Differential  auf  seine 
canonische  Form  zu  bringen"  hat  Schellbach  in  seinem  Werke  „Die 
Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen" 
(Berlin  1864)  das  sehr  elegante  Verfahren  von  Weiersirass  p.258 — 
275  mitgetheilt.  Eine  grössere  Abhandlung  von  Plana  in  Crelle's 
Journal  t.  36  pag.  1  u.  folg.  behandelt  etwas  weitläufig  denselben 
Gegenstand;  eine  ziemlich  einfache  Darstellung  hat  Lobatto  im 
Journal  von  Grelle  t.  10  auf  p.  280  —  287  gegeben.  Ferner  ver- 
gleiche man  über  diesen  Gegenstand  die  Abhandlung  „Nuove  Ri- 
cerche  relative  alla  sostituzione  lineare  per  la  riduzione  delle  fun- 
zioni  ellitiche  di  prima  specie"  von  Tortolini  (Annali  di  Mate- 
matica.     Roma  1858,  t.  1.  p.  58  —  75). 

Es  würde  zu  weit  führen  hier  alle  Substitutionen  anführen  zu 
wollen,  welche  bei  der  Reduction  bemerkenswerther  elliptischer 
Differentiale  angewandt  worden  sind  und  welche  von  den  oben 
bemerkten  Methoden  wesentlich  verschieden  sind.  Es  möge  hier 
nur    no±    der  berühmten  Abhandlung    von    Ganss   „Determinatio 
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Attractionis"  gedacht  werden,  welche  im  tom.  IV  p.  22  u.  f.  der 
Comment.  Societ.  Scient.  Gottingensis  (auch  Gauss ^  Werke.  Band 
III  p.  333)  enthalten  ist.  Gauss  wendet  zur  Reduction  eines  ellip- 
tischen Differentials  ein  Verfahren  an,  welches  auch  für  andere 
mathematische  Untersuchungen,  wie  die  Bestimmung^ der  Hauptaxen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  (Jacobi  im  Journal  von  Grelle,  t.  2. 
p.  227)  sich  als  äusserst  nützlich  erwiesen  hat.  In  etwas  anderer 
Weise  hat  Clausen  das  Problem  von  Gauss  behandelt.  (Grelle,  Journ. 
t.  6.  p.  290.)  Die  Gleichungen  9)  — 12)  von  §  4  enthalten  Rela- 
tionen zwischen  verschiedenen  einfachen  Formen^  von  denen  jede 
als  Normalform  g*enommen  werden  kann.  Die  genauere  Unter- 
suchung über  den  Zusammenhang  derartiger  Differentialformeln  ist 
zuerst  von  Jacobi  in  ungemein  scharfsinniger  Weise  durchgeführt 
und  bildet  die  Basis  seiner  ersten  Begründung  der  I^ehre  von  den 
elliptischen  Functionen.  Auf  pag.  6  der  „Fundamenta"  wird  der 
Satz  citirt: 

„Jam  igitur  demonstratum  est,  formam: 

a-\-  ayx  +  a^x^  + 4-  GipxP 

y  _  ^^^^^^^^^^^  ^^^^^^^^ 

quicunque  sit  numerus  /?,  ita  determinari  posse,  ut  prodeat: 
dy  dx 


\/A'-\-B'y+  ay''-+D'y^-]-E'y^         ]/ A  +  Bx  -\-Cx'^-\-  Rx^-\-  Ex^ 
Quod    est   Principium   in   Theoria    Transformationum   Functionum 
Ellipticarum  Fundamentale." 

Die  ebenso  wichtigen  wie  interessanten  Folgerungen,  welche 
sich  an  die  vorstehende  Differentialgleichung  knüpfen,  sollen  später 
in  anderer  Weise  begründet  werden. 

Um  diese  einleitenden  Betrachtungen  nicht  zu  sehr  auszudehnen, 
sind  einige  bemerkenswerthe  Fälle,  welche  auf  elliptische  Differen- 
tiale führen,  in  der  Note  I  zusammengestellt. 
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Zweiter  Abschnitt. 


§  6.    Die  elliptischen  Functionen.    Definitionen  derselben 
durch  Differentialgleichungen. 

Ist  F  ein  Polynom  vom   dritten  oder  vierten  Grade,  so  lässt 
sich  nach  §  3  und  4 

äy 

l/F 

immer  auf  die  einfachere  Form: 

1  dg) 


M  l/l  — A:2sin2^ 
reduciren,  wo  0  <  ä:  <  1  ist.    Man  bezeichne,  mit  Weglassung  der 
Constanten  M^  dieses  Differential  durch  du  und  setze  also: 

1)  ,       ^^  =  du. 

Verschwindet  u  mit  ^,  so  folgt  durch  Integration: 


k^  sin2  (p 


Das  links  stehende  Integral  nennt  Legendre  das  elliptische  In- 
tegral erster  Gattung  und  bezeichnet  dasselbe  als  Function  von  (p 
durch  F{(p)^  so  dass  also: 


TT 


3)  /      ...      "^.^     =  Fi,p). 


Die  Function  F{g))  enthält  ausser  der  Variabein  (p  noch  die 
Quantität  k,  dieselbe  wird  nicht  mit  angemerkt,  wenn  sie  im 
Laufe  einer  Rechnung  constant  bleibt.  Die  obere  Gränze  g)  heisst 
nach  Legendre^)  die  AmplitudOy  der  positive,  ächte  Bruch  k  der 
AJodul  des  Integrals.  Diese  beiden  Bezeichnungen  Amplitudo  und 
Modul  sind  durch  Jacobi  allgemein  geworden.  Sind  k  und  k'  po- 
sitive ächte  Brüche,  verbunden  durch  die  Gleichung: 


0  Fonct.  ellipt.  1. 1.  p.  14  u.  18. 
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4)         A:2  4-  Ä'-  =  1 , 
so  heisst  nach  dem  Vorgänge  von  Legendre  und  JacoU  k'  das  Com- 
plement   des  Moduls,   oder  einfacher  der   Complementärmodul   (le 
complement  du  module,  complementum  moduli).    Die  beiden  Quan- 
titäten k  und  k'  bezeichnet  Legendre  durch  'c  und  h. 
Der  Constanten 

dt 


^2 


der  trigonometrischen  Functionen  entsprechen  bei  den  nachfol- 
genden Untersuchungen  zwei  Integrale,  welche  nach  JacoU  auf 
folgende  Art  bezeichnet  werden: 


5) 


^_  r^     dB  r\_ 

4       l/l-A^Bin2  0        ^     1/(1 
\  4       \/\-k^Hm^e        ^     1/(1 


dt 


t^){l  —  k'-t'^) 
dt 


t^){\—k'H'^) 


Die  beiden  Integrale  K  und  K'  nennt  Legendre  die  ganzen 
elliptischen  Integrale  erster  Gattung.  Um  hinsichtlich  der  Termi- 
nologie keinem  Missverständniss  Raum  zu  geben,  soll  ein  Integral 
von  der  Form: 


/. 


^y^y^ 


wo  P  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene  Function  von  y  ist, 
ein  elliptisches  Integral  heissen.  Statt  des  Worts  Integral  wendet 
Legendre,  und  manche  Schriftsteller  nach  ihm,  das  Wort  Function 
an.  Der  Begriff  von  elliptischen  Functionen  ist  seit  JacoU  auf  eine 
andere  Art  transcendenter  Functionen  übertragen  worden,  zu  deren 
Definition  ähnliche  Betrachtungen  dienen  können,  wie  die  des  §  2 
für  die  trigonometrischen  Functionen. 

Setzt   man  in  der  Gleichung  1)  sin  ^p  ==  a:,  so  geht  dieselbe 
Über  in: 

6)  ,  ,  :.  =  du. 

\/{\—xi){\—kV) 
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In  den  Gleichungen  1)  und  6)  sehe  man  (p  und  x  als  Func- 
tionen von  u  an,  welche  beide  dadurch  bestimmt  sind,  dass  9  und 
X  mit  u  gleichzeitig  vei'sch winden.  Unter  dieser  Voraussetzung 
nennt  Jacobi  den  Winkel  (p  die  Amplitudo  von  ti  und  y  den  Sinus 
Amplitudinis  von  u,  was  auf  folgende  Art  bezeichnet  wird: 
7)         g)  =  amz/,         x  =  sin  am  w. 

Da  die  Differentialgleichungen  1)  und  6)  noch  den  Modul  k 
enthalten,  so  sind  ff  und  x  Functionen  zweier  Quantitäten  u  und  k. 

Statt  der  Gleichungen  7)  ist  genauer  zu  schreiben: 

8)  <P  =  amw,        x  ==  sin  am  w.    Modul  k, 
oder: 

9)  (p  =  am  (w,  k\        x  =  sin  am  (w,  k). 

Behält  der  Modul  k  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben  Werth, 
so  sollen  einfach  die  Bezeichnungen  7)  statt  der  Bezeichnungen 
8)  oder  9)  genommen  werden. 

Es  soll  angenommen  werden,  das  ?/,  definirt  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung 6),  beliebige  reelle  Werthe  annehmen  kann  und  nur 
der  Beschränkung  unterworfen  ist  gleichzeitig  mit  u  zu  verschwinden. 

Setzt  man  x  ==  sin  am  w,  so  ist  [/l — x'^  =  cos  am  w.  Zur 
Vereinfachung  hat  sich  Legendre  (Fonct.  eil.  t.  I.  p.  11)  der  ab- 
kürzenden Bezeichnung: 

1/1— Ä:2sin2~9  ==  A  ((p) 
bedient.    Diese  Bezeichnung  hat  auch  Jacobi  angenommen,  indem 
derselbe  für  9p  =  amw  setzt: 

10)         1/1 — Är^sin^amw  =  ziamw. 
Nennt  man  u  das  Argument,  so  heisst  K —  u  nach  Jacobi  das 
Complement  von  w,  die  Amplitudo  des  Complements  wird  nach  Ja- 
cobi durch  coam  bezeichnet,  so  dass: 

11)        am(ir — u)  =  coamw. 

Diese  Bezeichnung  ist  indessen  von  untergeordneter  Bedeutung. 

Ist  nun  (p  durch  die  Differentialgleichung   1)  bestimmt,    so  nennt 

Jacobi  alle  trigonometrischen  Functionen  der  Amplitudo  9)  ==  amw 

elliptische  Functionen.     Es  sind  also:    sin  am w,    cos  am w,    AsimUj 
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sin  am  [K — w)  =  sin  coam  u ,    cos  coam  u ,    A  coam  u ,  etc.  elliptische 
Functionen. 

Bezeichnet  man  die  Integrationsvariabele  in  der  Gleichung  2) 
durch  0,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  der  negativen  Einheit, 
so  folgt: 

d& 


-r 


l/l— A:2sin2  6> 

oder  &  =  — t^  gesetzt: 

^  dtp 


r 


u. 


/l — Är^sin^t^ 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  — (p  =  am( — u),  da  nun 
(p  =  am  II,  so  folgt: 

12)        am( — u)  ==  — am^^. 

Ausser  den  beiden  trigonometrischen  Functionen  sin  am  u  und 
cosam?<=  l/l — k^sm-SLiiiu  ist  noch  die  Function  Aamu,  definirt 
durch  die  Gleichung  10),  zu  bemerken,  welche  mit  den  beiden  er- 
steren  das  System  der  einfachsten  elliptischen  Functionen  bildet. 

Die  erste  der  Gleichungen  5)  giebt: 

1^)        T  "^  SimKy    also     1  =  sin  am  Ä". 

Aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  erhält  man  unmittelbar: 

sin  am  ( — u)  =  — sin  am  m,      sin  am  0   =  0,      sin  am  A'  ==  1, 
cos  am  ( — u)  =  cosam^^,  cos  am  0  =  1,      cos  am  A^  =  0, 

Jam( — 2i)    =  Jamw,  JamO     =  l,      JamA'    =  k'. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  ^  =  am  w,   so  folgt  nach  10): 

14)         — —  =  \J\ — Ä:^  sm2  am  M  =  J  am  M. 

^  du  ^ 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung,  oder  auch  durch  Substitution 
von  y==sinamw  in  der  Gleichung  6),  findet  man  unter  Zu- 
ziehung von: 

sin^amw-fcos^amw  =  1,     J2  am  w  +  ä:^  sin^  am  m  =  1 

die  Gleichungen: 
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(dsmamu                         .             ^cosamw 
■ =  cos  am  w .  J  am  z< , =  — -smamwJamw, 
du                                                 du  ' 

\  d/i^mu  ,,,  . 

; =  — A-- sm  am  ?/ COS  am  w. 

l  du 

Es  lässt  sich  also  jede  der  Function  sin  am  w,  cos  am  w,  Asimu 

durch  eine  Differentialgleichung  definiren.    Man  findet  z.  B. 

i^^sinamw   ,     .  r.    .   70      c.  ,0  •  o         n 

hsinamMfl  +  k^  —  2k^8m^Simul  =  0. 

du  ^  -^ 

Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  noch  etwas  erweitern.  Sind 
a,  b,  c  Constanten,  a,  ß,  y  Functionen  von  ti,  so  sind  die  Gleichungen 
15)  in  den  folgenden  enthalten: 

t-"^^'  S  =  *«>-'  S^'^«^- 

Eine  weitere  Ausführung  dieser  Gleichungen  bietet  keine  be- 
sonderen Schwierigkeiten  dar. 

§  7.    Die  reelle  Periode  der  elliptischen  Functionen. 

Die  Quantitäten  s  und  /  seien  durch  die  folgenden  Gleichungen 
mit  einander  verbunden,  von  denen  immer  eine  Gleichung  die  übrigen 
zur  Folge  hat: 


(               1/  1—*' 
* "~  V  i—kifl' 

V  l  —  k'^s-^  ' 

V           ^/l  _^-2^2 ' 

1/1— A:V 

l/l_/^2,^2    -_           J' 

1/1          ;^2/2    _            /- 

^                        \/l—kH^ 

^                                  1/1— /^V 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  ^  =  1  für  ^  =  0  und  /  =  0  für 
^==1  ist.    Man  findet  durch  Differentiation: 

k^t dl 

'  ~~  X—kH'^   1/(1"—  f2) (1  _;^2^2) 

und  hieraus: 

ds  dt 


1/(1  —  52)(1  —k'^s^)  (/(l  _  ^2)  (1  _  A-2^2) 

Integrirt  man  nach  s  zwischen  den  Gränzen  ^  =  0  und  s  =  Xj 

1  /\ ^2 

so  sind  1  und  1/  ^^      ^     die  Gränzen  von  t.    Es  folgt  dann : 
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\/{[—S^){\~kh^)      ^  J  l/(l— ^2)(l_^2^2)    ~ 

Da  nun  allgemein  für  eine  Function  f{t\  welche  zwischen  den 
Gränzen  0  und  1  endlich  und  stetig  bleibt: 

ff{i)dt  =  fmdt  -Pmat        0  ^  r  ^  1, 

2r  0  0 

SO  lässt    sich  die  obige  Relation  zwischen  den    Integralen   auch 
schreiben : 

ds 


''  /  ^ 


i2)(i_;t%2) 
/"  dt P^  i-*'»'  dt 

J      |/(1-<2)(1-^V)         J  l/(l_<2)(l_^2,2)- 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich  K.    Setzt 
man: 

""^  j       1/(1 -.2)  (1-^2,2)     =    "' 

SO  leitet  man  aus  der  Gleichung  3)  die  folgende  ab: 

^  l/(l_<2)(l_X,V)' 

oder: 

5)  /  ,  ==  k — u. 

J^  J/(1_-^2)(1_^2^2) 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  geben  nach  §  6: 

I    /    \ ^2~ 

X  =  Sin  am  w,  1/    =  sinam(^— m)l 

E  n  n  e  p  e  r ,  ellipt.  Functionen.  •  3 
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Durch  Elimination  von  x  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 


^.  .  , ,,       .         1/1  —  sm^  am  u  cos  am  u 

6)        sinam(Ä^— w)  =    /  -. ,.  .  ., =  —-: . 

^  1/    1 — A^^sm-amw  zJamw 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  folgenden: 

^.                 /rr       \        k'smamu       .       rrr       \            k' 
7 )      cos  am  {K —  u)  =  — -. ,     zl  am  (A  —  u)  = . 

Was  bei  Ausziehung  der  Quadratwurzel  die  Vorzeichen  der 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  anbelangt,  so  bestimmen  sich 
dieselben  mittelst  des  Werthes  2i  =  k\ 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  6)  und  7)  — u  statt  u,  so 
erhält  man: 

,,,  .     .         cos  am  w                  /rr  .     N             /f'sinamw 
[slnam(Ä^-^^)  =  -^J^^,     cosam(Ä'+^0  = ^^^^ 

^)  k' 

A  amfÄ^-f  u)  =  —. . 

Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  K-\-2i  statt  ii, 
so  gehen  dieselben  über  in: 

,  .         /rtrr  .     \        cosam(Z+w) 
smam(2ZH-w)  =  —: 7^7— — r^  «=  — smamw, 


9) 


/«.r.     \             A:'smam(Ä^-H  w) 
cosam(2A^+w)  = -. p-^- — r-^  ==  — cos  am  w, 

k' 

A2^m{2K-\-u)    =  -j 7—- — r   =  Jamw. 

^  ^  A2im{K-^u) 


Die  Functionen  sinamw,  cos  am  w,  z/am^<  nehmen,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  dieselben  Werthe  an,  wenn  das  Argument  um 
2 J5f  zunimmt;  die  bemerkten  Functionen  sind  also  |;mö^/.scÄ^  Func- 
tionen. Tritt  in  den  Gleichungen  8)  u-\-1K,  w  +  4^^, . . . .  an  Stelle 
von  w,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  m  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

Isin  am  {2mK-\-u)  =  ( —  l)'"sinamw, 
cos  am(2mA^-i- w)  =  ( — l)"*cosamz^, 
A  am  {2mK  +  w)      =  J  am  w. 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  werde  ii  durch  u-\-  K  ersetzt. 
Unter  Anwendung  der  Gleichungen  8)  folgt: 


11) 


sin  am  \(2m  +  1)  Ä'+  d  =  (—1)"»  -—: , 

cosam[(2m+ l)^+wl  =  (—1)"»+ 
Jam  [(2m+l)iC+M]      = 
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cos  am  u 


zlamw 
k' 


zlam^« 

Aus   den  Gleichungen  10)  und  11)  lassen  sich  durch  Vertau- 
schung  vou  u  mit  — u  neue  Gleichungen  herleiten.    Es  ist  nun: 
sin  am  (a±:u)  =  sin  Sim±(u±a)  =  ±  sin  am  (u  ±  a). 
cos  am  («  ±  w)  =  cos  am  (ti  ±  «) ,     J  am  («  ^t  w)  ==  ^  aiii  (w  ±  a). 
Bringt  man  die  vorstehenden  Gleichungen  zur  Anwendung,  so 
lassen  sich  die  Gleichungen  10)  und  11)  durch   die  folgenden  all- 
gemeinen Gleichungen  ersetzen ,  wo  (^  =  ±^1  ist. 
{sin  am(z<  +  6  .  2mK)  =  ( — 1)"*  sin  am  w, 
cos  am  {u  +  6  .  2mK)  =  ( — l)"*cosamw, 
Asim(u-\-6  .  2mK)      =  z/amw. 

cos  am  u 


13) 


sinam[w  +  cy.(2m-f-l)Z]  =      6{—iy 
C08Sim[u  +  6.{2m-\-l)K\  =  — (J(— 1)^ 


Asimu  ' 
^'sinamw 
Jamw    ' 

[Asim[u  +  6.(2m+l)Fl  =    ^  ^'      . 


§  8.  Die  elliptischen  Functionen  mit  imaginärem  Argument. 
Die  imaginäre  Periode  der  elliptischen  Functionen. 

Es   sei  wieder  x  als  Function  von  u,  nämlich 
durch  die  Gleichung: 

dt 


1) 


/ 


\/{l  —  f^){l—k^fi) 


definirt,  wobei  x  beliebige  reelle  Werthe  annehmen  kann.  Es 
haben  nun  Abel  (Grelle.  Journ.  t.  II.  p.  104)  und  JacoM  (Fundam. 
p.  34)  an  Stelle  der  reellen  Integrationsvariabein  t  einfach  eine 
imaginäre  Variabele  substituirt,  ein  Verfahren,  dessen  nicht  weiter 
begründete  Anwendung  wohl  nicht  ganz  einwurfsfrei  sein  möchte. 
Operirt  man  nur  mit  reellen  Integrationsvariabein,  so  lassen  sich 

3* 
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die  Regeln  für  bestimmte  Integrale  nicht  direct  auf  Integrale  an- 
wenden, welche  die  Betrachtungen  complexer  Variabein  erforderu. 
Man  kann  aber  die  elliptischen  Functionen  mit  imaginären  Varia- 
bein sehr  einfach  behandeln,  wenn  in  der  Gleichung  1)  x  beliebige 
reelle  Werthe  annimmt;  die  Integrationsvariabele  t  bleibt  dann 
immer  reell,  während  das  Integral  u  selbst  theils  reelle,  theils  ima- 
ginäre Werthe  annimmt.  [Man  vergleiche  hierüber  Schlömilch  in 
den  Abhandl.  der  Sächsischen  GescUsch.  d.  Wissensch.  t.IV.  p.407.] 

In  der  Gleichung   1)  ist  u  reell,  wenn  0  =  a:=l,  für  \'^x 

1  _   1 

^  —  ist  w  imaginär,  endlich  ist  u  reell,  wenn  x^  —.  Man  nehme 

K  K 

y  zwischen  den  Gränzen  0   und    —  an  und  setze: 
^  k 


1/(1 -^2)  (1-W) 

oder  durch  Zerlegung  der  Gränzen: 

1 

l/(l_^2)(l_^2^2)+^  l/(l_^2)(l_^2^2)* 

Das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  ist  gleich  K,  in  dem 
zweiten  Integrale  ist  (/2__i)(i — ^2^2)  positiv,  man  erhält  also: 


j      /»l/cos2  a  +  k^  sin2  ^^  ^^ 

^J  1/(^2  _l)(l_/^2^2) 

Zur  Transformation  des  rechts  stehenden  Integrals  setze  man : 

,  =  _L_,   ,/,—,==  ^.J^,   i/Tzipp  _  ^'l/i— ^ 


\/\—k'h'^  1/1— A:'V'  1/1— yt'V* 

1 
Für  ^  =  1  ist  ^  =  0  und  für  t  =    ,  :=^    ist  s  ==  sin  a. 

Vl—k'^sin^a 

Bringt  man  K  in  3)  auf  die  linke  Seite,  multiplicirt  auf  beiden 
Seiten  mit  i,  so  folgt: 

ds 


4)        {v  —  K)i 


1/(1— 52)(l_^/252)* 

Die  Anwendung  der  Gleichungen  2)  und  4)  erfordert,  dass  d  ® 
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liiodul  mit  angemerkt  werde.  In  dem  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  2)  izt  k  der  Modul,  dagegen  im  entsprechenden 
Integrale  der  Gleichung  4)  tritt  der  Complementärmodul  k'  von  k 
auf.    Die  Gleichungen  2)  und  4)  geben: 

1 


=  sin  am  (t;,  X:), 


[/cos2  a  +  /t2  sin'-^ 

sina     =  sinam[(?;  —  Ä')i,  ä'], 
oder  V  —  K  =  u  gesetzt : 

1 __   cos  am  {u^  k) 

l/l  — Ä-'2sin2«  ~~     A^m{u,k)  ' 
sin«    ==  ^mam(id,  /<:'). 

Durch  Elimination  von  a  folgt: 

1  cos  am  (z^,  k) 

A  am  (ui,  k')  A  am  {u,  k) 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  k  und  k',  so  erhält  man 

.V  .       /  .  /  N  zl  am  (w,  k') 

5)        A  am  (m,  k)  =  V     /\  • 

^  V   7    /         cos  am  (u,  k') 

Diese  Gleichung  giebt: 

^        '^        k^\        cos2  am  (7i,  Ä') 

P(^ cos^amoJy-j  =  -langsam  (^^,n 

cos2am(w/,  ä)  = 


cos2am(w,  ky 
Es  ist  also: 

{sin  am  (ui^  k)  =^  ±  itang  am  (ti,  k') , 
1 
cosam(wL  ät)  =  -4- ^^ — -r. 
^       ^        -^  cos  am  (w,  Ä') 

In  beiden  Fällen  muss  das  obere  Zeichen  genommen  werden, 
dieses  folgt  unmittelbar,  wenn  die  erste  der  Gleichungen  6)  nach 
u  differentiirt  und  darauf  ;<  =  0  gesetzt  wird.  Für  w  =  0  müssen 
sich  beide  Seiten  der  zweiten  Gleichung  6)  auf  +  1  reduciren. 
Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  5)  und  6)  giebt; 
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7) 


,  .  ,v         .  smam(w,  ^0 

8in  am  (m.  k)  =  i H-ta  > 

^   '    ^  cos  am  (w,  A:')  ' 

cos  am  (w?,  A:)  =  ■ 7 — r-r  , 

^   '    ^        cos  am  {u,  k') ' 


J  am  {ulj  k)    = 


A  am  (w,  ^') 


cos  am  (w,  k')  ' 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  elliptischen  Functionen  mit 
imaginärem  Argument  sich  ausdrücken  lassen  durch  ähnliche  Func- 
tionen mit  reellem  Argument  und  dem  Complementärmodul.  Die 
Gleichungen  7)  geben  durch  Division: 


8) 


,     ,y.         1  sm  am  (ui,  k) 

sm  am  (u,  k^)  = \      /.  , 

^  '     ^         2    cos  am  {uij  k)  ' 


cos  am  (w,  k')  = 
A  am  (w,  /f')     = 


1 


cos  am  {iii,  k)  ' 

A  am  (ui,  k) 

cos  am  {ui,  k)  ' 

In  den  Gleichungen  2)   und  4)  nehme  man  a  =  -^Jt.     Das 
Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4)  wird  dann  gleich: 

ds 


I 


=  K'. 


\/{X—s^j  (1  —rh'^) 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  werden  dann: 

ät 


t^){i—k'^py 


Diese  beiden  Werthe  von  v  geben: 
dt 


9) 


t'^){l—k'^fi) 
1 


(v~F)i  =  K', 


K  +^  ^  K—K'i. 


In  der  Gleichung  1)  sei  .r  >  — ,    man  setze  x 

rC 


1-1-  Z' 


und: 


10)    w 


I 


k 


dt 


\/{\—.t'^){\  —  kH^) 
Das  Integral  rechts  zerlege  man  in  zwei  Integrale  mit  den 

Für  das  erste  Integral 


respectiven  Gränzen  0,  —  und  — ,  — ; — 
^  ^    k  k^       k 
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substituire  man  den  Werth  aus  9),  im  zweiten  Integrale  setze  man : 
(1— /2)(i_^2^2)  =  (^2_i)(^2^.2__i)^  cla  in  demselben  t  >~  ist, 

rC 

SO  folgt  dann: 

11)     tv  =    -       ^"'  '      '  ^^ 


X^l'^—V^itV  —  l) 


Das  rechts  stehende  Integral  geht  für  tk  =  —  über  in : 

s 

~'        dt 


/    i/(i_,^)(i_äv)  /       1/(1 


^2)(l— A-V) 

Die  Gleichung  11)  wird  hierdurch: 

ds 


rv  =   2K—A'l  — 


oder: 

1 

ds 


l/(l— ^2)(l_^252) 


=  2K—w  —  Kn. 


Die  vorstehende  Gleichung  und  die  Gleichung  10)  geben: 

1  -\-  z^  1 

— r— ^  =  sin  am  w,       r— — -„  =  sinam(2Z — w — K'i). 

k  1  4"  ^ 

Das  Product  dieser  Gleichungen  führt  auf: 

—  =  sin  am  w^ .  sin  am  (2^^ — tv — iK% 

rC 

oder  2K — w  ==  u  gesetzt: 

12)  1  ==  Ä:  sin  am  w .  sin  am  (w  —  iÄ"). 
Nimmt  man  hierin  — u  statt  u,  so  ist  auch: 

13)  1  =  Ä  sin  am  w .  sin  am  {u  +  /!"'). 

Die  Gleichungen  12)  und  13),  welche  unmittelbar  auf  die  ima- 
ginäre Periode  der  elliptischen  Functionen  führen,  können  auch 
aus  den  Gleichungen  7)  hergeleitet  werden. 

Geht  k  über  in  Ä',  so  geht  K  über  in  A"';  es  gelten  nun  für 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7),  wenn  u  um  Multipla  von 
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K*  zunimmt,  genau  dieselben  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  7, 

wenn  Ar,  K  respective  durch  k\  K'  ersetzt  werden.    Lässt  man  in 

den  Gleichungen  7)  u  um  K'  zunehmen,  so  erhält  man: 

,  .  ,    ^^,.    -.         .  sinamfw+Ä'',  y<rO  i   cos  am  (w,^') 

sinam(w?H-Ä^'e, /:)  =  i ;    ,      '  ,/  =  — y  -. >    , ,/ , 

^  '    ^  cosam(?^+^',  A:')  k  smam(w,  Ä')' 

/  .  I    T^j'  7\  i  Jam(w,  A:') 

^  ^    ''  cobam(w+^',  Ä:')  A:  sm  am  (w,  A:') 

J  am  (m  +  K't.  k)  =     \     .      '  ,;.  = -. 7 — ttx  . 

^  '    ^  cos  am  (u  +  Z',  A:')  sm  am  (w,  A:') 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ersetze  man  mit- 
telst der  Gleichungen  8)  die  Functionen  mit  reellem  Argument  und 
dem  Modul  k'  durch  die  Functionen  mit  dem  Argumente  ui  und 
dem  Modul  k.    Es  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen: 

1 


sin  am  (ui  -\-  KH^  k)  == 
cos  am  (ui  -\-K'i,k)  = 
A2^m{ui  +  KHjk)    = 


k  sin  am  {ui^  k) ' 
iA2im{ui,  k) 
k  sin  am  (ui,  k)  ' 
.  cosam(wi,  k) 


sin  am  (ui,  k)  ' 
Da  der  Modul  k  auf  beiden  Seiten  derselbe  ist,  so  kann  man 

ihn  unter  den  Functionszeichen    einfach    weglassen.     Setzt    man 

u 

-r  statt  w,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 


14) 


sinam(w+A^'i)  = 


1 


cosam(w+A''0  =  — 
J  am  (w  +  Ä^'O    ==  — 


Arsinamw' 
i  A  am  u 


Arsinamw' 
.  cos  am  u 


sm  am  u 

Man  kann  in  diesen  Gleichungen  u  successive  um  K'i,  IK'i, . . . 
zunehmen  lassen.  Es  ergiebt  sich  dann,  je  nachdem  das  Multiplum 
von  K'i  gerade  oder  ungerade  ist,  ein  System  von  sechs  Glei- 
chungen: Setzt  man  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen  — u  statt 
u,  so  erhält  man  analog  wie  die  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  7 
die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  m'  eine  ganze  positive  Zahl 
bedeutet  und  cJ'  =  ±  1  ist. 
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15) 


16) 


Isinam(w+d'.2m'Z'/)  ==  sin  am  1^, 
cos  am  (w+ d' .  Im'K'i)  =  ( — 1 )'"'  cos  am  w, 
Jam(w+d'.2m'^'0     =  (— 1)"»' Jam?^. 

sinam[z^+(^'.(2w'4-i)Ä''il  =  —^ , 

^  ^  ^       -^         Ä:sinamM' 


cosam[w+d'.(2m'+l)Ä^'/]   =  ?(^^(— l)'»'+i 


Jamw 


Arsinamw* 
cos  am  u 
sin  am  ?^  * 

Aus  den  Gleichungen  15)  folgt,  dass  die  elliptischen  Functionen, 
abgesehen  vom  Zeichen,  ihre  Werthe  nicht  ändern,  wenn  das  Ar- 
gument um  ein  Multiplum  von  2ä"'/  zunimmt;  sie  sind  also  perio- 
dische Functionen  mit  einer  imaginären  Periode. 

§  9.    Die  elliptischen  Functionen  sind  doppelt  periodische 
Functionen.    Allgemeine  Gleichungen  für  dieselben. 

Die  Gleichungen  15)  und  16)  des  §  8  lassen  sich  mit  den 
Gleichungen  12)  und  13)  des  §  7  so  combiniren,  dass  sich  die 
allgemeinsten  Gleichungen  für  ^(w  +  fiKi-  vK'i)  ergeben,  wo  (p  eine 
der  Functionen  Sinus  Amplitudinis,  Cosinus  Amplitudinis  oder 
A  Amplitudinis  ist.  Man  lasse  zuerst  in  den  Gleichungen  12), 
dann  in  den  Gleichungen  13)  von  %  1  u  zunehmen  um  &%n'K'i 
und  & .{1m'+\)KH,  Mittelst  der  Gleichungen  15)  und  16)  von 
§  8  ergeben  sich  dann  die  folgenden  zwölf  Fundamentalformeln 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen: 
6'^  =  \,     d'2  ==  1. 

Isin  am  {u-{-6, 2mK  -\-  &.  Im'K'i)  =  (—1)"*.  sin  am  u , 
cos  am  (  „  )  =  ( — l)'»+^'.cosamw. 

A  am   {  „  )  ==  ( — l)"''.AsimiL 


2) 


sin  am  (u + Ö .  2fnK  +  d' .  {Im'K'i)  = 


k  sm  am  u 


cos  am  ( 
J  am   ( 


)    ==    /(J/(_l)m+m'-}-l_^ , 


)   =    /(J'(— l)"''+l 


k  sm  am  u 
cos  am  z^ 


sin  am  u 


42 


3) 


sin  am  (u  +  (^Y2m+ 1 )  Ä'  +  &2m'Ä''i)  =  d{~\ )-  5^^1E^ 

^     zlami<  ' 

cos  am  (  -  )  ==  (J(— l>-W»'-i — , 

Jam(  „  )  =  (— l)m'  ^„. 

smam(w+d(2w+l)Ä^4-(^'(2m'+l)A''0  =  d(— 1^  r^^^^5Ji_, 

A  COS  am  u 

4)    ^  cos  am  (  „  )  = ^^; — ^- , 

'  ^  Acosamw 

.         .  .        i&{ — l)'"'A:'sinamw 

J  am  (  „  )  = . 

cos  am  w 

Aus  den  Gleichungen  1)  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Func- 
tionen sinami^,  cos  am  i^  und  Asimu  zwei  Perioden  haben,  eine 
reelle  und  eine  imaginäre;  diese  Functionen  sind  also  doppelt- 
periodische Functionen.  Da  jede  der  Quantitäten  Ö  und  d'  die 
positive  oder  negative  Einheit  sein  kann,  so  setze  man  in  den 
Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  ()=  i,  d' =  1  und  verstehe  unter 
m  und  w'  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen.  Setzt 
man  in  der  ersten  Gleichung  1),  in  der  zweiten  Gleichung  3)  und 
in  der  dritten  Gleichung  4)  u  =  0^  so  folgt: 
jsinam(2mÄ'4-2m'7i''/)  =  0, 

5)  I  cos  am  [{2m  +l)J^+  Im'K'i]  =  0 , 
Uam[(2m-fl)//-i-(2m'-fi)Z'i]  =  0. 

Die  Gleichungen  2)  geben  für  w  =  0  : 
jsinam[2wÄ'-f  (2w'-f  1)Ä''/]  =  oc, 

6)  <  cos  am  [  „  ]  =  oo, 
IJam    [               „               ]  =  oc. 

Jede  der  drei  Functionen  sin  am  ?/,  cos  am  z^,  Jamw  verschwin- 
det für  unendlich  viele  Werthe  des  Arguments;  in  Folge  der  Glei- 
chungen 6)  existiren  unendlich  viele  Werthe,  für  welche  jede  der 
bemerkten  Functionen  keinen  endlichen  Werth  mehr  hat  und  zwar 
findet  dieses  bei  allen  drei  Functionen  für  dieselben  Werthe  des 
Arguments  statt.  Sind  U,  V],  Uo,  U^  Functionen  von  u,  so  lassen 
sich  die  Gleichungen  aufstellen; 
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7)    smamw  =  -^,       cos  am  w  =  -^,      Jamw  =  -^, 

wo  die  Zähler  und  Nenner  für  dieselben  Werthe  verschwinden,  für 

welche  die  Functionen  verschwinden  oder  unendlich  werden.    Ent- 

u 

hält  eine  der  Functionen  einen  Factor  von  der  Form   1 ,    so 

a 

kann  dieser  Factor  nur  linear  vorkommen.    Nach  Gleichung  15) 
des  §  6  ist: 

8)        ; =  cos  am  i^ .  J  am  w. 

^  du 

Verschwindet  sin  am  m,   so   reducirt  sich   die  rechte  Seite  der 

vorstehenden  Gleichung  auf  die  Einheit.    Es  können  also  sin  am  u 

und    ; nicht    für  dieselben  Werthe  von  u  verschwinden, 

du  ' 

d.  h.  die  Gleichung  sin  am  w  ==  0  kann  einen  Factor   1 nur 

linear  enthalten.    Die  Gleichung  8)  lässt  sich   wegen  der  ersten 

Gleichung  7)  schreiben; 

du  du 

Die  Functionen  U  und  —  können  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden, da  dieses  dann  auch  mit  U  und  U-i  odnr  U  und  ^3  der 
Fall  sein  müsste,  was  nicht  stattfinden  kann,  da  cos  am  w  und 
Asimu  nicht  für  dieselben  Werthe  des  Arguments  verschwinden 
und  unendlich  werden  können.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung 
Z7  =  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  hat.     Ganz  auf  dieselbe  Art 

folgt,  dass  die  Gleichungen  cos  am  u  =  0   und  J  am  w  ==  0  einen 

u 

Factor  von  der  Form   1 nur  in   der  ersten  Potenz  enthalten 

a 

können. 
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Dritter  Abschnitt. 


§  10.    Darstellung  elliptischer  Functionen  in  Form 
unendlicher  Producte. 

In  den  Gleichungen  5)  und  6)  des  §  9  können  m  und  m'  alle 
positiven  und  negativen  ganzzahligen  Werthe  annehmen,  es  exi- 
stirt  also  eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Werthen,  für  welche 
sin  am  u,  cos  am  u  und  A  am  u  verschwinden  oder  unendlich  werden. 
Es  liegt  nun   nahe^  Producte  aufzustellen,   in   deren  Factoren  von 

der  Form    1 die  Quantität  u  alle  die  Werthe  der  Argumente 

(ii 

annimmt,  welche  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6) 
des  §  9  vorkommen.  Man  gelangt  so  zu  unendlichen  Doppel- 
producten,  welche  sich  durch  Einfährung  trigonometrischer  Func- 
tionen auf  einfache  unendliche  Producte  reduciren  lassen.  Es  ist 
dieses  ein  ähnliches  Verfahren  wie  das  von  Euler  im  Caput  IX 
des  ersten  Bandes  der  „Introductio  in  Analysin  Infinitorum"  be- 
folgte. Die  Darstellung  elliptischer  Functionen  durch  unendliche 
Producte  hat  Abel  in  seiner  berühmten  Abhandlung  „Recherches 
sur  les  fonctions  elliptiques"  (Grelle  Journ.  t.  2.  p.  154)  auf  seine 
genialen  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  elliptischen  Func- 
tionen basirt.  Die  „Fundamenta"  von  Jacohi  legen  die  Trans- 
formation zu  Grunde.  Das  in  Folgendem  einzuschlagende  Ver- 
fahren lässt  sich,  ohne  der  mathematischen  Strenge  Abbruch  zu 
thun,  leicht  dahin  vervollständigen,  dass  man  für  den  gefundenen 
Ausdruck  x  ==  sin  am  u  den  Nachweis  liefert,  dass  derselbe  wirk- 
lich der  Gleichung: 

dx 

,  —  =  du 

1/(1— .r  2)  (1—^2.^2) 

genügt.  Dieser  Nachweis  lässt  sich  einfach  «iurcli  Betrachtungen 
und  Formeln  liefern,  welche  für  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen selbst,  wie  man  dieselbe  auch  begründen  möge,  von  Wichtig- 
keit und  in  ihren  Anwendungen  fast  unentbehrlich  sind. 

Nehmen  m  und  m!   alle   ganzzahligen   Werthe   an,    bedeuten 
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A,  B,  C  Constanten,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  7)  des  §  9 
in  Folg-e  der  vorhergehenden  Gleichungen  5)  und  6)  auf  folgende 
Formen  bringen: 

1)  sin  am z.  =  i  JIIl{^- 2mK-^2m'K^^^ 

2)  cosam..  =  |//  Ui,^- ^2m-^,)K+2m'K')  - 

Das  Zeichen  11  hat  die  Bedeutung,  dass  in  dem  nachfolgenden 
eingeklammerten  Term  für  m  und  ;w',  unabhängig  von  einander, 
alle  ganzen  Zahlen  von  —  oc  bis  -f  oc  zu  setzen  sind  und  das 
Product  der  sämmtlichen  so  erhaltenen  Ausdrücke  zu  bilden  ist. 
Zur  Vereinfachung  des  Dreks  ist; 

m  =  OD    m'  =  00 

nii  statt  n  n 

m==  —  Qo  m'  =  —  00 
gesetzt.    In  der  Gleichung  1)  ist  die  Combination  m  =  0,  m'  =  0 
auszuschliessen  und  statt  derselben  der  Factor  u  zu  setzen. 

Die  obigen  unendlichen  Doppelproducte  lassen  sich  in  einfache 
Producte  transformiren  unter  Anwendung  der  beiden  folgenden 
allgemeinen  Gleichungen  : 


5)  sin(ö+&0  =  2l ==  i(^+^^)ll  Y-\^) 

6)  cos(a+&0  =  ^ ==    //  /l-  -^j. 

Eine  einfache  Ableitung  dieser  Gleichungen  ist  in  der  Note  II 
gegeben. 

Unendliche  Doppelproducte  von  der  Art  der  Ausdrücke  auf 
den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  i)  bis  4)  bilden  den  Gegen- 
stand einer  eingehenden  Untersuchung  von  Eisenstein  in  der  Ab- 
handlung :  „Genauere  Untersuchung  der  unendlichen  Doppelproducte, 
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aus  welchen  die  elliptischen  Functionen  als  Quotienten  zusammen- 
gesetzt sind."  (Grelle.  Journ.  t.  35.  p.  153 — 274,  auch  Mathemat. 
Abh.  p.  213.)  Was  die  weitere  Transformation  der  Doppelproducte 
betrifft,  so  sind  im  Folgenden  einige  Anmerkungen  der  erwähnten 
Abhandlung  (1.  c.  p.  197  u.  215)  zur  Anwendung  gebracht. 

Zur  Vereinfachung  werde  in  den  Gleichungen  1)  —  4)  m'  =  r 
gesetzt.    Es  ist  nun: 

r  =  00  r  =  OD  r  =  — 1 

//9)(2r+l)  =  ll<i>i%r^\).lJ<^{lr-\-\^  = 

r  =  —  CO  r  =  0  r  =  —  qo 

r  =  OD 

//<p(2r-l)9D(-2r+l). 

Wendet  man  dieses  auf  den  in  der  Gleichung  4)  enthaltenen 
Ausdruck  f/  an,  so  folgt: 

^  =  QD    r=Qc  u  \[  u  \ 

^  m  =  -oo  r  =  1  \  ~~2m^+(2r— 1)Ä''2/  V  ~~  ^mK—{^r—\)KH)  ' 
Es  ist  nun  weiter: 

m  =  <x>  m  =  Qo 

fjfim)  =  t^(0)//^(m)tp(— m), 
m«=  —  (X)  m=  1 

folglich: 

r  =  Qc 

7)         U  =  ///-(r), 
r=l 

WO  zur  Vereinfachung  gesetzt  ist: 

V  ~  (2r— 1)^^^  V  "^  (2r-^l)^'«  U  y~'  2mK-{-i2r—l)KH)^ 

m  =  l 

V  "^  2mK—(2r—\)KH)y~2mK--{2r—l)^H)y~^2mJ^-i-  {2r-\)K'i) 

Da  nun: 

,  w        _   2mÄ'4-a±w  __  2mK 


2mK-\-a  2mK-\-  a  a 


47 

so  lässt  sich  der  Ausdruck  für  F(r)  auf  folgende  Form  bringen, 
wenn  unter  dem  Productzeichen  /7  der  erste  Factor  mit  dem 
zweiten  und  der  dritte  mit  dem  vierten  multiplicirt  wird: 


^^-'^'''   .^i      1 


(2r-l)A-i-{-u  ^Y  "    \~ 


\       2mK       ) 
\  2mK  ) 


(2r  —  1)  K'i        11  j  __  /(2r— 1)  K'iY 


\       2mK      ) 


Durch  Anwendung-  der  Gleichung  5)  lässt  sich  der  vorstehende 
Ausdruck  von  F{r)  auf  folgende  Form  bringen: 

(2r—\)K'i  —  u  .        (Ir—VsKH  +  ii 

^''^  .       {2r  —  \)K'i        ^  ^   .        (2r—\)K'i       ' 

^^"^  2K  ^^^^        2K 

Setzt  man  in  Zähler  und  Nenner: 

2  sin  ö  sin  &  ==  cos(a — h)  —  cos(ö-|-&), 
so  wird: 

cos  --  —  cos  jr^^ -/- cos  jt  ^ ~^ cos^ 

FM  = - ==    - E. 

K  K 

Da  nun: 

GO^at   ==    X , 

so  lässt  sich  der  Ausdruck  für  F(r)  auch  schreiben: 

(2r-l)7r  ^  jiu    ^     _(2r-l)7r4' 

e  ^  —  2cos-— -f-e  ^ 

8)     F(r)  = ± ^—  . 

Zur  Vereinfachung  der  Schreibweise  hat  Jacobi  folgende  Be- 
zeichnung eingeführt: 

9)      q^i-""^. 

2Kx 
Setzt  man   u  =  ,  so  wird  die  Gleichung  8)  einfacher : 


48 

Die  Gleicbung  7)  nimmt  hierdurch   folgende  bemerkenswerthe 
Form  an: 

In  dem  Doj^pelproducte  der  rechten  Seite  der  Gleichung   1) 

2Kx  AT' 

setze  man  tti'  =  r^  u  =  und  nach  9)  jr  ~  ==  —  log  q.     Das 

Doppelproduct  nimmt  dann  folgende  Form  an: 


J-I  11\         nur — rilogqj^ 


wo  die  Combination  m  =  0,  r  =  0  auszuschliessen  und  dafür  der 
Factor  x  zu  setzen  ist.    Da: 

r  =  00  r  =  00 

r  =  —  00  r  «=  1 

so  lässt  sich  das  bemerkte  Doppelproduct  auch  schreiben: 

12) //fi  -  ^\nn  fi V-Yi — xV-)- 

'^"*-^  \        mjtj-^-^     ==  1  V         ^^ — r2log^/\        mjc-\-ri\.o^qJ 

In  dem  ersten  Factor  ist  m  =  0  auszunehmen  und  dafür  x  zu 
setzen.  Wendet  man  in  Beziehung  auf  m  die  Transformation  11) 
an,  so  geht  der  Ausdruck  12)  über  in: 

»1=  00  r  =:  00 

13)   ^ n}-(£j\  ■  nur), 


wo; 


^,(,)  =  fi  +  _^^  //  fi ^.r— Yi  +  -^^^x 

^^  ^         \        rilogqj  ^^  \        mjr  —  nlog^/\        mjt-\-ri\ogqJ 
\         ^ilog^/     _i    \         mjr  +  nlog^/\         /wjr  —  rilogqj 


Durch  einfache  Transformation  folgt: 
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r  i  lofi-  q 

ö  ^      ?y«  =r  1        1 


frl\o<yqV- 
\     mit    ) 


riXo^q — x 


m  —  1       1 


mjT 


Unter  Ziizielmiig-  der  Gleicimng  5)  wird  einfacher: 
sin  r/ log- ^  sinr/logv/ 

q~^^'  —  2coB2x-\-q'^    ^  1 -— 2^^^' cos  2.r  +  (/'■ 

Mit  Rücksicht   auf  die   Form   von  sin  .r  als   unendliches  Pro- 
duct  reducirt  sich  der  in  13)  enthaltene  Ausdruck  auf; 

sina:  Jf '-^^IpL^L 

Dieses  ist  der  Zähler  von  sin  am  — — ,  abgesehen   von   einer 
Constanten  in  Beziehung  auf  x. 

Der  Zähler  von  cos  am  nimmt  nach  2)  und  9)  folgende 

Form  an: 

m  =  OD      r  =  ac 

X 


n  II  > 


■  ac  ?•  z=  —  OD 


{in  -f  ~)x  —  r  i  log  q 

TT  IT         O^  +  i)-^ 


^__    r/log^ 


{m-\--{-)jT 

Wegen  der  Gleichung  (>)  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf: 
j  r     (coso.'  +  r  ?■  log  ^) 


COS  r  i  log  ^       ^ 
d.  i.  nach  11): 

Ennepev,  ellipt.  Function eu. 
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COS  X 


MS  cos (r / log q -j-x) cos (r / log q  —  x) 
-^  cos  r  2  log  q .  cos  r  i  log  q 


?'  =  OD 

cos  cT     j£ 


1  4-2</^^cos2a;  +  ^^^^ 
(l+^'O' 


2Aa" 
Genau   auf  dieselbe  Art   lässt  sich  der  Zähler  you  A  am 

reduciren.    Man  erhält  so: 


//    //  h 


(/??  +  -f )  jr  —  (r  +  ^  )  i  log  q 

SS  11  (m  +  -f)jr  _  '  1 1^ cos [g;  +  (r  +  -f ) / log q'\   ^ 

ilJI  (r-[-^)l\o^q  ji    "    cos(r4-4-)/^ög^ 

//  cos  [(r  —  \)  i  log  ^  +  gp   cos  [(r  —  -f )  /  log  q  — .r]  ^ 
,_i       cos(r i-)/log^  cos(r- ~)'M%q 

rr  1 +2gi"-' COS 2x +  ?*'-" 

n^       (1 +,/.-!  )2     -• 

Die  Zusammenstellung    der   vorstehenden  Resultate    gestattet 

eSj   die   drei   elliptischen  Functionen   sin  am  u,   cos  am  u,  A  am  u 

'%Kx 
für  u  = auf  folgende   Weise    durch    unendliche   Producte    zu 

jt 

definiren*): 

•    14) 

2.Ä-'it^  .  fr  f^—ff'"'Y    '        #/-    1— 2r/^cos2g:  +  ^^*'' 


^Ä'^         ^  Tf(^—q^''~^  V  ff  1  +  2^2'-  cos  2a:  4-  ^^'• 

cos  am ,^  7>  »  *  /        ^         »    ^ #  « 


-=B  //[-Tf^)  >^^^^-//r:i2^icos2.  +  ^- 

2Ä^a:  _       ffß—f^^y   ff  ^  +  2^y^^-^  cos  2g:  +  ^/^"^ 
^  ^"'  "^  ^  Y  ViT?^;    Y  ^  -2^'^--i  cos  2g:  +  q'r~2  ' 

Zur  Bestimmung  der   Oonstanten  A^  B  und  6'  setze   man   in 


*)  Zur  Vereinfacliung  ist  JJ  statt    //    gesetzt. 

1  r  =  l 
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der  ersten  Gleicliiuig*  14)   x  =  --,  in  den  beiden  folgenden  x  =  U. 
Da  sin  am  h=  \,  cos  am  0  =  1^  J  am  0=1,  so  folgt: 


Die  Gleicliungen  14)  werden  hierdurch: 

^  TT  ^1'  V  1 +</"'/    "-  1— 2^/^-1  cos  2.r +  ^7^»--*^ 

n^     /|nm^=  A/1  -/-^Y^  fr  1  +  2^-^--^ cos 2a;  +  g'^'^ 

^  JT  ^/  U  +  ^ -'-7     1     1  —  2^--'-'  cos  2.r  +  ^^'-'^ 

§  11.    Bemerkungen  über   die  unendlichen  Producte 

des  §  10. 

Die  Aufstellung-  der  Gleichungen  15),  16)  und  17)  des  vorher- 
gehenden §  ist  auf  sehr  einfache  Betrachtungen  basirt;  um  die  er- 
haltenen Resultate  ganz  sicher  hinstellen  zu  können,  bieten  sich 
zwei  Wege  dar.  Man  kann  zuerst  die  Richtigkeit  verschiedener 
x\nnalimen,  welche  stillschweigend  vorausgesetzt  wurden,  näher  be- 
gründen. Es  wurde  angenommen ,  dass  die  Functionen  sin  am  u, 
cos  am  u  und  A  am  u  für  keine  anderen  Werthe  verschwinden  oder 
unendlich  werden,  wie  für  die  Werthe,  welche  in  den  Gleichungen 
5)  und  6)  des  §  9  angemerkt  sind.  Diese  Annahme  enthält  im- 
plicite  einen  Satz,  welcher  nicht  selbstverständlich  ist,  sondern,  wie 
Jacohi  (Grelle.  Journ.  t.  14)  gezeigt  hat,  eines  eingehenden  Be- 
weises bedarf,  dass  nämlich  eine  Function  einer  Variabein  nicht 
mehr  wie  zwei  Perioden  haben  kann.  Durch  Anwendung  der 
Gleichungen  für  sin  {a  -j-  hi)  und  cos  {a  -\-  hi)  ist  die  Multiplication 
auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  in  §  10 
ausgeführt  worden.  Es  sind  bei  diesem  Verfahren  die  Faetoren 
des  unendlichen  Products  in  bestimmter  Reihenfolge  angenommen 
worden,  wobei  nun  die  Frage  sich  darbietet,  ob  eine  andere  An- 
ordnung der  Faetoren   zu    anderen  Resultaten   führen  muss.     Man 

4* 


52 

könnte  z.  B.  die  Multiplication  in  den  oben  bemerkten  Gleichungen 
zuerst  nach  m'  ausführen.  Olme  einige  Vorsicht  ergeben  sicli  bei 
diesem  zweiten  Verfahren  Kesultate,  welche  nicht  richtig  sind, 
wie  Eisenstein  in  der  Abhandlung:  „Genauere  Untersuchung  der 
unendlichen  Doppelproducte  etc."  (Grelle.  Journal  t.  35  p.  153.) 
nachgewiesen  hat.  In  einer  kurzen  Notiz  in  Grelle,  Journal  t.  27 
p.  285  finden  sich  Relationen  zwischen  unendlichen  Producteii  auf- 
gestellt, welche  nicht  richtig  sind.*)  Nimmt  man  die  Logaiithmen 
der  unendlichen  Doppelproducte,  z.  B.: 

entwickelt  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von: 


und  zwar  für  solche  Werthe  von  u,  welche  eine  convergente  Reihe 
ergeben,  so  ist  der  Factor  von eine   Doppelsumrae    von   der 

Form : 


ji^Jmä  [2m^+(2m'-|-l)Ä^'if 
Hierbei  ist  die  Summe  nicht  unabhängig-  von  der  Anordnung 
der  zu  summirenden  Terme,  wenn  n  =  \  oder  n  =  2  ist.  Eine 
Ausführung  dieser  beiden  erwähnten  analytischen  Untersuchungen 
sowie  anderer  Untersuchungen,  zu  denen  die  Gleichungen  15),  16) 
und  17)  des  vorhergehenden  §  Veranlassung  geben  können,  muss 
insofern  hier  ungeeignet  erscheinen,  als  die  Einfachheit  der  ange- 
wandten Methode  durch  nachfolgende  ^veitläufige  Untersuchungen 
gänzlich  illusorisch  würde.  Unter  diesen  Umständen  bietet  sich 
ein  zweiter  Weg  zur  weiteren  Behandlung  der  erwähnten  Glei- 
chungen fast  von  selbst  dar,  nämlich  die  Verification  der  gefun- 
denen Resultate.  Man  kann  die  gefundenen  unendlichen  Producte 
unabhängig  von  ihrer  Herleitung  nehmen  und  zeigen,  dass,  wenn 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  15)  in  §  10  durch  z  bezeichnet 
wird,  nämlich: 

*)  V^ergleiche  hierüber  eine  Bemerkung  von  Jacobi,  Grelle,  Journal  t.  30. 
p.  184. 
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l)       ^  -  .in X  II  ^-q:;^  j  //  -i_2^2.-ieos2.r  +  ^^-^ 

umgekehrt  x  in  Function  von   2:    durch    folgende   Gleichung    be- 
stimmt ist: 

dt  2Kx 


£ 


1/(1— /2)  (1-/^2^2)  jr 

Diese  Betrachtungsweise  ist  zuerst  vou  Heine  in  seinem  „Ab- 
riss  einer  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  (Grelle.  Journal 
t.  39  p.  122--7I37)  ausgeführt  worden.  Heine  nimmt  dabei  Unter- 
suchungen über  eine  sehr  allgemeine  Reihe  zu  Hülfe,  welche  auf 
unendliche  Producte  führt,  von  welchen  die  oben  bemerkten  nur 
sehr  specielle  Fälle  sind.  Man  kann,  ohne  den  von  Heine  befolgten 
Grundgedanken  wesentlich  zu  ändern,  zur  weiteren  Behandlung 
der  vorkommenden  unendlichen  Producte  mit  sehr  elementaren 
Hülfsmitteln  zu  Werke  gehn,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Was  die  Quantität  q  betrifft,  so  ist  dieselbe  ein  positiver, 
ächter  Bruch.    Das  Integral; 


K  =     f  ^ 


nimmt  zu  von 


£r  /*       dt 

2"i  7r^^' 


bis  zu  einem  unendlich  grossen  positiven  Werthe,  dargestellt  durch 

dt 


I 


1  —  ^2 


wenn  k  von  0  bis  1  zunimmt.  Da  k'  =  \/\—k\  so  nimmt  k' 
dieselben  Werthe  wie  k  in  umgekehrter  Reihenfolge  an,  also  nimmt 
das  Integral  K'  ab,  von  einem  unendlich  grossen,  positiven  Werthe 
bis  -^,  wenn  k  die  Werthe  von  0  bis  1  durchläuft.  Für  das  be- 
merkte Intervall  nimmt  also: 

K 

alle  positiven  Werthe  von  oc  bis  0  an,  mithin  nimmt 
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K' 

q  =  e 
zu  von  0  bis  1.  Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Quantität  q  der 
einzigen  Bedingung-  unterworfen  sein ,  dass  0  ^  </  <  l  ist.  Was 
die  Convergenz  der  vorkommenden  Producte  betrifft,  so  überzeugt 
man  sich  sehr  leicht  von  derselben  durch  Anwendung  der  Loga- 
rithmen.    Es  ist: 

^  =  00 

2)    log(l— 2i?cos2^  +  //^)  =  — 2   y)  ^*cos2*.t\     ~l^;?^i. 

Setzt   man   hierin  p  =  ([-''  und  p  =  q^''-^  bildet  die  Differenz 
der  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

^^gl-.^--^cos2.  +  ,^--^     =     2    >,(l-,0^/-   ^>^-V- 


5  =  1 


Legt  man  r  alle  ganzzahligen  ^  positiven  Werthe  bei,  bildet 
die  Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

r  =  <x> 
^  1  —  Iq^"-  cos  1x^  q^' 

^x        1— 2^y''~'  cos2a:+^*^-^ 

_  ^Ji       1— 2^2rcos2.^+^*^     _2     Xr^         ^f  cos  2.9.1^ 

~         r-^\  1— 2^/''~'cos2.T+^y*''-^"~      f^^  \  ^  q'  '        s 
Für  s  =  -^    folgt  hieraus: 

+  r'"V       .,  v^(-i>     q^ 


•.)  i»s7i  'V-.    "-^S 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  —  — x  statt  x    und 
q  statt  ^y,  so  gehen  dieselben  über  in: 

5^        '^'"loo-    l+V'cos2.T  +  ^^; 
^)  ^  *^'ö  i— 2r/'--^cos2.r+'/'^'-' 

r  =  1  ^  ^ 

r  =  ^  s=^^ 


1  +  2ry2^  cos  %x  -h  f/^^     _  9/V  ^'  ^^__^^ 

^,_^    .      2^/'-icos2a:+^*''-'^  "~  ' ^x  i  +(— -^y  ""^• 


~       \^1   1—2^/"-' cos  2a:  4-^*''-'^ 


55 

In  der  Gleichung  2)   nehme   man  — p  statt  /?,   ziehe   von  der 
so  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  2)  ab.     Es  ist  dann: 
l+279COs2.i:-i-/^  _  4  V^^2.-i  cos2(26'-])a: 


^  1  — 2iocos2.T4-ö2  ^^ 


2jocos2.T+i?2  ^'  2s— \ 

Man  setze  hierin  p  =  ^-"""^  lege  r  alle  ganzzahligen  posi- 
tiven Werthe  bei  und  bilde  die  Summe  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen.    Es  ist  dann: 

7)  2  log  4^ 


r  =  l 


1  +2g^^-^cos2a:  +  g'^~^ 
2^2r-icos2a^-|-^^^-'^ 


^r^  1  +  2g^^'-^  COS  2.t- + g^^--  _   /^-yT    ^^^-1      cos  2(2.9— 1). 


r=1 


^  =  00 


__  ^    Y^  f    ^g^-1     _^     g'^^^    ^  cos2(2g— 1)^ 
~  2^  —  1 


Für  x  =  0  folgt: 

Die  in  den  Gleichungen  3)  bis  8)  vorkommenden  Reihen  sind 
sämmtlich  convergent,  wenn  7  <  1  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die 
unendlichen  Producte,  welche  in  den  Gleichungen  15),  16)  und  17) 
des  §  10  vorkommen,  endliche  Werthe  haben.  Um  keine  neuen 
Bezeichnungen  einzuführen,  sollen  die  Bezeichnungen: 

sm  am ,  cos  am ,  A  am  

beibehalten  werden  und  vorläufig  nur  die  Bedeutungen  beliebiger 
Functionsbezeichnungen  haben  für  die  oben  erwähnten  unendlichen 
Producte.  Es  sollen  hierbei  zwischen  diesen  Functionen  keine 
anderen  Beziehungen  angenommen  werden,  als  die,  welche  sich  aus 
den  unendlichen  Producten  ergeben,  also  die  Gleichung: 

.    ,        2Kx  .         ,       2Kv 
sm-  am 1-  cos -^ am  —  =1 

soll  nicht  als  selbstverständlich  angenommen  werden.  Zur  Ver- 
einfachung setze  man: 
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CA  _  .    <       iif^-r'-'y  / /    1  +  2^/'  C0S2.T  +  q''' 


_  /. /l_-^i Y^  fr  1  +  2^^^-i COS 2x  +  ^^''-^ 

^  ^^     "^  Y  Vi  +  'z'""'  /    1    1— 2^y'"~'  cos  2.x  +  q'^-''  ' 

Die  Gleicliungen  1)  und  9)  zeigen,  dass  durch  g-leichzeitige 
Vertauschung  von  x  mit  -^  — x  und  von  q  mit  — q  z  und  z^  in  ein- 
ander tibergehn.     Geht  q  in  — q  über,  so  geht  nach  10)  z^i  über  in 

1  IlKt 

— ,    Setzt  man  in  1)  z  =  sin  am  — -.  also: 

11)     sm  am  —  =  sm  xJl  (^  -^  _^  ^,^  j  //  ,„^,^..-.eos2.x+.7^^ 

■""      2/      "  \  1  -\-(^'  j  Y  (1  —  ^''~'  ^'""O  ( i  —  ff-'~^  ^"'"'O  ' 

so  folgt,  wenn  x  mit  o; — \^i  log  </  vertauscht  wird: 

12)     smam— OT--i-dog^/)  =   Jl\-^^:^r^j   -H, 

^xi  fj-k^^-xiff-h  yV(l  —  ^^^'+^ e^^O  (1  —  ^^^-1  e-^-^^" ) 

Es  ist: 

/> —  0.7' 


2^"  2?V^ 

1 g-^' 

l_g-2.r^  —    2/sin^* 

Mit  Rücksicht  hierauf  reducirt   sich  der  Ausdruck  von  H  in 
13)  auf: 


H  = 


1  /  7  (1  —  r/^-^g^^O  (1  —  (fr-l^-2xi->^ 

4  sin X  \/q    V     (^  ~  ^^'"  ^'"■)  (^  -  ^^''  ^""'"') 

1  ^y  1  —  2^2r-i  cos  2^  -f  ry*^-~ 

4  sin  X  \/q  Y      1  —  2^2r' cos  2.T  +  (/^^^  * 

Die  Gleichung  12)  wird  dann: 
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sin  am  —  {x  — •  -y^  log*  </) 


cos  2aj  +  ^^''-^^ 
4  sin  .r  l/r/    V  V  1  +  r''  J  Y      1  —  2^^-  cos  2^  +>/'' "" 


Die    vorstehende  Gleichung'    mit  der  Gleichung   11)   multipli- 
cirt,  giebt: 


1 1)     sin  n  m sm  am  —  {x—-^i  log  q)  =  — ^.y  /    -— — ^      • 

2ä^^ 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung'  lässt  sich  sin  am  — -  durch  eine  un- 

^  jr 

endliche  Reihe  darstellen,  wie  im  folgenden  §  gezeigt  werden  soll. 
Die  Gleichungen  9)  und  10)   zeigen,   dass  für  o;  =  0  gleich- 
zeitig zi  =  1  und  Z2  =  1  ist.    Für  x  =  ~  giebt  die  Gleichung  1) 
z==\. 


Vierter  Abschnitt. 


§  12.    Transformation   eines   unendlichen  Products  in  eine 

unendliche  Reihe.     Darstellung"  der  elliptischen  Functionen 

durch  trigonometrische  Reihen. 

Sind  ip(a)  und  cp{a)  Polynome  von  a,  ist  der  Grad  von  ip{a) 
um  eine  Einheit  geringer  wie  der  von  g){a)y  so  lässt  sich  be- 
kanntlich : 

durch  eine  Reihe  von  Brüchen  darstellen  von  der  Form: 

A 


wo  A  eine  Constante  und  a  eine  Wurzel  von  (f{a)  =  0  ist.  Da 
die  Anzahl  der  Wurzeln  von  g){a)  ==  0  beliebig  ist,  so  kann  man 
dieselbe    unbegränzt  zunehmen  lassen.     Sind  nun  ?p(o)   und  (p{a) 
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unendliche  Proclucte,  so  lässt  sich  auf  den  Ausdruck  1)  noch  die 
Methode  der  Zerlegung*  in  Partialbrüche  anwenden^  wenn  man  die 
Vorsieht  gebraucht,  den  obigen  Ausdruck  zu  multipliciren  mit 
einem  Term  von  der  Form: 

1 

wo  (I  eine  Constante  ist.     Es  ist   dann  der  Grad  des  Nenners  um 
eine  Einheit  höher  wie  der  Grad  des  Zählers,  wenn  jedem  Factor 
des  unendlichen  Products  ^(«)   ein  Factor    des  unendlichen  Pro- 
ducts (p{a)  entspricht. 
Es  sei: 

P  _  „_!___  1  ~M cos ^{x^y)  +  q'     1  —  2q'^ COS 2(.H-y)  +  g^ 
sino;       1 — 1q^Q,o^2x  +  q^     '        1 — '2q^G0^2x  +  q^ 

1  —2q^^~^  cos 2 (x-\-y)  +  q^^~^ 

l_2^2(>cos2:r +^A  ' 

oder : 

1      "^pr  1  —2^/^-1  cos  2  {x-\-t/)  -f  q'''~' 
^  dY\x-^£^  1  —  2^2r  cog  2x  +  ry*^ 

Setzt  man  statt  der  trigonometrischen  Functionen  Exponential- 
functionen,  so  ist  auch: 


-—\JJ-  1 

r— 1 


oder: 

gesetzt : 
wo: 


4)  />  =  2/e^»/(ß), 


2r 


m-^ir-^ 


,,^1    .  — r'«        «  — r 


Der  Ausdruck  rechts  lässt  sich  in  Partialbrüche  zerlegen, 
welchen  Wertli  auch  q  haben  möge.  Zur  Vereinfachung  der  fol- 
genden Entwicklungen  lasse  man  (>  unbegrenzt  zunehmen  und  setze: 


l  1/    l—q''-^aß    a~q-'^ß~' 


r.)    /(«)  =.  -L^  //  i^ 


r  =  l 


q""  a  a  —  q' 
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oder  : 

Diese  Art  der  Zerlegung'  in  Partialbrüclie  findet  sich  in  der 
Abhandlung  von  Somo/f:  Demonstration  des  forniules  de  Mr. 
Jacohi  etc.  (Grelle,  Journal  t.  43  p.  95,  oder  auch  Melanges  Ma- 
themat.  et  Astron.  t.  I,  p.  359).  Es  ist  selbstverständlich,  dass 
sich  eine  Zerlegung  des  Verhältnisses  zweier  unendlichen  Producte 
auch  ausführen  lässt,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  von  gleichem 
Grade  annimmt,  wobei  dann  die  entsprechenden  Regeln  bei  Zer- 
legungen in  Partialbrüche  in  Anwendung  zu  bringen  sind.  Nur 
scheint  der  oben  eingeschlagene  Weg  der  einfachste  zu  sein. 
.  Die  Gleichung  6)  giebt; 

[/(a).(«-l)]«_l   =  A,, 

Wegen  5)  erhält  man  unmittelbar: 

r  =  1  ^  ^ 

Nach  6)  ist  ferner: 

Mittelst  der  Gleichung  5)  folgt: 
r  =  n — l 

8)     ^«=,7^1    n       -ii,..-./-0-^-'^)-V> 


Setzt  man  r — n  =  s,  so  ist: 

r  =  X  s  =  oo 


P 


Für  r  -\-  n  =  s  folgt : 


,•  =  «+!     '        '^         '  /=1         '-'i 


.9   =    V 


1  _  ^y-i;0,-:>n-l  ^^-1  |  _  ,^-2.-1  ^-1 


r=l  ^       ^^'"^"  .  =  ;+!       1-^'^ 
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Mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  die  Gleichung  9): 

Es  ist  ferner: 

r  =  ?i — l 

^    •      (1_,/)(1_^4)....(1_^2„)- 

1—^2.-1^-1 


_^^nßn   JJ    __ 


2s 

Multiplicirt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  10)  mit  dem 
vorstehenden  Ausdruck,   so   erhält  man  nach   8)   den  Werth  von 
An.    Mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  Aq  zu  7)  folgt: 
11)  An=—q''ß^A,. 

Die  Gleichung  5)  mit  a — q^^  multiplicirt  lässt  sich   auf  fol- 
gende Form  bringen: 

r  =  1  ^ 

r  =  ^  r  —  OD 

1  —  (/'•-'  aß      ti    i  —  '/'•-' «-'  ß-^ 


13)   L=  jf'T-'',/'.  n 


Aus  der  Gleichung  6)  folgt: 

^n-  [A«)(«-^^^OL=g^- 

Die  Gleichungen    12)  und    13)    geben    nach    leichter    Trans- 
formation : 

B  -  ß-i  ..»-1  Lud  It  '  (^  ■  1-^^"-"+'^  ^ 


>•=  1 

?l  =  OD  5  5=  QC 

_      //     1-^-^^-^^       //  \-q''-'ß 


5  =  /i-f-1  "^  s=\ 
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Mit  Rücksicht  auf  den  Wertli  von  ^o  in  7)  folgt: 

Setzt  man  diesen  Werth  von  Bn,  ferner  den  Wertb  von  A^ 
aus  11)  in  die  Gleichung  6),  dividirt  durch  ^o>  ^^  folgt: 

Substituirt  man  links  für  /(a)  und  4)  i^ne  Wertlie  aus  5)  und 
7),  so  erhält  man  die  folgende  Zerlegung  in  Partialbrüchc  eines 
unendlichen  Products: 


^  a—1  /J^    1  —  q'"--^  ß'  1—  ^2'-l  ß-^  *    T—  ^2r  f,  1— ^2r^-l 

Setzt   man   hierin  a  ■==  p'^^',   /9  =  e^y\    multiplicirt    auf  beiden 
Seiten    mit   2/^^',    so    findet   man    die   folgende    allgemeine   Ent- 
wicklung: 
15) 

Ji'lj  _       Jj  —  fl'"  y 1  —  2^'^-'  cos  2  {x^+tj)  +  ^^^-^ 

sin X  ^\^^  \  —  V''~^ cos 2?/  +  V'-^  ^  —  2^2r ^os 2.t -f V'" 

2/  .       '^^^  / ß(27ty-^x)i  ^—(•2ny-\-x)i 


•2??.  ^— 2.r(" 


-^^^  ^    VI  —  ^'""  ^^'"'       1  —  '/""^ 
1_  ^  4 '  y^  ^»  sin  (2^^  ?/  +  ^0  —  q-^'  sin  (2/^// — x) 


sma:  ^^"^  1 — 2</'^"  cos  2.T  +  ^^" 

Für  ?/  =  0  giebt  die  Gleichung  15): 

1       7a  /  1  —  ^"'  ^■^    i  — 2^2r-icos  2.T  +  ^'''-^ 


//  1 


sin  X    /_5^    \1  —  </2r--l  j  1  _  2^2r  (>os  2.r  +  ^*'' 

2/ 


—  4-  2;  "V  /  —  g"g"^'     ,       ^"^-"'     \ 
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71  =  ^ 


_       1      11^^         eO—g'-)?>mx 
sin  X        ^^^^     1  —  2^-"  cos  2.r  +  cf''  ' 

Weg-eu  der  GleichuDg  11)  des  §  11  lässt  sich  diese  Gleiclmug- 
noch  schreiben: 

r  ==  OD 

1 6)     ^ //  (AiztL .  L±_fr^  ^ ' 


Sin  am 


jt 


2ig-^'        ^.   ^-^    (.ZZ3'1^   _i   __^ 


«  /> — .TJ 


Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  X' — '-}  log  q  statt  x,  so  ^Yird: 
sm  am  —  (x ~-i  log  q)  n=::\   ^  ^  ~  ^ 


2/#e^^  ^..  x^  /_-:.^!±!£!l  .      ^''' 


1  _  ^  ^2^/    ^-  ^'  ^J^^  Vi  _  ,^2n+l  ^ixi  +  ,  _  ^2;.-l  ^-  2.T/ 

V^    /       ^^*— ¥g— ^'2  ^n  —  i^xi        \ 

==     '  ^^^^  Vl_^2^-l^~2a:^  ~  l  _  ^2^-1  ^2.:/ J' 

Auf  der  linken  Seite  bringe  man  die  Formel  14)  des  §  11   zur 
Anwendung,  auf  der  rechten  Seite  entwickele  man 

1 

nach  Potenzen   von  ^^«-i   ^^^  summire  schliesslich  nach   n.    Es 
ist  dann: 

r  =  er 


smam 

n  =  00 


"^^^  ,/-   //  ( 1-^'^    J+j:LV  _ 


^  '^^  /Jx  vr— ?'-'  '\+q''-^ 

2/  ^^^^   V  1  -./2/^-l  ^2^^         I  _  ,^2.1-1   ^-  2a;/  j 


2w— 1 


3~ 


2/ 


=  -J^sina;  +  •r^,sin3^  +  .... 

l—q  1—^^  • 


Bedient  man  sich  des  Summenzeiehens,  so  ist  folglich: 
17)       smam [/</    yjf   ' 
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^  r=^2l=r  sin(2.v-l).r. 
5  =  1          ^ 

Diese  Gleichung*  dividive   man    auf  beiden  Seiten  durch  \/q, 
darauf  setze  mau  — q  statt  q  und  ^ — x  statt  a:.     Nach  Ausfiih- 

rung-    dieser     Operationen,     wodurch     sin  am    — ~     übergeht     in 

cos  am  — — ,  multiplicire  man  wieder  mit  \/q. 

Bedient  man  sich  der  Bezeichnungen  z  und  Zy  der  Gleichungen 
1)  und  9)  des  §  11,  setzt  zur  Abkürzung: 

7'  =  00 

18)      i/Uli^^-o, 


r  =  l 
so  gicbt  die  Gleichung  17)  und  die  aus  derselben  abgeleitete: 


■2s  — 1 

cc  — ;r— 

1   -     «' 

•2s  — 1 


\  z.Q     =   2u,    ^    ,,    ,  sin(2^— l)a;. 


1    -+S^ 

Li  der  allgemeinen  Gleichung  15)  setze  man  x  =  ^  und  dann 
x  statt  ;//.  Für  das  unendliche  Product  führe  man  z-i  ein,  definirt 
durch  die  Gleichung  10)  des  §  11.     Setzt  man  zur  Vereinfachung: 


so  ist: 


21)        ^2  (>i  =  i  +  4  ]^  ^-^  cos2^a:. 

Die  unendlichen  Producte  Q  und  f>,  lassen  sich  leicht  durch 
Reihen  ausdrücken.  Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  19)  x  = 
~rjr,  in  der  zweiten  x  =  0,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 
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2«- 


Die  Gleicliimg"  21)  g'iebt  für  ^^  =  0: 
23)  Q,  =  1  +4>^--f^. 

Die  Gleich imgeii  19)  und  21)  entlialten  die  Entwicklungen 
der  elliptischen  Functionen  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  un- 
graden  und  graden  Vielfachen  des  Bogens  x.  Man  könnte  hier 
versucht  sein,  direct  die  Lehre  der  trigonometrischen  Reilien  von 
Lagrange  und  Fourler  anzuwenden  und  so  ohne  Zuhülfenahnie  der 
unendlichen  Producte  die  bemerkten  Reihen  zu  entwickeln.  Dieser 
Gedanke  ist  von  SchlömUch  in  den  „Abhandlungen  d.  K.  Sächsi- 
schen Gescllsch.  der  Wissenschaft"  t.  IV  }3.  397  —  430  ausgeführt 
worden,  es  sind  die  Logarithmen  der  elliptischen  Functionen  durch 
trigonometrische  Reihen  dargestellt  und  nachher  durch  Differentia- 
tion und  Transformation  aus  diesen  Reihen  die  obigen  Resultate 
hergeleitet.  Der  eingeschlagene  Weg  enthält  manche  Betrach- 
tungen, welche  sicli  hier  nicht  wohl  in  Kürze  reproduciren  lassen. 

Die  Gleichungen  19)  und  21),  in  unwesentlich  verschiedener 
Form,  hat  zuerst  Jacohi  aufgestellt  (Fund.  p.  101),  ebenso  die 
Gleichungen  15),  IG)  und  17)  in  §  10.     (Fund.  p.  99). 

§  13.    Die  Quadrate  und  Producte  der  elliptischen 
Functionen  in  Form  unendlicher  Reihen. 

Für  die  Verification  der  bisher  gefundenen  Resultate  ist  die 
Bildung  der  Quadrate  der  in  19)  und  21)  des  §  12  angeführten 
Reilien  nöthig.  Diese  Darstellung  hat  zuerst  JacoU  (Fund.  p.  109) 
unternommen  und  zwar  zur  genaueren  Untersuchung  der  von 
Legendr e  betrachteten  elliptischen  Integrale,  welche  Anwendung 
dieser  Reihen  auch  später  gemacht  werden  soll. 

Man  setze: 

2s  — 1  
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QO 

11)       F(x-\-~l0gq)    =    7/(1— ^2r^2.;t)(l_^2r-3^-2x.) 
^  1 

1 

.QO 

I 

OD 

12)     i^(a:+  ^  — 4^^^*^)  =  ^^~''''  cos o; 7/(1  +  2^2^  cos2a;+^^0- 

1 

Für  x  =  0  giebt  die  letzte  Gleichung : 
13)         /^(|_ilog'ry)  =  '2jJ(i-\-q^^y. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  8)  bis  13)   lassen   sich  die  Glei- 
chungen 15),  16)  und  17)  des  §  10  anf  folgende  Weise  darstellen: 

sm  am =    -r-  •  —7 ^-r- r  P7-T 


14) 


cos  am =   e^^    7 — r    ;;7-t • 

2A:«       Fm  ^r+  Y 

J  am =        ;  \      ^^.  . 


<i) 


Die  Gleichungen  14)  zeigen,  dass  man  eine  beliebige  der  vier 
Functionen 

F{x\  i^(^  +  f),  i^(a;~|-log^),  F(a;  + | -^  log^), 

als  fundamentale  Function  nehmen  kann,  mit  deren  Hülfe  sich 
die  elliptischen  Functionen  durch  Aenderungen  des  Arguments  als 
Quotienten  darstellen  lassen.  Es  ist  daher  von  Interesse,  eine 
Function  F(pc)^  definirt  durch  die  Gleichung  8),  genauer  zu  unter- 
suchen. Eine  solche  Untersuchung  führt  durch  Auflösung  des  un- 
endlichen  Products    auf  eine  Reihe,    deren   ebenso    einfache   wie 
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eigenthümliche  Form  JacoU  zu  Resultaten  geführt  hat,  welche  zu 
den  glänzendsten  und  productivsten  Entdeckungen  dieses  grossen 
Mathematikers  gehören. 

Ohne  an  den  Gleichungen  14)  etwas  zu  ändern,  kann  man 
statt  F{x)  den  Ausdruck  C.F(x)  nehmen,  wo  C  in  Beziehung  auf  x 
constant  ist.  Da  die  Darstellung  durch  Hinzufügung  einer  solchen 
Constanten  etwas  an  Einfachheit  gewinnt,  so  soll  statt  F{x)  der 
folgende  Ausdruck  zu  Grunde  gelegt  werden: 

CO  QO 

/-(x)  =  JJ{\  —  qfr  JJ  (1  __  2^2^-1  cos  2x  4-  q''-'' ). 
1  1 

§  15.    Entwickelung  eines  unendlichen  Products  in  eine 
Reihe.    Der  Ursprung  der  Theta- Functionen. 

Es  sei: 

1 
Denkt  man  sich  rechts  die  Multiplication  ausgeführt,  so  ist  auch 

^  =  00 

2)  q){z)  =  A^-VA^z-^,.,.     ==    ^A,z*. 

Setzt  man  in  1)  (f-z  statt  z^  so  folgt: 

^{q'z)  =  {l+q^z)(i+q^z) 

Diese  Gleichung  mit  l-^-qz  multiplicirt,  reproducirt  rechts 
nach  1)  (p{z)'^  man  erhält: 

(1  +qz)(p{q'^z)  =  q){z). 
Nimmt  man  die  Entwickelung  2),  so  lässt  sich  die  vorstehende 
Gleichung  schreiben: 

{i-\-qz){A^+A^q''z  +  ...  +  An-iq^""-^ z^-^  +  ^.^««  z^  +  ...)  = 
A^+A^z^...~\-AnZ^  +  ... 
Die  Vergleichung  der  Factoren  von  ;2«  giebt: 
Anq^""  +  Ar^iq^""-"^  =  An, 


oder: 


^2n-l 


2)  An    =       l_    2n    ^^-^ 


Für   z  =--  0    ist  nach    1)  (p{^)  ==  1.     Die   Gleichung   2)   giebt 
dann  v^o  =  1.    Mittelst  der  Recursionsformel  2)  erhält  man: 
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Man  setze  mit  Jacohi: 

1 


4) 


(\-qz)(\-qH){\--qH)... 

z  z^ 


Wird  ^2:  statt  z  gesetzt,  die  so  erhaltene  Gleichung  mit  - 


qz 
multiplicirt,  so  bleibt  die  linke  Seite  der  Gleichung  4)  unverändert, 

es  folgt  dann: 

5) 

Z  2^  Z^ 


Da  nun  allgemein: 


1+   ""' 


1  —  q'^z  l—q'^z' 

so  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  auch  schreiben : 

1  —  qz        1  —  qz  \          1  —  ^2^  y 


q^z"^  (  q^z 


(-r 


3.  ^^2 


A  +  .... 


(1— ^Z)(l  — ^2;j)     \^       •      1—^3^ 

1-^-1^(1+^0+  (rzi^|^^)(^2+^^o  + 


{\-qz)(\-qH){\—qH) 
Vergleicht  man    diesen  Ausdruck   mit   der    linken  Seite  der 

Gleichung  5),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  B^,  B^ die 

Gleichungen : 

^(^1  +  1)       =B,,    oder    (1  —  ^)^1    =  q, 
q\B^-\-q  B,)  =  B^  ,  (1  -q'^)B^  =  qW,, 

q\B,-^q^B^)  =  B,  ,  {\-q')B,  =  q^B^, 

Diese  Gleichungen  geben: 
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q  q^  q^ 

allgemein : 

Bn    = 


{\-q){\-q'^)„„{\-qn) 
Die  Gleichung  4)  wird  hierdurch: 

=  1+      '^ 


{\-qz){\-q'^z){\-^q^z)..:  '    \-q  '  \~qz 

I  g^ I 

.___i! . 

In  der  vorstehenden  Gleichung  setze   man  q^  statt  q^  darauf 
^2»,  es  folgt  dann: 

1  ==  1+     ^'  '^'^ 


(l_^2«+2)(l_^2n+4)(l„^2«+6)...  *'     1  _  ^2       l_^2n+2 

"^(1— ^y2)(l_^4)  •  (l_^2n+2)(l„^2n+4)-t---- 

Diese  Gleichung  multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit: 


(l_^2)(l_^4)....(l_^2.) 

Der  allgemeine  Term  auf  der  rechten  Seite  ist  dann: 


(1— ^2)(l_^4)...(l__^2m)       (l_^2)(l_^4)...(l_^2n+27«) 


(1— ^2j(l__^4)...(l«_^2m)       (l_^2)(l__^4)...(l_^2«+2m) 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  unter  Anwendung  der  in  Gleichung 
3)  gebrauchten  Bezeichnung  einfacher  durch  Am  ^«+m  ausdrücken. 
Da  ^0  =  1?  so  erhält  man  einfach: 

5  =  QO 


j2 


6) 


q'"  ^^jry 

=   ÄQÄn -jr  AiAn-^l  +  .  * .  *   =      ^^    AsAn^s' 


77(1-^^0 
1 

Setzt  man  in  2)  ;r  =  e^^'  und  ^rz  ==  g-^^*,  bildet  das  Product  von: 
(p{e^^i)     =  A^-i-Ai  e^^^'  +  A^  e""^'  -f- ? 

f/)  (ß-'^^O  =  ^0  +  '^1  ^~^''''  4-  A  ^~''^*  + , 

so  ist  der  Factor  von  e^"-^*  +  e-~~"^'  =  2  cos  Inx  gleich 
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QO 

AqAu-I  +  AiAn-\-l  +  . . .    =    ^^  As  An-^s 

0 

d.  i.  nach  6) 


/7(1— ^^0 
Man  erhält  so: 


q){e^''')q)(e~-^'^)  ^ 


1  +2  ^    q''\os2nx\ 


77(1  _^2r) 

Setzt  man  links  für  (p{z)  seinen  Werth  in  Form  eines  unend- 
lichen Products  aus  1),  führt  die  Multiplication  je  zweier  Factoren: 

aus,  so  erhält  man  schliesslich: 

r  =  QO  ^  n=oc 

^)  H  (l~^'07/0  +  V^~'cos2a:+^*^-^)  =  \+2^q''\Q^2nx. 
r  =  1  1  n  =  1 

Vertauscht  man  x  mit  —  —  x^  so  folgt  leicht: 
8) 

CC  QO  QO 

]J{\~q^'')lJ{\—q^'-H(iH'lx-\-q^'-^)  =  l+2^(— l)V'cos2wx. 
1  1  1 

In  der  Gleichung  7)  setze  man  2  cos  2nx  ==  e^"**  +  e—^''^\  ver- 
tausche  x  mit  x —  y  log^,  multiplicire  die  so  erhaltene  Gleichung 
mit  q^e^\    Es  wird  dann: 

OD  OO 

9)     2q^  cos xJJ  (1  —  q^'')JJ{i  +2^2r)  ^^g  2x-[-q^'')  =  q^  e"^' . 
1  1 

1  1 

1  1 

*  =  22^(^-^)'cos(2/z— l)x-. 
1 

Vertauscht  man  in   der  vorstehenden  Gleichung  x  mit  ^ — x, 

so  ist  endlich; 
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00  06 

1  1 

OD 

2  2(— lf-1  ^(^-^)'sin(2;^— l)a;. 
1 

Die  im  Vorhergehenden  befolgte  Entwickelung  eines  unend- 
lichen Products  in  eine  Reihe,  wie  dieselbe  in  den  Gleichungen 
4)  und  6)  enthalten  ist,  rührt  von  Jacobi  her.  (Fund.  p.  180.)  Auf 
p.  145  der  „Fundamenta"  wird  zuerst  das  Product  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  7),  später  auf  pag.  172  auch  das  Product  auf 
der  linken  Seite  der  Gleichung  10),  durch  eine  functionale  Be- 
zeichnung als  besonders  bemerkenswerthe  Function  hervorgehoben. 
Auf  pag.  183,  fast  am  Ende  des  Werks,  definirt  Jacobi  zwei 
Functionen  &  und  E  auf  folgende  Weise: 

(2Kx\ 
j  =  1  — 2^cos2a;  +  2^4cos4x.... 

OD 

=  1  +  2>^  (—  1)^  ^'^'cos  2nx, 
1 

12)     ^(^)  =  2^i-sina;  — 2^Tsin3a:.... 

00 

=  2  ]^  (—  1)^-^  ^(^-^)'sin (2n—i)x. 

Die  beiden  Functionen  ß  und  ff  sind  die  unendlichen  Reihen, 
welche  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und  10)  vor- 
kommen, durch  einfache  Vertauschung  von  x  mit  -^ — x  erhält 
man  die  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  8)  und  9). 
Die  in  den  Gleichungen  11)  und  12)  vorkommenden  Bezeichnungen 

haben  den  Nachtheil,  dass  dieselben  sehr  unbequem  sind  und  auch 

2Kx 
das  Argument  zu  complicirt  ist,   namentlich   bei  Rechnungen 

mit  derartigen  Functionen,  bei  denen  man  in  die  Lage  kommt 
Functionszeichen  und  Argument  sehr  häufig  schreiben  zu  müssen. 
Dieses  hat  später  Jacobi  bewogen  in  seinen  Vorträgen  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  sich  einer  einfacheren  Bezeich- 
nung zu  bedienen  und  jede  der  in  den  Gleichungen  7)  bis  10) 
vorkommenden  Reihen  mit  einer  besonderen  Bezeichnung  zu  ver- 
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sehen,  statt  sich  auf  die  beiden  in  den  Gleichungen  11)  und  12) 
bemerkten  Bezeichnungen  zu  beschränken.  In  Folge  der  gewähl- 
ten Bezeichnung  „ö-"  heissen  die  Reihen,  welche  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  7)  bis  10)  vorkommen,  „Theta-Functionen" 
(^-Functionen).  Man  kann  diese  Reihen  leicht  in  etwas  anderer 
Form  schreiben,  welche  geeignet  ist,  den  Zusammenhang  dieser 
Reihen  unter  einander  mit  geringen  Rechnungen  darzuthun.  Setzt 
man  2  cos  ij  =  e^'-f-  e~y\  so  ist: 

OD  GO  OO 

l+2y)/*'cos2/i^   —    \  +  y^q''"e^'''''  +  ^/*%-2wa:^ 
1  1  1 

W  =  QO  W  =  CO 

In  der  ersten  Summe  rechts  nehme  man  n  =  m,  in  der  zwei- 
ten Summe  n  =  — m,  es  durchläuft  dann  m  alle  positiven  und 
alle  negativen  ganzen  Zahlen.  Die  Vereinigung  beider  Summen 
giebt: 


^     r"  e- 


^m*  Jlmxi 
n  =  —  Qo 
Auf  diese  Weise  lassen  sich  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
7)  bis  10)  auf  folgende  Art  darstellen: 


^^M^^2m^i  ^(_1)".^".  ^ 


m  rM^  Jlmxi 


13) 


—  GO  QO 

00  -         00 

1  '^T' 


^^(w  +  i)2^(2m+l)a:/^      Jl  V  (_  i)m  ^m  +  i)2^(2m+l)Äre; 


l 

OO 

Diese  Summen  nehmen  eine  etwas  übersichtlichere  Form  an, 
wenn  man  q  =  p^  setzt.    Da  ^  =  e^"^*,  so  ist  auch: 

OP  CO  OO 

V^  gin^  ^Imxi  ^^    ^S^  ^m2  Aogq  -\-  2mxi  ^^   "^  ^am^+2bm 

—  QO  OO  00 

wenn  zur  Abkürzung  log  ^  =  «  und  xl  =  b  gesetzt  wird.  Man 
kann  den  vorstehenden  Ausdruck  dahin  verallgemeinern,  dass  in 
der  Summe: 


14)  S  =  ^^g«^"+2&»i+<; 
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05,  h  und  c  beliebige  reelle  oder  complexe  Grössen  sind.  Setzt 
man  a  =  «  +  ßi^  so  ist  das  Verliältniss  zweier  successiven  Terme 
der  Summe  S: 


^ari'-\-2hn-\-c 


^   p.n+\)a^b 


=  g(2w+i)«  +  &|-cos(2/i+l)^  +  /sin(2n-fl)^]. 
Ist  nun  a  negativ,  so  hat  der  vorstehende  Ausdruck  Null  zur 
Gränze,  wenn  n  unbegränzt  zunimmt.  Die  in  14)  aufgestellte 
Reihe  S  ist  also  immer  convergent,  wenn  der  reelle  Theil  von  a 
negativ  ist,  welche  endlichen  Werthe  auch  b  und  c  haben  mögen, 
es  kann  h  reell,  imaginär  oder  complex  sein.  Die  Quantität  c 
kommt  nicht  weiter  in  Betracht,  da  e'^  gemeinschaftlicher  Factor 
aller  Terme  der  Reihe  S  ist.  Der  Einfachheit  halber  werde  c  =  0 
gesetzt.  Lässt  man  in  der  Gleichung  14)  a  und  h  variiren,  so 
lassen  sich  Beihen  herstellen,  in  denen  das  summirende  Element 
nur  grade  oder  ungrade  ist,  die  Terme  der  Reihe  abwechselnd 
positiv  oder  negativ  sind,  wobei  die  Reihe  mit  einem  constanten 
Factor  multiplicirt  erscheint.  Man  überzeugt  sich  leicht  von  den 
folgenden  Relationen: 

'V^  ^am^  +  Ihm     __    'V  / ^  \m  ^am^-{-  2m(b  + 1  ni) 

Diese  Reihen  sind  die  in  13)  aufgestellten  Reihen,  nur  in 
etwas  veränderter  Schreibweise. 

Reihen  von  der  Form  der  in  13)  und  14)  aufgestellten  Reihen, 
d.  h.  Reihen  von  Exponentialgrössen,  bei  welchen  das  summirende 
Element  im  Exponenten  in  der  ersten  und  in  der  zweiten  Potenz 
erscheint,  hat  JacoU  einer  eingehenden  Untersuchung  unterworfen 
und  hat  in  Beziehung  auf  Relationen  zwischen  derartigen  Reihen 
die  Fundamente  zu  einer  ebenso  interessanten  wie  wichtigen 
Theorie,  der  Theorie  der  Theta-Functionen,  gelegt.  Die  Lehre  der 
elliptischen  Functionen  erscheint  als  eine  Folgerung  der  Lehre  der 
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In  dem  Quadrate  {zi  QY  setze  man : 
cos(2r — l)a;cos(25 — \)x  =  ~Q0^1{r-\-s  —  l)a;  +  ^cos2(r — s)x. 

Der  Factor  von  cos2wa;  besteht  aus  zwei  Reihen,  einer  end- 
lichen, durch  Summation  der  Argumente  und  einer  unendlichen  für 
eine  constante  Differenz  der  Argumente  gleich  In.  Bezeichnet  man 
diesen  Factor  durch  Bn,  so  ist: 


Bn  = 


\/q     \/7^     ,     \/ct'      l/^'"~'     ^         ,     l/^'"-^       \/q 


t— 1     '     1     \rS    1  _L/y2n— 3  +  ••••  + 


1+^    l+^2«-l     '     l_j_^3    1_J_^2«_3 '     l_|_^2ft-l    1_|.^ 


\/q_     i/g^"+^      .    J/V_  iV^lL  _}_ 


oder  kürzer: 


2r— 1  2w— 2r-j-l  r  =  od         ^r— 1  2«+2r— 1 

2  /v  2  W--,         ^2  /v         2 


"  ^    ^^^I4.^2r-ll_,_^2«-2r+l-r-     ^^  ^  ^  ^  2r-l  ^  ^ ^2«+2r-l 


1    ^  ^^         1  1  ^    ^ 


^2r-l 


2^    ^^^l-|_^2r-ll_j_^2«-2r+l    '     ^       ^^  (j  _|_^2r-l)(l  ^^2n+2r-l) 

Es  ist  nun  identisch: 

^2r— 1  I         /      ^2r— 1  ^2n+2r— 1 


-) 


(1  +  ^^'— 0  (1  +  ^2«+2r-l)  1  —  ^2n  \l  _|_  ^2r-l  ^  _|.  ^2«+2, 

Legt  man  r  alle  ganzzahligen  Werthe  von  1    bis  oo  bei,  so 
erhält  man: 


'>  SöT      ' 


2r— 1 


^2r-l)(l_j_^2n+2r-l) 


\         {       q  g3  ^2n-l  ^2«+l 


3     '    •  •  •    •"  11    ^2w— 1  "^  1    I    rM+\    "■" 


l_^2n||^^    '     1+^3     '    •••    '     l-f_^2n-l     •     l  +  ^2«+l 

+  ..., 


^2n+l 


.^2n/  l+^2n+l 

\  L       q  ^3  ^2»-l 


+  T-T— ,  +  ... 


l— ^2njl_|_^     '     i_,_^3 1_|_^2 

Die  identische  Gleichung: 

1  -|-^2r-l  l_|_^2«-2r+l    "    (^^  1  +  ^2r-l  ~  l_^^2„-2r+iy     1  _  ^2« 

giebt: 

Enneper,  ellipt.  Functiouen.  5 
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r  =  l 


2n— 2r+l 


_^_/ 
\~(^\\ 


q  q'  q'^~' 


Mit  Hülfe   dieser  Gleichung    und    der  Gleichung    3)    reducirt 
sich  der  Ausdruck  für  B»  in  2)  einfach  auf: 

z?    _  1     ^^" 
^«  —   2    1— ^2„- 

Der  von  x  unabhängige  Term  in  {zi  QY  ist  nach  2): 
1  ^        q^r~i 


^^{l  +  q^r-iy 
Man  erhält  so,  wenn  n  statt  r  gesetzt  wird: 


1     ^v^       ^2«~i  1     ^^  /^^"  COS  2^20; 


^2n 


wo: 

/•  =  1  ^      ^      / 

Geht  ^  in  — q  und  x  in  -^ — x  über,   so  geht  zi  über  in  z. 
Nach  5)  geht  dann  ^^  ti^er  in  — ^2^  es  folgt  aus  4): 

1  ^  n  q^  cos  'lux 


^2« 


Setzt  man  in  4)  x  =  0,  in  5)  x  =  -^,  also  z  =  1 ,  Zi  =  1 ,   so 
erhält  man  für  Q^  die  beiden  Gleichungen: 


q2n    > 


Durch  Addition  folgt: 
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Die  Gleichungen  4)  und  6)  addirt  geben: 

^  /         rp.n-\  ffin~\        \ 

8)    2(.^  +  .,^)ö.  =  2-((-rf^^.  +  (T:!^;^.)- 

Für  ic  =  0  folgt: 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  7),  so  ist: 

1         ^      ^ 
Bildet  man  das  Quadrat  der  Gleichung: 

11)  ^2ft  =  l+42^-^^cos2^a;, 

so  ergiebt  sich  als  Factor  von  cos  Inx  die  folgende  Summe: 

oder  kürzer: 

r  =  w — 1  r  ==  CO 

1  _|.  ^2«   "f-  ^      jU^       1  _|_  ^2r     1  _|_  ^2«-2r  t"  ^""^^^  1  4.  ^2r   ^  ^  ^2«4-8r  ' 

Es  ist  nun: 

^  ^r  ^«+r  ^»         V^  /     g^**  ^2n-+-2r        \ 

^j  1+?^    r+^^^+2-r    =    l_^2n  ^  Vr  +  ^^  ~    1  _|-  ^2n+2r  ^ 

=         g"        /      g'  ,  g'  ,  ,  g^"       \ 

1—^2«   \^1  +  ^2    t-  1  _^  ^4   -f  •••  -^  1  ^  ^2«  y  • 

r  =  w — 1  r  =  /i — 1 

^  ^r  ^n-r  _  g"         ^      A  g*"  ^2n-2r      \ 

=    (n-l)£«   _  _%t_(_t__      .     _li_    .  .  g'""'       \ 

Durch  Vereinigung  der  vorstehenden  Resultate   reducirt   sich 

der  Factor  von  cos  Inx  auf: 

8g"         8(y^— l)g»         16  g»        g'^" 
1  4-^2«  +      1  —  ^2«     +  1  —  ^2«  *  l+g2«  • 

5* 
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Durch  Verbindung    des   ersten   und  dritten  Terms   wird   die 
vorstehende  Summe  einfacher: 

8ng» 

1— ^2n- 

Die  Gleichung  11)  giebt  folglich: 

^  ^  cos  271X 


12)  (^.ft?  =  i+82(rf^,^%8:^^ 

Da  ^2  =  1  für  ^  =  0,  so  erhält  man  aus  \2] 

13)  ft^=i+82(rf^„y+8|:T: 


.^2« 


Eliminirt    man    zwischen    den   Gleichungen    6)    und  12)    die 
Summe: 

so  erhält  man  zwischen  z  und  Z2  die  algebraische  Relation: 

14)    {z, Q,y  +  l^izoy  =1  +  8  ^{jf^J  +  8 S  (T^^  • 
Für  X  ==  0  folgt  hieraus : 

15)  ft--i+8|:(^„y+8j:^^^Py 

Subtrahirt  man  die  Gleichung  9)  von  der  Gleichung  8),  so  ist: 

16)        z^^-hz^  =  1. 
Subtrahirt  man  die  Gleichung  15)  von  der  Gleichung  14),  di- 
vidirt  durch  Qi^,  so  ist: 

,,.  +  16(1)%^=!, 


oder  zur  Abkürzung: 
gesetzt: 


17)      4  I  =  ^ 


18)        z^^  +  k'h^  =  1. 

Nimmt  man  o;  =  ^ ,  so  giebt  die  voi'stehende  Gleichung  in 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  1)  und  10)  des  §  11: 
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Diese  Gleichung-  zeigt  unmittelbar,  dass  A-2  ein  achter  Bruch  ist. 

Setzt  man  die  Werthe  von  Q  und  Q^  aus  den  Gleichungen 
18)  und  20)  des  §  12  in  die  Gleichung  17),  so  erhält  man  zur 
Bestimmung  von  k  auch  folgende  Gleichung: 


..)      .r,  ff  (,-V^,)'  - ». 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  k  wesentlich  positiv  ist,  folglich 
])ezeichnet  k  einen  positiven,  ächten  Bruch.  Durch  Substitution 
des  Werths  von  k  aus  20)  in  die  Gleichung  19)  „sequitur  aequatio 
identica  satis  abstrusa " : 

[(l-^)(l-./)(l-^0....?  +  16ry[(l+^2)(i+^4)(i+^6)....]8 

==  [(1  +  ^)  (1  +  q^)  (1  +  r/) . . .  .]8.  (Fund.  p.  90.) 

Bildet  man  das  Product  der  beiden  Gleichungen: 


21) 


00 


^1^  =  ^rqrjii^r  cos  (2^-1)^, 

z^Qi  =  1  +  4^^-^  cos2^a;, 


bezeichnet  durch  C2n-{-i  den  Factor  von  cos(2^j-|-  1)^;,  so  ist: 

2«-t-l 

r       -      ^  ' 

2n— 1  2w— 3 

121^^  ^  '  I      ^'         '^"^       I         ,       r         Q^  \ 

2m+3  2n+5 

^        Vl+^/    1  +^2«+3    ^   1_|_^4    1   _|_^2»  +  5^'"y 


+  2 


/i  /yM+l 


\'+q  r+YH=^  ~*"  iT?  l  +  ^2n-H  +  •••  J^ 


oder  kürzer: 


2W+1  ,,  =^  ^  2n-2r+l 

2  ^      ^^  n         2 


r  =  oo  2n+2r+l  2r-l 

r  =  1  ^^  +  ^^''     ^  +  ^2«+2r+l  -t-   I  _^  ^2r^i   j  _^  ^2«+2ry  ' 
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Man  findet  leicht  durch  Zerlegung: 

2n+2r4-l  2r— 1 


^W+i        ^-1/       q^r  ^2«+2r+l  ^2r-l  ^2n+2r     \ 


/W+i 


1 ^2n4-l 


•+■ 


q^ 


fin 


1+^2     •     14.^4 


+  ...+ 


1  +  ^ 


2w 


+  t4-+   '' 


1  +  ^  '  1  +  ^3 

Es  ist  ferner: 


+  ...+ 


,2n4-l 


1  -j.  ^2«4-l^ 
2n— 2r+l 


1 ^2n+l 


^j    1-1- ^2r      1  _|_^2n-2r  +  l 


nq 


n  +  i 


^^+i-    r 

l_-^2n+l[l 


-f 


^4 


v2n 


+  ...+ 


1__^2«+1  l_^2nH-l  |^1_|.^2     ■     1_|_^4    •    •••    '     1_|_^S 

Die  Vereinigung  der  vorhergehenden  Summen  giebt: 


2«+l 


Czn-^-l 


2nq 


2n+l 


2w+l 


+ 


2q 


.2n-l-l 


Durch  Vereinigung  des  ersten  und  dritten  Terms  reducirt  sich 


dieser  Ausdruck  auf: 


^2n+l 


(2«+l)<?" 


2»+l 


1 ^2n4-l 

Nimmt  man   wieder  s  statt  n  als   summirendes  Element,  so 
geben  die  Gleichungen  21): 


22)    z,z<,Q,Q^ 


=^:f^-fe^^os(2._i).. 


Man  kann  noch  ähnliche  Ausdrücke  für  zz^QQi   und  z  z^  Q^ 
aufstellen,  da  dieselben  sich  indessen  kürzer  finden  lassen  mittelst 
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der   folgenden   Entwicklungen,    so    möge    diese  Darstellung   hier 
unterbleiben. 

§  14.  Yeriflcation  der  Reihen  für  die  elliptischen  Functionen. 
Besondere  Darstellung  der  Zähler  und  Nenner  der  unend- 
lichen Producte. 

Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  1),  16),  18)  und  24) 
des  vorhergehenden  §  giebt: 

25—1  » 

^r^  ~2 — 

1)  z.Q=   2d  1 1.2.-1  sin(2.--l)a;, 

1     ^      ^ 

2)  z^^-^z^  =  1,  Z2^-hkH^  =  1, 

2<— 1 

3)  z,z,OQ,  =  J^^^'~^1L'     cos(2.-l)a:. 

1  ^ 

Man  nehme  zi  und  Z2  positiv,  ersetze  die  Gleichungen  2)  durch 
die  folgenden: 

4)        zi  =  l/T^^,    Z2  =  \/i—kH\ 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht  um- 
gekehrt X  durch  z  ausdrücken,  der  hierbei  befolgte  Weg,  sowie 
die  Herleitung  der  Gleichung  3)  sind  wesentlich  zuerst  von  Heine 
angegeben  worden,  nämlich  die  unendlichen  Producte  in  Reihen 
aufzulösen  und  diese  Reihen  zu  verificiren. 

Wegen  der  Gleichung  1)  ist; 

Die  Gleichung  3)  wird  hierdurch  einfacher: 
dz 


dx  ^'^'^^' 


d.  i.  nach  4): 


wo  k  ein  positiver,  ächter  Bruch  ist.  Da  für  o;  =  0  auch  2  =  0, 
so  giebt  die  Gleichung  5)  integrirt,  wenn  die  Integrationsvariabele 
durch  t  bezeichnet  wird: 
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6) 


/    i/(i-fO(i-ftV) 


Für  ^  =  -0-  ist  ^^61'  ^  =  1.    Die  Gleichung  6)   giebt  folglich; 


/ 


dt  r\      -^ 

Vi  • 


l/(l  — /2)(1_^2^2)  '•2* 

Bezeichnet  man  das  links  stehende  Integral   wieder  durch  K^ 
so  ist  K=  Q\-^,    Für  diesen  Werth  von  Q^  wird  die  Gleichung  6): 
.  P^  dt  IKx 


^2)(1_^2^2)  JT 

0 

Die  vorstehende  Gleichung  führt  wieder  auf  die  Definition  von 
z  in  Function  von  x,  wie  die  in  §  6  gegebene,  d.  h.  man  kommt 
umgekehrt  auf  dieselbe  Integralgleichung  zurück,  welche  den  Aus- 
gangspunkt der  bisherigen  Untersuchungen  bildete.  Die  Gleichungen 
4)  und  7)  geben: 

^Kx                            'IKx                  .       IKx 
z  =  smam ,     zx  =  cos  am ,     zo  =  Jam . 

Durch  diese  Gleichungen  ist  die  Richtigkeit  der  unendlichen 
Producte  15),  16)  und  17)  des  §  10  bewiesen. 

Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  Zähler   und  des  gemein- 
schaftlichen Nenners    dieser  Producte   zeigt,    dass   dieselben  sich 
sämmtlich    aus   einer  Function   durch  Aenderung  des   Arguments 
herleiten  lassen.    Setzt  man  nämlich: 
r  =  00 

8)  F{x)  =     U  (1  —  2^2.^1  cos  Ix  +  q'^-^), 

r=l 
SO  ist: 

00 

9)  F{x  +  ^ji)  =  77(1  +  2^«^-!  cos  2a;  4-^*'-^). 

1 

Für  a;  =  0  erhält  man  aus  8)  und  9): 

10)     /'(o)  =  /Z(l-«^->)^  ^(f)  = //(i+j^'-r 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  8)  und  9)  x —  irlog  q  statt  x, 
so  gehn  dieselben  über  in: 
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Theta-Functionen,  eine  Folgerung,  welche  im  Folgenden  nach  dem 
Vorgange  von  Jacohi  kurz  angemerkt  werden  soll.  Diese  Dar- 
stellung nimmt  in  der  Hinsicht  keinen  unnöthigen  Raum  in  An- 
spruch, als  die  zu  entwickelnden  Gleichungen  zwischen  Theta- 
Functionen  nicht  nur  für  die  Lehre  der  elliptischen  Functionen 
und  Integrale  wesentlich  sind,  sondern  die  Theta  -  Functionen  für 
verschiedene  Zweige  der  Mathematik  von  grosser  Bedeutung  sind. 
Der  von  Jacohi  eingeschlagene  Weg  ist  später  in  zwei  bemerkens- 
werthen  Abhandlungen  weiter  verfolgt  worden,  indem  statt  der 
einfachen  Summe  .lS"  der  Gleichung  14)  eine  Doppelsumme  von 
der  Form: 

"V^  'V^  göm2+öiWi2+  Ihmnh  +  2cm  +  'Ici  m,  -f-  g 

zu  Grunde  gelegt  wurde,  in  welcher  a,  a^,  b,  c,  c^  und  g  beliebige 
Quantitäten  und  w,  %  summirende  Elemente  sind,  welche  unab- 
hängig von  einander  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen 
Werthe  annehmen.  Die  Betrachtungen  einer  Doppelsumme  von 
der  obigen  Form  führte  auf  Functionen  von  zwei  Variabein  und 
vier  Perioden,  zu  Functionen,  welche  nach  JacohH  Vorschlag 
„Ahelsche  Functionen^  heissen.  Die  beiden  oben  erwähnten  Ar- 
beiten, welche  zuerst  in  hervorragender  Weise  ein  ganz  neues  Ge- 
biet der  Analysis  erschlossen  haben,  sind  die  folgenden: 

Göpel:  Theoriae  transcendentium  Abelianarum   primi   or- 

dinis   adumbratio    levis.      Grelle,   Journ.  t.  35   p. 
277—312. 
RosenJiain:    Memoire   sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  a 
quatre  periodes,  qui  sont  les  inverses  des  integrales 
ultra  -  elliptiques  de  la  premiere  classe.    M6moires 
presentes  par  divers  savants.    (Savants  etrangers) 
t.  XI,  p.  361—468.    Paris  1851. 
Auszüge    aus   der  zweiten  Abhandlung  in  Briefen   an  Jacohi 
enthält  Grelle  Journ.  t.  40   p.  319  —  360.      In   der  Einleitung   zu 
seiner  Abhandlung  hat  Rosenhain  einige  Resultate  aus  der  Theorie 
der  Theta-Functionen  nach  Jacohi  aufgestellt. 

Es  muss  hier  mit  Rücksicht  auf  weitere  Ausdehnungen   der 

£nu  eper,  ellipt.  Functionen.  Ö 
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in  14)  aufgestellten  Reihe  S  und  ihre  Anwendungen  in  der  allge- 
meinen Theorie  der  Abels chen  Functionen  bei  diesen  Andeutungen 
bleiben.  Die  allgemeine  Theorie,  das  Werk  der  bedeutendsten 
neueren  Mathematiker,  wie  fi'eierstrass ,  Riemann,  Hermite  u.  A. 
erfordert  weitere  Untersuchungen,  welche  ausserhj^lb  des  Gebiets 
dieser  Vorträge  liegen. 


Fünfter  Abschnitt. 


§  16.    Die  Theta- Functionen.    Beziehungen  zwischen 

denselben. 

Im  Folgenden  werde  unter  q  ein  positiver,   ächter  Bruch  ver- 
standen, oder  allgemeiner,  eine  Exponentialgrösse  von  der  Form: 

wo  a  und  h  wesentlich  reelle,  positive  Quantitäten  sind.  Die 
Variabele  x  kann  jeden  beliebigen,  reellen,  imaginären  oder  com- 
plexen  Werth  annehmen.  Dieses  vorausgesetzt,  werden  die  vier 
Reihen,  welche  unter  13)  in  §  15  aufgestellt  sind,  ,, Theta- Func- 
tioneyi^  genannt  und  nach  Jacohi  auf  folgende  Art  bezeichnet: 
m  =  oo  r  =  zc 

1)  ^{x,  q)=     ^     {--xyn^m-^^^mxi  =  1  +  2  ^  (_  1)V'  COS  2r.r 

m= — OD  r=  l 

==  1  —  2q  cos  2x-\-2q^  cos  4a;  —  1q^  cos  6a;  -f  2q  i^  cos  Sx . . . . 

1     "^ 

2)  ^,(a',^)  =   T  ^{—\y^qi:>n+\Y^{2m+\)xi 

OD 

=  22(-~l)V''-^)*  sin  (2r—  l)a; 

1 

1  0  315 

=«2^*  sin  o;  —  2^ '  sin  3a: -J- 2^  '  sin 5a;.... 

00  QO 

3)  ^2(0;,^)  =  ^^(^-f-DV^^^+l)^^"  =  2^^(^-i)'cos(2r-l> 

—  OD  1 

=  2q'  cos  X  -f  2^^cos  3a:  +  2a;''^cos  5a;-f  . . . . 
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—X.  1 

=  \-\-1q  COS  2x  +  2q^  cos  \x  -\-  2q^  cos  6a:  +  2^25 cos  lOo:  -f . . . . 

Diese  vier  i^- Functionen  sind  von  den  beiden  Argumenten  x 
und  q  abhängig,  behält  q  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben 
Werth,  so  soll  q  unter  dem  Functionszeichen  nicht  mit  angemerkt 
werden,  also  einfach  d-{x)  statt  d-^x^  q)  gesetzt  werden.  Es  werde 
vorläufig  x  reell  genommen. 

Die  Functionen  ^,^9-2,  ^3  sind  grade  Functionen  von  Xy  die 
Function  d-^  ändert  mit  x  ihr  Zeichen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  ergeben  sich  unmittelbar  die 
folgenden  Gleichungen,  in  denen  n  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnet: 

d-ix  -f  njt)  ==  {h(ai) ,  ^x  -f  ^^^^  ^)  =  ^aW, 

&^{x+njt)  =  ,%{x),  H^+^-^^-^Jt)  ==  ^(x), 

Mx-^7iJt)  =  (-l)«^i(.r),  M^+^-^^J^)  =  (— 1)"^2W, 

Die  Gleichungen  5)  zeigen,  was  auch  unmittelbar  aus  der 
Definition  der  Theta  -  Functionen  hervorgeht,  dass  dieselben  perio- 
disch sind. 

Setzt   man  in   der  Gleichung  1)  a:+-K-log^  statt  x,  so  folgt: 
^(a;+-ilog^)  =   ^(-~lf^^^'e2m(a:+|log^)i_ 


6* 


5) 
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Da  m  alle  reellen  ganzzahligen  Werthe  von  —  cc  bis  -f  oc 
annimmt,  so  kann  mau  in  der  letzten  Summe  rechts  m  -f-  1  statt  m 
setzen,  dann  folgt: 

00 

d.  i.  in  Folge  der  Gleichung  2): 

Js[immt  man  hierin  — /  statt  i,  so  ist: 

d^{x—  Y  log  q)  =  i  q—h'^%{x) . 
Ganz  auf  dieselbe  Art  folgt: 

Die  Gleichung  2)  giebt  x-\-  -^  log  (/  statt  x  gesetzt: 

QC 


=  —iq-ie^i  ^  (_l)My»«^«2mM, 


(1.  i.  nach  1): 


ö-,(.r+-^  log  j)  =  — «v-VHt), 


Ebenso  ist: 

»•2(.tO  +  ^  log*)  ==    -/-^^^^iW- 

Die  Zusammenstellung  der  vortieigelienden  Resultate  giebt: 


6) 


»3(a-  +  ^  log  9)  ==         y-ie'^ix) . 
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Vertauscht    man   in    den    vorstehenden    Gleichungen    x    mit 
^^•-f-  ylög'^/?  so  folgt: 

.%{x^i\0^q)  =  ~-q--^e^''%{x),d',{x  +  i\ogq)  =  q'-h'^^\%{x) , 

Aus   diesen  Gleichungen  und  den  Gleichungen  6)  leitet  man 
die  folgenden  ab,  in  welchen  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

^(.H-^H'log^)  =  (— lf^^-^'*V^*^^^>(.r), 

d^^{x  -h  miXo^q)  =  r/-^'e2''*^^>2G^0, 

^aC^'  +  ni  i  log  q)  =  ^f-m^^mxi  ^^^^^  ^ 


7) 


8) 


n/  2//i-f  1  _(2.2±.Y 

n^*'+ 2 ^'log^/)    ==    (—ly^'q     ^     2    ^e^2m+ljxi^^^(^^)^ 

a  /      .    2;?i-|-l  _(2.2±i)2 

^iC^H ^  ilogq)   =   (—lY'^+'q    ^    2    \f2«,+l;^e,^(^^,)^ 

n    /       ,    2/W+l  _(22±.1)2 

M^4-— 2"  /log^)  =  q       '^      e<'^''-^^^^\y%{x), 

^30>^+  — 2— üogry)  =  </    ^    2    ^gr2m-hi;x,-  ^^1^^^,)^ 

Mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8)  lassen  sich  drei  der 
Theta-Functionen  immer  durch  die  vierte  ausdrücken.  Wegen  der 
Complication  der  Argumente  ist  es  indessen  vortheilhafter,  sich 
verschiedener  Bezeichnungen  zu  bedienen. 

Es   ist  ^i(.r-f /^J^)  ==  (— l)«^i(a:).    Nimmt  man  —x  statt  x, 
so  folgt  wegen  d^^{  —  x-^njt)  =  —d-^ix—nji): 
^,{x  —  nji)  =  (  — I)'^^i(.t). 

Bedeutet  also  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ist  allgemein: 
^%{x-\-nji:)  ==  (— l)«^i(a;). 

Vertauscht  man  in  der  ersten  Gleichung  8)  x  mit  x-j-njt,  so 
folgt,  da  e^'^^  =  (  — 1)«,: 

2m  4-  1  /2m+l\2 

^X'\-njr-\ — -—-ilogq)  ==  (— 0^'»+V/   ^-T"^  gr2m+Un^^(^.). 

Nimmt  man  hierin  a;  =  0,  so  verschwindet  die  rechte  Seite, 
man  erhält: 
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8)      ^(wjr-f?^±^nog^)  =  0. 

Analog  lassen  sich  die  Werthe  des  Arguments  finden,  für 
welche  die  drei  anderen  Theta  -  Functionen  verschwinden.  Man 
findet  ohne  Schwierigkeit  mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8): 

(  d-iinjt  +  milogq)  ==  0, 


10) 


^  .2n  -|-  1  .  .      . ,       . 

^2( — ^ifc  +  mt\ogq)  =  0, 

^  ,2w+l      ,  2m+l.,       .         . 


Die  Gleichungen  7)  zeigen,  dass  die  vier  Theta  -  Functionen 
durch  Zunahme  des  Arguments  um  ein  ganzzahliges  Multiplum  von 
i  logq  in  sich  zurückkehren,  multiplicirt  mit  einem  geAvissen  Factor. 
Der  Quotient  zweier  Theta  -  Functionen  behält  durch  eine  solche 
Aenderung  des  Arguments,  abgesehu  vom  Zeichen,  denselben 
Werth.  Da  die  Theta -Functionen  an  sich  periodische  Functionen 
sind,  so  folgt,  dass  die  Quotienten  derselben  doppelt  periodische 
Functionen  sind.  Dieses  folgt  auch  durch  Vergleichung  der  Theta- 
Functionen  mit  reellen  und  imaginären  Argumenten,  ein  Verfahren, 
welches  sich  leicht  auf  die  Lehre  von  den  allgemeinen  Theta- 
Functionen  übertragen  lässt. 

5  17.    Vergleichung  der  Theta-Functionen   mit  reellen  und 
imaginären  Argumenten. 

Die  Theta-Functionen  mit  imaginärem  Argument  lassen  sich, 
wie  zuerst  Jacobi  (Fund.  p.  161)  gezeigt  hat,  wieder  auf  Theta- 
Functionen  reduciren,  in  welchen  das  Argument  reell  ist,  die  durch 
q  bezeichnete  Quantität  ändert  hierbei  ihren  Werth,  so  dass  die- 
selbe unter  dem  Functionszeichen  mit  angemerkt  werden  muss. 

Die  einfachste  Methode,  Theta-Functionen  mit  imaginärem 
Argument  zu  entwickeln,  rührt  von  Jacobi  her  und  ist  zuerst  von 
Rosenhain  mitgetheilt  worden  (Savants  ^trangers.  t.  XI  p.  396). 

Da  log  q  =  e'"^*,  so  lässt  sich  die  Gleichung  4)  des  §  16  auch 
auf  folgende  Art  schreiben: 
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m  =  Qo 


m=  —  or  —  QO 

oder  xi  statt  .t-  gesetzt: 


■jTj 


log  (7  '«r^     V         log  ^ 
£5 


m 


-  1^)  ^«g^' 


Setzt  man  zur  Vereinfach uug : 

-El 
1)    B',(xi,q).e^^sg  =  9)(a,) 

und  zur  Abkürzung  log  —  ==»  « ^   wo  also  a  wesentlich  positiv  ist, 
so  folgt: 

2)      (p(a:)  =  2rf  e  . 

OD 

Setzt  man  rechts  — x  statt  o;  und  — m  statt  w,  so  bleibt  die 
rechte  Seite  ungeändert.  Es  ist  also  ^( — x)  =  ^(x).  Die  Gleichung 
2)  giebt  x  +  a  statt  x  gesetzt: 


9{^  +  a)^T,e-''('"+'+^y 


Setzt  man  rechts  einfach  m  statt  m  -f- 1,  so  ergiebt  sich  wieder 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  2),  d.  h.  es  ist  (f)(x -{- a)  =  ^{x). 
Die  Function  (p(x)  ist  also  eine  grade  und  eine  periodische 
Function  von  x  mit  der  Periode  a.  Nach  der  Reihe  von  Fourier 
(Note  II)  kann  man  also  setzen: 

r=oo 

3)     (p{x)  ==  ^0  +  2     J^    .4rC0S — ?. 
r-»  1 

Setzt  man  hierin  x  +  ß  statt  .r,  so  folgt : 

OD 

(p{x  +  «)    -=    .4o  -f  2  ^  i—^YAr  cos  — . 


1 
Diese  Gleichung  von  der  Gleichung  3)  abgezogen,  giebt: 
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Da  X  variabel  ist,  so  kann  diese  Gleichung  nur  allgemein  für 
A^r-i  =  0  bestehn.    An  Stelle  der  Gleichung  3)  tritt  die  folgende: 

CO 

2rjtx 

cos . 


4)         (p{x)  =  ^0  +  2  2  A2r 
In  dieser  Gleichung  ist: 


1  « 


na     ,    .  %'JIU 

aAir  =  J   cp{u)  cos  ~T~^^* 

Substituirt    man    rechts  unter   dem  Integralzeichen   für  ^{u) 
seinen  Werth  aus  2),  so  folgt: 


m= 00 


oder  ■—  «=  w  gesetzt: 


A2r  =  ^fe-^"^  +  ^)'  cos  Irjirv  dw 


d.  i. 

m  =  oo 

5)      A,r=/e-<'"''(i0^ir:rn'd>v+    Y.  fe-<'>'+'"^'coe1rjcmdw 

m  =  1  ° 

Die  Summationen  rechts  lassen  sich  leicht  auf  die  Gränzen 
übertragen.  Man  setze  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  5)  ?d  =  v.    Für  ?ti  -\-7v  =^  v  folgt: 

Je*    ^  Q,o^2rjt?vdtv   =  J       e        co&2rxv  dv, 

0  m 

Nimmt  man  m — rv  =  v,  so  folgt: 

J  e'~^^^~~^^  Qosirjtw  d?v  =   /    e~^^  ao^'lrjtv  dv . 

0  Vn-1 

Durcli  diese  Transformationen  nimmt  die  Gleichung  5)  folgende 
Form  an: 


e         {^Q^%^jiv  dv -\-  j^  J         e         coa'Irjtvdv 

1      "» 

"^^       nm  — dj)'^ 

-\-    7J  J    e        coazrjivdv. 
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0  l  2 

+  /'  +  r  +  /'  +  •••• 

0  1  2 


Durch  Zusammenziehnng  der  Gränzen  folgt: 

/—     ^'^* 
Air  =  2  f'^e~^^\os2rjtvdv  =  W-e      ^   * 

Die  Gleichung  4)  wird  hierdurch: 


Setzt  man: 


und  a  =  log—,  so  wird: 

6)        ^3(a^e,  ^)e^    =  l/— /l  +  2;^^   ^^4  cos|^-f ) 

log^^^  1  ^q^ 

Der  Einfachheit  halber  führe  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

7)        log  ^  log  ^'  =  jt^. 
Die  Gleichung  6)  wird  dann  einfacher: 

_£«_  . OD  0       ^ 

log^^  1  log^ 

da  nun: 

1  log—  Mog—    ^ 

so  ergiebt  sich  schliesslich  die  Fundamentalgleichung  in  der  Theorie 
der  Theta- Functionen: 

8)       M^i,  ,)  =  \/7^  ,e  '°«T*,  (-i^,,A; 
log-  Vlog-     / 

WO  q  und  q^  durch  die  Gleichung  7)  verbunden  sind.     Vertauscht 
man  in  dieser  Gleichung  x  mit  xi,  so  folgt: 
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1 


Eine  andere  Methode,  welche  sieh  mit  Hülfe  der  vielfachen 
Integrale  verallgemeinern  lässt,  besteht  darin,  die  Function  ^3(0^,^) 
durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen  und  auf  dieses  Integral 
ein  Theorem  von  Lejeime-Dirichlet  anzuwenden.  Der  zu  befolgende 
Weg  ist  der  umgekehrte,  welchen  JacoU  eingeschlagen  hat. 

In  der  Gleichung: 


GT 


setze  man  successive  r=  1,  2,  3, v,  multiplicire  die  erhaltenen 

Gleichungen   respective  mit   1,  2cos2a;,  2cos4a;, 2cos2i'a;  und 

bilde  die  Summe  sämmtlicher  Producte.     Man  erhält  so: 

10)    —  [1  +  2^      "    cos2a;-h2e        "    cos4a;4-..4-2e         ^    cos2j;a:] 


=  y  e    ^  "  [1  -f-  2  cos  Ihu .  cos  2a:  -j- . . .  +  2  cos  2vbu  cos  2vx]du 

—  00 

^  n  +  cos 2  (^?w  -f-  o:)  -f  . . . .  -f  COS 2v(bu  4-  x)  \du 

~^   S    ^  ^  -f  C082(^/w  —  x) -h  . . . . -f  cos  2i;(ftz<  —  x)\du 

=  i  /.Qo^-^'^'sin(2i^+l)(^^  +  >^)^ 
2^^  mi{bu-\-x) 

-^  _  cc  sm(&w  —  X) 

Im  ersten  Integrale  rechts  setze  man  bu  +  x  =  v,  im  zweiten 
Ifu  —  x  =  v,  die  rechte  Seite  von  10)  geht  dann  über  in: 

1     r.~a<'l^f^m{2v^l)v  J_    r.-aK"^^^in(2r 4-1)1; 

2&--«>  sint;        ^'"'^^b'^o:  smv. 


2&  ~ 


.«.(— )'^     ^     „-a<4')^' 


— L__! — L  dv. 
sme; 


Bringt  man  das  rechts  stehende  Integral   auf  die  Gränzen  0 
und  oc,  so  wird  die  Gleichung  10): 
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\/jt 


— r2/1^2 


-^[1  +  2^^    '^^^     cos2ra^] 


1    /><» 

1)4 


r  =  l 


sin  (22^-1-1)1; 


smv 


</r, 


Lässt  man  in  dieser  Gleichung   v  unbegränzt  zunehmen,    so 
folgt  nach  dem  Theorem  von  Lejeune-  Dirichlet : 


i^r 


—  [1+2  y]  e         **    cos2r^] 

Ö5  -^^ 


6\2  ao 


jr 


-"f-r-y ,  -«'C^r^ 


+  e 


OD 


1+2 


(' 


Man  dividire  durch  |/jr,  multiplicire  mit  a  und  setze  rechts 
ß«;  _|.  ^«;  ^  2cosw?:, 
dann  folgt: 


b\2 


■(«) 


C082i^a; 


1+2  2- 
1 

Ftir  e    a^  =^  q  und  <?    ^  b^  =:  q'  erhält  man  wieder  die  Glei- 
chungen 7)  und  9). 

Für  a:  =  0  giebt  die  Gleichung  9): 


^3(0,  q) 


log 


^3(0,^0- 


—        V     1      1 

Da  nun  log^  log  ^' =  jr2,  so  ist  |/jr  =   1/log— log— ,    setzt 
man  statt  der  Theta-Funciionen  die  entsprechenden  Reihen,  so  folgt: 


4      / 

I /logi  .  [1  +  2^  +  2q^  +  2q'^ -}-....] 
V  q 

=    l/log^,.  [1  4- 2^' +  2^'4  4.2^/9 +  ....]. 
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Von  dieser  Gleichimg  behauptet  Abel  (Grelle  Joiirn.  t.  4  p.  93), 
dass  Cauchy  dieselbe  zuerst  in  seinen  „Exerdces  de  matliematiques" 
aufgestellt  habe.  Man  findet  dieselbe  auch  in  der  Abhandlung  von 
Poisson:  Sur  les  integrales  definies  auf  p.  420  des  Cah.  XIX  (Tome 
XII,  Paris  1823)  des  „Journ.  de  l'Ecole  Polyt.".  Die  von  Poisson 
befolgte  Methode  ist  indess  später  als  nicht  ganz  einwurfsfrei  ge- 
funden worden.*) 

Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Weise  schreiben: 
Qo  ,    ^~~%~'      ^^     ^  'imna: 


^  log-  fZ  ^ 

Man  setze  hierin  ^-j-a:  statt  x,  es  folgt  dann: 


oo^  7t^       oo  {2m—\)7tx-\-m7t^ 


^  log-  ^  ^ 


Jt 


oder  rechts  nach  7)  , =  log  $'  gesetzt : 


(2m—\)7cx 


fZ  log-  fZ  e         " 

Vertauscht  man  in  der  Summe  rechts  m  mit  »i+  1,  so  folgt: 

12)      2(- 1)'"*"'^^'»'^'  =1/  -  X^^  2  ^/^"'"^'^'  ~^^ ' 

d.  i.  _  a., 

13)        »(x,  g)  =  \/-je^^,Jf^  ,  q' 
log-  Vlog- 


*)  In  der  Abhandlung:  „Snr  les  fonctions  reciproques''  (Exercices  de 
mathöm.  Seconde  anu^e.  p.  156.  Paris  1825)  bemerkt  Cauchy ,  dass  er  die 
Gleichung 

l/«(l+2d~^%2^~'^^%...)  =-  l/F(l+2^"~^V2^""^*%...),  wo  a&  =  7r, 
zuerst  im  Jahre   1817  im  „Bulletin  de  la  Societe  philomatique"  mitgetheilt 
habe.    Die  allgemeinere  Gleichung: 

l/a  (1 4-  1e~~  ^^cos  Im  +  2ö~**^^cos  \ax  + .. .) 
findet  sich  bei  Poisson. 
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lu  der  Gleichung  11)  setze   mau  x— -^  log  ^    statt  .r,    hier- 


durch wird: 


OD 

2mnx 

.2 


^      h^^-^^^—^^^S^  V^  2  log— 

-_  g  iog  ^  ^  (—1  )''^^''w2^    ^  ^ 

oder  einfacher;  2mnx 

—  ac  W  -   ^ 

Durch  Einführung  der  Bezeiclinung  der  Theta-Functionen  lässt 
sich  die  vorstehende  Gleichung  schreiben: 

15)     M^,  «)  =  \/~-^e^j  »f-^-,  q'\. 

In  der  Gleichung  14)  vertausche  man  x  mit^+.r.    Die  linke 
Seite  geht  dann  über  in  — ^i{x,  q)^  es  folgt: 

Q.    /  \  1    /^^~        ^^  4L^^-.  2  log    ; 

—  ^l(^';  ^)    =  [/  ~     y   e  2d  (—1)^        «  ^  ' 

lOff  —  »^ 


Jt 


oder  rechts   nach   7)  , —  =  loffö'  gesetzt: 


^"        (X) 


log-         —  <» 
Es  ist  nun: 


1  ^^ 


S^,{z,  p)  =      V|  (_i)m^/m+  iP/2m+l)z»\ 


2 

00 


Setzt  man  zi  statt  z^  in  der  Summe  rechts  — m  statt  w,  so  wird: 
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Die  Gleichung  16)  lässt  sich  also  schreiben; 


17)         ,%{x,q)  =  -i 


ji 


log 


x' 


Mos:-     / 


Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  9),  13),   15)  und  17) 


giebt : 


18) 


log-  Mog- 


»{x,  q)  = 


log-  Vg- 

a:» 


log-  Mog-- 


Für  .T  ===  0  reduciren  sich  die  ersten  drei  Gleichungen  auf: 


19) 


*3(0,  *) 


\  «^3(0,  q'), 
log- 


ül 


MO,  *)  =  1/  — j  no,  *'), 
log- 

WO  q  und  g'  durch  die  Gleichung  log ^. log ^'=  jr^  verbunden  sind 
Die  Gleichungen  18)  und  19)  finden  sich,  ihrem  wesentlichen  Inhalt, 
nach,  in  den  Werken  von  Gauss,  Band  III,  p.  436  angeführt.  Es 
scheint,  dass  Gauss  schon  sehr  lange,  höchst  wahrscheinlich  schon 
gegen  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts,  die  allgemeinen  Gleichungen 
gekannt  hat,  wenn  auch  nach  einer  Notiz  auf  p.  294  der  Heraus- 
geber erst  das  Jahr  1808  glaubt  annehmen  zu  dürfen.    Auf  alle 
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Fälle  zeigt  der  Nachlass  von  Gauss-  über  die  elliptischen  Functionen 
einen  grossen  und  reichen  Schatz  von  Entdekungen,  der  weit  über 
ein  halbes  Jahrhundert  hinaus  der  wissenschaftlichen  Welt  nur 
vom  Hörensagen  bekannt  war. 

Untersuchungen  über  allgemeinere  Theta -Functionen  mit  Rück- 
sicht auf  reelle  und  imaginäre  Argumente  findet  man  bei  Meissel 
(Grelle.  Journ.  t.  48  p.  324 — 331),  Thomae  (Die  allgemeine  Trans- 
formation der  19- -Functionen.  Göttingeu  1864),  Enneper  (Zeitschrift 
für  Mathematik  t.  12,  p.  79—85). 

§  18.    Das    Multiplicationstheorem    der   Theta  -  Functionen. 

In  seinen  Vorträgen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen hat  Jacohi  eine  bemerkenswerthe  Beziehung  zwischen  den 
Summen  zweier  Producte  von  je  vier  Theta -Functionen  derselben 
Art,  aber  mit  verschiedenen  Argumenten,  aufgestellt,  welche  als 
ein  Fundamentaltheorem  in  der  Lehre  von  den  Reihen  mit  Expo- 
nenten zweiten  Grades  angesehen  werden  muss.  Auf  dieses  Fun- 
damentaltheorem hat  JacoU  sowohl  die  Lehre  von  den  elliptischen 
Functionen  basirt,  wie  die  Additionstheoreme  der  elliptischen  Inte- 
grale von  Euler  und  Legendre.  In  einem  Briefe  an  Hermite,  wel- 
cher in  Grelle.  Journ.  t.  32,  p.  176—181  {Jacohi.  Werke  I.  p.  357) 
abgedruckt  ist,  hat  Jacohi  sein  Theorem  erwähnt.  In  einer  Ein- 
leitung zu  seiner  grossen  Abhandlung  (Savants  etr.  t.  XL  p.  371) 
hat  Rosenhain  den  von  Jacohi  gegebenen  Beweis  mitgetheilt.  Zu 
bemerken  ist  nur,  dass  dort  die  Bezeichnung  i9-  in  einer  etwas 
verschiedenen  Bedeutung  von  der  hier  gebrauchten  auftritt. 

Der  Beweis  von  Jacohi  beruht  auf  dem  folgenden  sehr  ein- 
fachen algebraischen  Satze: 

„Sind  die  Quantitäten: 

«,   hy  Cy   d\ 

«',  h%  c%  d'\ 
durch  eins  der  Systeme  von  Gleichungen  verbunden: 

a'  =  \(a-\-h-^c-Yd),  a  ==  k(a' -\-h' -^-c' -^  d')y 

h^  =  \{a-\-h-~c—d),  h  =  i(a'-|-y— c'— ^0? 

^      c'  =  i(a  +  ^-j-c— <?),  c  ==  \{a'—h'-^c'—d'), 

d'  =  \(a—h—c-\-d),  d  --=  h{a/—h'—&-\-d'), 
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so  ist: 

2)      tt2-|_^,2_|.c-2  +  öf2  ==^  a'^-i-b'^-i-c'-^  +  d'K 

Bilden  a,  b,  c,  d  ein  System  von  vier  gleichzeitig  graden 
oder  ungraden  Zahlen,  so  ist  dieses  auch  mit  «',  b\  c\  d'  der  Fall. 
Durchlaufen  a,  b,  c,  d  alle  Systeme  von  vier  gleichzeitig  graden 
oder  ungraden  Zahlen,  so  durchlaufen  a%  b%  c\  d^  dieselben  Zahlen- 
systeme, nur  in  anderer  Ordnung." 

Die  Gleichung  2)  ist  offenbar  eine  unmittelbare  Folge  der 
Gleichungen  1). 

Was  die  Zahlensysteme  betrifft,  so  überzeugt  man  sich  leicht 
von  der  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  durch  die  folgende 
Tabelle.  Da  alle  Zahlen,  positiv  oder  negativ,  von  einer  der 
Formen  4j9,  4j9  +  l,  4^-|-2,  4j>  +  3  sind,  so  lassen  sich  folgende 
Annahmen  machen,  in  denen  a,  ß,  y  und  d  beliebige  Zahlen  sind. 


a  = 

b  = 

c  == 

d  = 

4«, 

4(3, 

4y, 

\6, 

4«, 

^ß, 

4/, 

4<*  +  2, 

4«, 

iß, 

47  +  2, 

4(5  +  2, 

4«, 

4(3  +  2, 

47  +  2, 

4rf  +  2, 

4«  +  2, 

4^+2, 

47  +  2, 

4(J  +  2. 

Im  Vorstehenden  sind  Systeme  von  vier  graden  Zahlen  zu- 
sammengestellt, es  ist  selbstverständlich,  dass  «,  b,  c,  d  unter 
einander  permutirt  werden  können.    Zur  Abkürzung  setze  man: 

«+^-h7-h^  =  a%      a-{-ß-r-6  =  ß^, 
a—ß+y—ö  =  y',      a—ß—y-i-d  =  6\ 
Mittelst  der  Gleichungen  1)  findet  man  dann: 


a'  = 

b'  = 

c'  = 

d'  = 

2  a', 

n', 

2r', 

%6', 

2«'+l, 

2ß'-l, 

2r'-l, 

U'+\, 

2«'  +  2, 

2ß'-2, 

2/, 

W, 

2a' +  3, 

2ß'-l, 

2y'-l, 

16'—\, 

2«' +  4, 

W, 

2r', 

16'. 

Sind    a,    b,    c, 

d    gleichzeitig    ungrade 

Zahlen, 

mau  setzen: 
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05=              h  =  c  =  d  = 

4ct+i,  4/9+1,  4/  +  !,  4(^+1, 

4«  +  l,  Aß+\,  4/  +  !,  4d  +  3, 

4«+i,  4/9+1,  47  +  3,  4(^  +  3, 

4a+l,  4/9+3,  47  +  3,  4(^+3, 

4«  +  3,  4/9+3,  47  +  3,  40  +  3. 

Diesen  Werthen  entsprechen  nach  l)  folgende  Werthe  von  «', 
h\  c%  d': 

a'  =  b'  =  c'  =  d'  = 

2a' +  2,  2/9',  27',  2d', 

2a' +  3,  2/9'  — 1,  27'—!,  2d'+l, 

2a' +  4,  2/9'— 2,  27',  2d', 

2a' +  5,  2/9'— 1,  27'—!,  26'— 1, 

2a' +  6,  2/9',  27',  26'. 

Nimmt  man  z.  B.:    «=1,  &  =  3,  c  =  5,  d  =  Ij  so  ist: 
ö'  =  8,  &'  =  —4,  c'  =  —2,  </'  =  0;    umgekehrt  folgt  für  0=8, 
b  =  —4,  c  =  —2,  ^  =  0;    ö'  =  1,  ^?'  =  3,  c'  =  5,  rf'  =  7. 
Durch  eine  leichte  Transformation  folgt: 

OD  00 

—  00  —  00 

(Im  \  2 


e 


Ebenso  ist: 

—  00  OD 

Nehmen  m,   m',  m"  und  m'"  unabhängig   von   einander    alle 
ganzzahligen  Werthe  von  — o»^  bis  +^  an,  so  ist: 

♦^2W^^2(^)^2(?/)^2W  =  ^      ^^^^      ^^^^j;/, 

wo: 

Euueper,  ellipt.  Funcüoueii.  7 
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+ 


,  2 
2m'" 


log^  -\-zi 


)'■ 


/2m  +  1  ,          ,      .  \^     ,     /2m'  +  1  , 
r  ==  ( — 2 —  ^^^'^  -\-m  j     +    ( 2 —  ^^SQ  +  ^-r? 

,     /2m"  +  l,          ,      .V     ,     /2m"'+K  ,       V 

+   ( 2 —  ^^^^  "^  ^7     +    ( 2 ^^^  "^  ^V  • 

In  dem  Exponenten   a  sind  in  den  Quadraten   die  Factoren 

von  ^log^  vier  beliebige  grade  Zahlen,  nämlich  2m,  2m',  2m"  und 

2m'",   i^   dem  Exponenten  t    sind  die  betreffenden  Factoren  vier 
gleichzeitig  ungrade  Zahlen. 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  3),  so  kaim  man  setzen: 


4) 


logq 


H 


^Y, 


wo: 


log^  +  w;i  )     -f    Q  log^  +  xi 


+   f  I   lOg^    -\-    yi]  +        (2     %^    "^    -^0   ; 

und    das  Zeichen  ^'  sich  auf  alle  Systeme   von   vier  gleichzeitig 
graden  oder  ungraden  Zahlen  bezieht. 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  und  2)  lässt  sich  II  auf  folgende 
Weise  darstellen: 


6)        //  = 

+ 


a-]~b-{~c-{-  d  log  q  tv  -\-x  +  y~\-  z'. 

2~~         2      "^  2  \ 

'a-\-h  —  c — ^log^  w-\-x — y — z. 

^  2  2~    "^    "  2  ^ 

a — h-\-c — <:?log  q 
2  ~2 

a — h  —  c-^-äXogq 


+ 


+ 


rv 


TV 


x  +  y~z^ 
2  '^J 

2  ^J 


2  2 

Man  führe  nun  aus  1)  die  Quantitäten  «',  h\   c'  und  ^'  ein, 
setze  ferner  zur  Vereinfachung: 
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Tv'  '=   ^{?v  +  x-\-y  +  z),     .c'  ===  '^(rv  +  x-^y  —  z), 
y'  =   ^{rv  —  x  +  y~z),      z'  =   \{w  —  x  —  y-\-z). 

Der  in  6)  aufgestellte  Ausdruck  von  H  nimmt  dann  folgende 
Form  an: 

8)       H  =={~\o^q  +  wH^    +    i-logq^xH^ 

f&  Y  fd'  V 

+    (2^1og^/  +  2/M     +    (  ylog^ +:2'i  ). 

Da  a%  h%  &  und  öf  ebenfalls  alle  möglichen  Systeme  von  vier 
graden  oder  ungraden  Zahlen  durchlaufen,  und  nach  7) 

SO  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4)  auch  schreiben: 

WO  nun  B  durch  die  Gleichung  8)  bestimmt  ist  und  sich  wieder 
^'  auf  alle  Systeme  von  vier  graden  oder  ungraden  Zahlen  a',  b% 
d  und  äf  bezieht.  In  Folge  der  Gleichungen  1)  und  2)  ist  aber 
der  in  9)  aufgestellte  Ausdruck,  unter  Zuziehung  von  8)  gleich: 

^3(^0^3(^0^3(?/0^3(^0    +    ^2(^0  ^2(0^0  ^2(^0  ^2(^0. 

Man  gelangt  hierdurch  zu  dem  folgenden: 

F  undamental  -  Theorem : 
Sind  die  Argumente  rv^  x,  y,  z  und  ifv\  a;',  t/',  z'   durch   die 
Gleichungen  verbunden : 

w'  =  ^(rv-{-x~{-y-{-z)j  w  =  ^  {w' +  x' -{- y' +  z')j 
x^  =  -^{rv-i-x — y — z),  x=  -^{w'-\-x' — y' — z'), 
y'  ==  \{rv  —  x-^y—z),  y  =  \{rv'—x'-\-y'~z% 
z'  =  l(rv—x-'y-\-z),  z  =  -^{fv'—x'—y'-jrz'), 
so  ist: 

Hr^)H^)Hy)H^)  +  H^)H^)Hy)H^) 

=    ^3(^0/3(^0^3(2/0^3(^0    +    ^2(«^0^^2(^0^2(2/0^2(^0- 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  JacoU's  finden  sich  die  Worte : 
„Dans  un  des  premiers  volumes  du  Journal  de  M.  Cr  eile,  j'ai 
donne  des  formules  d'addition  et  de  transformations  conjointes, 
ressortantes  de  la  multiplication  seulement  de  deux  0.  Ces  for- 
mules fönt  voir  que  Ton  peut  arriver  par  deux  transformations 
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successives,  non-seulernent  a  la  multiplication,  luais  encore  aux  for- 
mules  de  l'addition." 

Man  kann  das  von  Jacohl  bemerkte  Verfahren  der  Multiplica- 
tion  zweier  i^  -  Functionen  anwenden,  um  zu  dem  obigen  Funda- 
mentaltheorem zu  gelangen.  Da  die  sieh  ergebenden  Gleichungen 
auch  für  andere  Untersuchungen  von  Interesse  sind,  so  möge  bei 
der  Wichtigkeit  des  Theorems  noch  eine  zweite  Ableitung  des- 
selben angemerkt  werden.  Bei  diesem  Verfahren  ändert  das  zweite 
Argument  q  seinen  Werth,  dasselbe  muss  also  unter  dem  Functions- 
zeicheu  mit  angemerkt  werden. 

Aus  den  Definitionen: 

•—OD  00 

folgt: 

<Xj  OO 


10) 


1^2^ 


Durch  andere  Anordnung  der  Summation  auf  den  rechten 
Seiten  lassen  sich  wieder  Producte  von  ♦9^-Functionen  herstellen,  in 
welchen  q  durch  q^^  ersetzt  ist.    Man  setze: 

11)      m'  =  -^^,    n'  ^     ^, 

Die  erste  Gleichung  10)  wird  dann: 

12)     d^^(x,  q)^'i{y,  q)  =  22  ^''^^^"  +  '*'V^'''^^+^>*+^^'(^+^>' 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  sind  m/  und  ?<'  ganze  Zahlen, 
wenn  m  und  n  gleichzeitig  grade  oder  ungrade  sind,  man  hat 
dann  m'  ==  r,  n*  =  s,  wo  r  und  .v  ganze  Zahlen  sind.    Ist  eine  der 

Zahlen  m  und  n  grade,   die   andere  ungrade,   so  haben  m'  und  7i' 

1  1 

die  Formen  r  +  ^,  6-+  ^.    Unterscheidet  man  diese  Fälle  auf  der 

rechten  Seite  der  Gleichung  12),  so  folgt: 
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r  =    00  ^  s=t    QC 


^        V  ^    ,^2[(r+i)2+(5+OT^(2r4-l)(^+y»(2*+l)(a:-y>- 

Die  Doppelsummen  rechts  repräsentiren  wieder  Producte  von 
Theta-Functionenj  in  welchen  q  durch  q^  ersetzt  ist,  die  vorstehende 
Gleichung  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

13)      ^3(^,  q)Hy.  q)  =  ^3(^  +  y,  ^')M^-yy  q') 

Setzt  man  x-\-y  =  u,  x  —  y  =  v,  so  giebt  diese  Gleichung: 


14)   <4^,.)*3("-=-^.) 


Wendet  man  auf  die  zweite  Gleichung-  10)  ähnliclie  Betrach- 
tungen wie  auf  die  erste  an,  so  erhält  man  mittelst  der  Substitu- 
tion 11): 

OD  OO 

OD    OO 

OO  00 

OC    00 

d.  h.  es  ist: 

15)  i^.,{x,  q)^,(y,  q)  =  H^-i-ij,  q')hi^~'y,  q') 

+  H^^-\-y^q')^i{x—y,q''), 

Für  x-\-y=u  und  x — y  =  v  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

16)  ^2(^',  q)  ^if-^",  ^y)  =  Uu,  q')U^,  q') 

-h   h(fhq')Mv,q')' 
Mittelst  der  Gleichungen  14)    und  16)  beruht  der  Beweis  des 
Fundamentaltheorems  auf  einer  einfachen  algebraischen  Identität. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

Ia  =  ^•i(x-\-y,q^),  a  -=  ^^i{x  ^r  y ,  0^) , 
af  =  ^:i(x—y,  q'^),  a' =  H^x—y,  q'^), 
h  =  Hrv-\-z,q%  ß  =  H^  +  z.q'^), 
b^  =  ^3(^-z,  q%  i?' ==  ^^,{w~-z,  q% 
so  ist  nach  13)  und  15): 
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18)  Hr^)^,ix)^,(y)^,{z)  4-  H^)H^)My)^2(z) 
=  {aa'  -{-aa')(bb'-hßß')  +  {aa' -\- a'a){bßr-^b'ß). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung-  ist  auch  gleich: 

19)  {ab  -\-  aß)  {a'b'  +  «'/?')  +  (aß  +  ba)  {a'ß'  +  &'«') . 
Nun  ist  nach  17): 

20)  ab-haß  =  ^x-i-y,  q^)  ^,{w+z,  q^)  +  ^^{x+y,  q'') d-^im+z,  q^). 
Unter  Anwendung  der  Gleichung  14)  folgt  hieraus,  u  =  rv  -\-  z^ 

V  =  x  +  y  gesetzt : 

21)  ab  -^aß  =  ^sf --^--f^--^- ,  dj  ^3( 2  ^ 

Vertauscht  man  1/  und  2  respective  mit  — y  und  — z,   so  ist 
analog: 

22)  «'6'  +  «r=  ^3("  +  "7^-^  ,)^3("~"f '    *)• 
Nach  17)  ist  ferner: 

aß^ba  =  d^s(rv  +  z,  q'')d'^{x+y,  q^)  +  d^2{^+z,  q'')M^  +  y,  ^2). 
Unter  Zuziehung  der  Gleichung  16)  folgt  hieraus: 

23)  aß-Vba  =  ^2^^  2     ^  V      \ 2^^'  ^ 

Vertauscht  man  hierin  y  und  z  mit  — y  und  — z,  so  folgt: 


Mittelst  der  Gleichungen  21)  bis  24)  lässt  sich  der  in  19)  auf- 
gestellte Ausdruck  durch  ^  -  Functionen  mit  dem  zweiten  Argument 
q  darstellen.  Da  dieser  Ausdruck  gleich  ist  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  18),  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  unmittelbar  das 
Fundamentaltheorem.  Auf  Gleichungen  von  der  Form  der  Glei- 
chungen 13)  und  15)  hat  Krusemark  nach  einer  Methode  von 
Eisenstein  einen  Abriss  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  im 
Journal  v.  Grelle,  t.  46,  p.  189 — 236  basirt.  Das  Verfahren  ist 
dem  von  Jacobi  ganz  ähnlich,  nur  weniger  einfach. 

Die  Gleichungen  13)  und  15)  bilden  einen  sehr  speciellen  Fall 
eines  allgemeinen  Satzes  von  Schröter,  von  welchem  bei  Gelegen- 
heit der  Modulargleichungen  die  Kede  sein  wird. 


2) 
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§  19.     Anwendungen  des  Fundamental -Theorems. 
Die  Theta-Functionen  mit  zusammengesetzten  Argumenten. 

Nach  §  18)  ist: 

,  ^'  =  jin^-^x-i-y-j-z),     if  =  ~{7v~x-\'y—z), 
!  x'   =   \(rv-\rx—y—z),     z'  ==  \{w—x—y-\-z). 
Lässt  man  die  Argumente  w,  x,  y,  z  um  grade  oder  ungrade 

Jt  i  Jt  i 

Multipla  von—,      ty^ogq,     -k- -h  ^^ogq  zunehmen,    so  giebt  die 

Gleichung  1)  zu  einer  grossen  Menge  interessanter  Relationen  zwi- 
sclien  ^9-- Functionen  Veranlassung.  Von  diesen  Relationen  sollen 
nur  die  erwähnt  werden,  welche  für  die  Theorie,  der  elliptischen 
Functionen  wesentlich  sind.  Die  Zunahmen  der  Argumente  w,  x, 
y,  z  sollen  so  gewählt  werden,  dass  w\  x%-  y%  z*  um  positive  oder 

Jt    i  Jt       i 

negative  Multipla  einer  der  drei  Quantitäten  — ,  -  log  q^  -^  +  irlög  q 

zunehmen,    also   wieder  auf  Theta-Functionen   mit  dem  zweiten 

Argument  q  reductibel  sind.     Dieses  ist  natürlich   nicht   für  alle 

Zunahmen    der    Fall,     lässt    man   z.  B.  7v  um   ~    zunehmen,    so 

nehmen  w\  x\  y\  z^  sämmtlich  um  —  zu,  Functionen  von  der 
Art  wie: 


^{^  +  %  *.(.^  +  |) 


lassen  sich  nicht  durch  die  Functionen  ^{po)^  ^iO^)j  ^2(^)  und  ^3(.r) 
ausdrücken,  in  Avelchen  das  zweite  Argument  q  unverändert  ge- 
blieben ist.  In  dem  folgenden  System  von  Gleichungen  ist  die 
Herleitung  jeder  Gleichung  angegeben.  Zur  Abkürzung  ist  gesetzt 
„in  1)  w  -h  jt",  statt  in  der  Gleichung  1)  m  mit  w  -\-  jt  zu  ver- 
tauschen, ebenso  beziehen  sich  rechts  w'  +  -^,  x'  -f  -«-?  2/'  +  Y'  ^'"^ 
^  auf  die  gleichzeitigen  entsprechenden  Zunahmen  von  w^',  x\  ^' 

TT 

z'  um  *^  in  Folge  der  Gleichungen  2).  Aehnlichcs  gilt  für  die 
übrigen  Gleichungen. 
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I. 

*3 W  *3(.b)  »M  H^)  -  M»')  H^)  Hy)  H^)  = 

In  1)  rv-{-^,  ^+r  ^  ''""2 '  ^  "^T  ^  "*"  ^' 

^  ^3(«^0^3M^3(^0^3(^0    -    ^2(^0  ^20^-0  ^2(?/0  ^^2(^0. 

In  1)  w-f-^,  ^+-^.  w'+  2",  ^^'+ y. 

^W^(a:)^3(?/)^3W  +  ^iW^i(^)^2(2/)^2W  = 
^  ^(;^.0^M^3W^3(^')   +  ^iM  ^10^-0^2(^0^2(^0. 

In  ü)  n>  +  3t.  w'+  -^,  x'+  y ,  y'-Jt  y,  ^  +  2-- 

*(«.)  *(.t)  0-3(2/)  *3(z)  -  »1  («>)  *i(.k)  ^iC»/)  *2(^)  - 

In  5)  ^  +  I  log§,    z  +  2  log*>         »>'+  ^  log«»     ■^'—  ^  log«'- 

»W^(a:)*2(y)  0-2(2)  +  »,{n>)»,{x)»^{y)H{i)  = 
^         *i(«'0*iM^3(j/')*3(zO  +  »{m^9-{x')9-,(y')<^i{^')- 

lnl)w  +  x.  ,e'  +  ^^x'  +  ^,y'  +  ~,z'+j. 

»(w)  Hx)  My)  H^)  -  M"')  M-v)  Hy)  H^)  = 
'      M'>'')»2i»')Hy')H^'}  +  H'"')M^')My')M^')- 

In  7)   und  8)   iv  +  ^,  x  +  ~.  "''+%  '^'+|- 

H»')»6{'^)My)H^)  +  Hn')H-«)Hy)H^)  = 
^      »2if'}H^')Hy')H^')  +  H»")H'^')Hv')M^')- 


14) 
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In  7)  und  S)  y+-^,  z+  ^  «"  +  2'   *       2' 

»(,>v)»(x) »,(y) »;{z)  -  *,(«-) *i(x) »{y) »(z)  = 
^^>       ~^%{w')»,{x')»(y')»{z')  +  »{w')»{x')&,(y')»i(z'). 

Die  Summe  der  Gleichungen  9),  10),  U)  und  12)  giebt: 
Un')M^)»-2{y)H^)   +  Hn>)&(x)»i{y){>,{z)  = 
^^>        »,iw')U-*-')H^')H^')   +  »{n,')Hx')»,{y')M^'). 

Die  Summe  der  Gleichungen  11)  und  12)  von  der  Summe 
der  Gleicliungen  9)  und  10)  abgezogen  giebt: 

<%{«'')  H-^')My')H^')  +  M«'')H-'')Hy')»{^')- 

In  1)  .1-+2  log?,  y  +  j,  ^+f  +   2 '**?*• 

n>'  +  \    +    I  log*,     x'—'^^,y'—^\(,sq. 

»,{n,)»^{x:)»{y)»,{z)    f  .Um)».,{x)»,{y)S^(z)  = 
»,  (n>')  »{x')  »,{y')  U^')-  Hin,')  »,  (..;')  *,(y ')  »,(^') . 
in   15)  w;  +  -TT. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  1.  lassen  sich  vier  Glei- 
chungen herstellen^  welche  den  Relationen  zwischen  den  Argumen- 
ten rv,  w^  etc.  analog  sind.     Man  setze  zur  Abkürzung: 

Für  die  Argumente  w',  x',  i/,  z'  werden  die  entsprechenden 
Producte  durch  h%  h\,  h^-i,  /i'3  bezeichnet.  Durch  Verbindungen 
durch  Addition  und  Subtraction  geben  die  bemerkten  Gleichungen^ 


15) 


16) 
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h\  =  \{h  +  h  +  h-\-h,), 

Legt  man  dem  Argumente  iv  besondere  Werthe  bei,  so  lassen 
sich  aus  dem  System  I.  Gleichungen  lierstellen  zwischen  Theta- 
Functionen  mit  zusammengesetzten  Argumenten.     Nimmt  man  z.  B. 

rv  =  —(x  -\-y-\~z),  so  ist  w'  =  0,  x'  = —(^y -{- z),  f/=—{x-\-  z), 
2'  =  — {x-\-y).    Die  Gleichung  2)  von  I.  giebt  dann: 

Mx  +  y  +  z){^,(x)^s{y)H^)  -  Mx^-y  +  z)^.X^).%{yy%{z)  = 
^(0)  ^{x  +  y)  H^  +  z)  ^y  -I-  z). 

Die  rechte  Seite  bleibt  ungeändert,  wenn  x,  y,  z  vertauscht 
werden  mit  ^^  +  ^5  2/ +  9?  ^~'"  o*  ^^^^  gelangt  so  zu  der  folgen- 
den Doppelgleichung: 

IL 

d^,{x  +  y-hz)  d-^ix)  d'.fy)  ^3(2)  —  .9-2(.:r  +  y  +  z)  M^)  ^y)  ^z) 

1)  =  ^x  +  y-hz)Hx)r9{y)f^{z)  +  M'^+y+zy%(a^^,{y)^%(z) 

=  ^o)^x-^-y)^x+z)^y-i-z). 

In  1)  x-\-  "^  statt  x. 

Hx  +  y-h  z)  ^x)  ^3(?/)  ^3(^)  "  ^1  (^^  -\-y-i-^)^i  i^)  Mv)  M^) 

2)  =  d-.ix  +  y  +  z)  {^,(x)  Hy)  ^z)  +  ^%{x~^y-i-z)  ^.0>;)  d^fy)  d^,{z) 

=  ß-{0)  ^%{x  +  y)  &,{x  +  z)  ^y  -f  z) . 

In  2)  y-\-~logq,  ^--  ~log^  statt  y,  z. 

K^-\-y-\-z)d-(x)d^.,{y)d^Xz)  —  d^i{x-^y-\-z)^,{x)^Xy)^.,{z) 

3)  =  (^,{x + y  4-  zy%{x)  My)  H^)  +  H^-hy'i-^)H^)Hy)H^) 

In  3)  x-{-  ^  statt  x. 

H^  +  y-hz)  ,%{x)  ,%2{y)  M^)  —  M^  +  y  +  ^)  ^2(^^')  My)  ^3(2) 

4)  ==^(.f  +  //  +  z)/>Cf)i^O/)^,(e)  +  M'rH/i-z)H^r)Hy)Hz) 

=  ^(0)  ^lOr+y)  M'^  +  z)  Hy  +  z). 
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Für  w  =  — {x-\-y-{-z)  giebt  die  Gleichung  15)  von  I.  analog 
der  Gleichung  1)  von  II.  zu  folgender  Doppelgleichung  Veranlassung: 

^,{x-^y-\-z)^,(:x){^{y)^,{z)    +  r%{x +y -^ z)^,{x)^,{y)^{z) 
5)       _  -Kx+y+z)^,{x)^,{y)H^)  +  ^,{x+y+z)^{,,^^.,{y)^,{z) 
=  d-{0)i>^{x  +  y)^^{x  +  z),%{y^-z). 

Die  in  II.  aufgestellten  Gleichungen  lassen  sich  leicht  vermeh- 
ren, indem  man  z.  B.  Gleichungen  aufstellt,  bei  denen  die  Constante 
^(0)  durch  i9-2(0)  oder  ^9-3(0)  ersetzt  ist.  Da  die  betreffenden 
Gleichungen  im  Fol'renden  nicht  zur  Verwendung  kommen,  so 
sollen  dieselben  nicht  weiter  ausgeführt  werden.  Von  grösserer 
Bedeutung  wie  die  in  IL  enthaltenen  Gleichungen,  sind  die  Rela- 
tionen zwischen  Theta- Functionen  mit  den  Argumenten  x-\-y  und 
x  —  y. 

In  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  I.  setze  man  w  =  — x, 
z  =  — ?/,  also  Tv'  ==  0,  x/  =  0,  //'  =  ~(x—y),  z'  =  — (a;  +  ?/). 
Es  folgt: 

^^3  (xy  ^3  (y?  -  ^2  (xyHyy  =  m'K^^ + y)  K^~y). 

^xy{^(yy~^,{xy^,{yy  =  my{}(x-i-y){^(x—y). 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

6)     ^%{xy{^,{yy  +  M^yMyy  =  H^THyT  +  H^y^Hy)'- 

Addirt  man  die  Gleichungen  1)  und  3)  von  L,  so  folgt: 

Un^)H^)Hy)M^)-^Hn^)H^)Hy)H^)^H^)9^^^^^^^^ 
-{-Hn^)M^)My)M^)  =  2Mn^')H^'')My')U^')' 

Setzt  man  hierin  w  =  — x,  z  =  —y,  ^0  folgt  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  6): 

III. 

H^YHyy  +  H^y'Myy  =  (^(xyd-W  +  H^vYHyy 
^  M^)yM'^-^y)H^-y)' 

In  1)  .T-f  ^  statt  X. 

Hxy^yy  +  H-^y^yy  =  u^^yHyy  +  H^^yHyy 

^  d',{i)y^(:c  +  y).9{x-y). 


lOS 

In  1)  und  2)  x  +  -^  log  q  statt  x. 

»,(Oy»,{x+y)»,(x-y). 

Aehnlich  wie  die  Gleichungen  2),  3),  4)  aus  1)  folgen,  ergeben 
sich  im  Nachstehenden  immer  aus  der  zuerst  entwickelten  Glei- 
chung die  drei  folgenden.  In  der  Gleichung  5)  von  I.  setze  man 
n>  =  — X,  z  =  — y,  dann  folgt: 

»(xy»M'-HxyHyy-  =  »i^)y,%(x+'j)Hx—y)- 

Vertauscht  man  x  und  y,  so  ergiebt  sich  folgende  Doppel- 
gleichuDg : 

»{xy.%(yy-M^y»,(ßy  =  a;{xy»iyy-»,(xy»ii<jy  = 

'  »(Oyd;{x+y)»,{x-y). 

M^yuyy-H^yHt/y  =  H^yH^y-H^^yo-M'  = 

>  »{<iy»{x+y)»(x—y). 

-»,{xy»,(yy  +  »(xyuyy  =  H^yHyy-»^(s<^yHyy  = 

-»,(xyHyy  +  »M'Hyy  =  M^yH'jy-H^yMyy= 
'  »{oyU»^+y)M-^-y). 

In  der  Gleichung  14)  von  I,  setze  man  /v=  — x,  z  =  — ij, 
vertausche  nachher  x  mit  y,  wodurch  die  rechte  Seite  unverändert 
bleibt.    Man  findet  dann: 

»M'  Uyy  +  » i^y  Hyy  =  Mx)  Uyy  +  »<  (^y » (yy  = 

>  H»yH'^+y)Hx-y)- 

Hx'yUyy+^^i^'yHyy  =  M^yHyy  +  H^yHvy  = 
H^y»2(yy-»i(xyHyy  =  H-^y^yy-H^yHyy  = 

^  HoyU^'+yyUr-y)- 

H^rHyy-H^yi^iiyy  =  H^yuyy-H^yHyy  = 

>  H^YH^+y)»x{x-y)- 
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Die  vorstehenden  zwölf  Gleichungen  gehören  zu  den  Funda- 
mentalgleichungen, durch  welche  die  Theorie  der  Theta-Functionen 
mit  der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen  in  Zusammenhang 
gebracht  werden  kann. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  11)  von  III.  y  =  x, 
so  folgt: 

IV. 

1)  ^3(0)3.9-3(20:)       ^  ^^{ocY  +  d^,{xy  =  ß^(xY-^d'^{x)\ 

2)  ^3(0)2^(0)  ^(;2cr)  =  ^^{xyHxy+f^^{xf^,{xy\ 

3)     ^2(0)3  ^2  (2a;)         =  ^2(^)'  — ^i(^)'*  =  ^3(^)^  — ^^(^)'. 

Die  Functionen  d^,  ^2?  ^3  iiiit  dem  doppelten  Argument  lassen 
sich  durch  Functionen  mit  den  einfachen  Argumenten  ausdrücken. 
Dieser  Satz  lässt  sich  noch  erweitern,  wenn  man  die  Gleichungen 
IV.  mit  den  Gleichungen  IL  combinii-t. 

Die  Constanten  i9^(0)  und  ^3(0)  sind  positiv,  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  1)  und  2)  von  IV.  sind  Summen  von  Quadraten. 
Hieraus  folgt,  dass  «9^:{(2x)  und  i9(2.r),  also  auch  S-^ipc)  und  ^(or) 
für  reelle  Werthe  des  Arguments  x  immer  positiv  sind. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  IIL  y  =  0,  so 
erhält  man  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Quadrate  1  der  vier 
Theta- Functionen,  nämlich  die  folgenden: 

V. 

1)  ^3(0)2  .^3(^0'  =  H^yHx)'^  +  H^y  H^y, 

2)  .^3(0)2,^(0^2  =  ^oy,%(xy^^,(oy^,{xy, 

3)  hW'H^y  =  H^yH^y-H^TH^yy 

4)  ^3(0)^9-i(o:)2  =  ^2(0)2^  (:i^)'^  — ^(0)2^2(^)2. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  repräsentircn  zwei  Gleichungen, 
da  aus  zwei  derselben  die  beiden  andern  folgen.  Mittelst  der 
Gleichungen  2)  und  4)  lassen  sich  die  Quadrate  von  ^3(0;)  und 
^2(^)  linear  durch  die  Quadrate  von  d^ix)  und  i^i(x)  ausdrücken. 
Dividirt  mau  die  Gleichungen  2)  und  4)  durch  ^(x^^  so  erhält 
man  leicht: 
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VI. 


.^{x)j     U(o)/  L    WO);  \Hx)) 

^(x))       \,^o)J  L      ^2(0)  H^ 


§  20.    Die  Quotienten  der  Theta-Functionen,  das  Additions- 
theorem derselben.    Die  Constante  >9^i'(0). 

Für  ^  =  0  reducirt  sich  die  Gleichung  V,  1)  des  vorhergehen- 
den §  auf: 

1)  ^3(0)4   =    ^(0)4  +  ^2(0)4 


d. 


(1  +  2^  -f  2^4  +  2^9  +  ...)4    =    (1—2^  +  2^4  __  2^9  +  ...)4  + 

(2m  — 1)2-|4  _ 


[l  +  2^^4m^-f2^^(2^~l)^] 


fl+2;^^4m'^-2V^(2m-l)^]^_^ie    T^^^^^"^ 
1  L.  J 


Man  setze  zur  Abkürzung: 


2) 


Die  Gleichung  1)  giebt  dann: 
3)  k^  -\-  A:'2  =  1. 

Führt  man  die  Werthe  von  k  und  k',  definirt  durch  die  Glei- 
chungen 2),  in  die  Gleichungen  VI  von  §  19  ein,  so  werden  die- 
selben : 


4)    M^)J 


s^(xY_ 


■^_i_M^y' 


d-ixy         k'[_''       k   ^(a:)2 
In  Folge  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  ein  beliebiger  Quotient 
zweier  Theta- Functionen  durch  einen  bestimmten  Quotienten  zweier 
derartiger    Functionen    ausdrücken.      Da    in    Folge    der    zweiten 
Gleichung  4) 


k  > 


Hx) 


2  ' 


SO  kann  man 
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ßetzen.    Die  Gleichungen  4)  werden  dann  einfacher: 

Die  Quadratwurzeln  nehme  man  positiv;  wird  zur  Abktirzung, 
wie  schon  bei  früheren  Gelegenheiten: 

7)  l/r— /t^sin'^  =  A{<p) 

gesetzt,  so  geben  die  Gleichungen  5)  und  6): 

8)     ^)-|/Fsin(.       Ml)_i/Zcos(.     Mf)-^, 

wodurch  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den  Theta- Func- 
tionen bestimmt  sind.  Für  die  Quotienten  der  Theta -Functionen 
lässt  sich  auf  folgende  Art  ein  Additionstheorem  herstellen  unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  von  §  19. 

In  der  Gleichung  I,  15  setze  man  w  =  x,  z  =  y,  also  w'  == 
x-^y ,  x'  =  X  —  y y  y'  =  0,  z'  =  0.    Man  erhält  dann: 

■H^)H^)[H^+y)^(x-y)-^^{x+y)^,{x~-y)\. 
Hierin  x  und  y  vertauscht: 

%^{x)^,{x)Hy)Hy)  = 

Aus  der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  leicht: 

H^)H^)Hx-^y)H^-y)  - 
^      Hx)^,(x)Uy)^,{y)  +  Hy)Hy)Hx)Hx)' 

Nimmt  man  tv  =  //,  z  =  x,  also  w'  =  x  +  y ,  x'  ==  0,  y'  = 
—  {x  —  y)^  z' ==  0  in  den  Gleichungen  1,6)  und  1,8),  so  geben 
dieselben : 

^    H^)^%{x){^i^y)r%,{tj)-Ux)^2{x)^i{y)Hy), 
^    Hx)  Ux)Hy)  Hy)  -  H^)  H^)  Hy)  Hy)- 

Die  Gleichung  I,  6)  giebt  für  w  =  a-,  z=  y: 
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oder  y  mit   y  -\--^  vertauscht  : 


12)     d^{i)yd'(x+y)d^{x-y)  =  ^(x)'^^{yy—^i{x)^^%{yy\ 

Dividirt  man  die  Gleichungen  9),  10)  und  11)  durch  die  Glei- 
chung 12),  so  folgt,  dass  die  Quotienten  zweier  Theta -Functionen 
mit  der  Summe  (oder  Differenz)  zweier  Argumente  sich  ausdrücken 
lassen  durch  die  Quotienten  mit  den  einfachen  Argumenten,  und 
zwar  auf  algebraische  Weise.  Die  entsprechenden  Gleichungen 
sind  die  folgenden: 

,^(0)2     •  'd^{x-{-y)  H^y^iyy—H^YHyy 

,^x  hiEl  Ml  Ml  _.  IM  Ml  Ml 

1^)  H^)   ^{y)MM)_Jiy)  H^)  '^W 


.(ML  A(^Y 


Ml  ^2^^+?/)  _  .^(^) ^G/) H^) Hy)—H^) ^^i(!/) ^3(^) Hy) 
^(0)  d-ix+y)  o^(x)^o-(yy'—^i{xfMyy 

M^)  Hy)      H^)  Hy)  H^l  Hy) 

^V  _    d^jx)     ^{y)  d-jx)  d-iy)    Hx)   d^jy)       • 

^3(0)  H^+y)  _  H^)  f^  {y)  d',{x)  Uy)  —  ^1  (^)  ^i(^)  ^2^-^)  ^\{y) 
^(0)  ^(x+y)  HxYHyT-M^yHyy 

0;^  HmI  „  Ml  My)  M)  Ml 
^^^       __  '^(x)  Hy)      ^(^)  Hy)  ^W  Hy) 

■^fMl  Ml\ 
Uw    Hy)) 

In  den  vorstehenden  drei  Doppelgleichungen  sind  Zähler  und 
Nenner  des  letzten  Bruchs  rechts  jedes  Mal  durch  })'(xy'ß-(yy  di- 
vidirt. Die  Gleichungen  13),  14)  und  15)  lassen  sich  einfacher 
schreiben,  wenn  man  \/k,  \/k'  mittelst  der  Gleichungen  3)  ein- 
fuhrt und  drei  Winkel  ^,  \p  und  6  durch  folgende  Gleichungen 
definii-t: 
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16) 


Hx)  ~  V  k'''''^^'   Hy)        V  k^  ''''^'^^  ^{x+y)  -y  k'  '''''  ^^ 

^3(^)  _  ^        Mm)  -  iW        M^±^)  _  ^(ö) 


17) 


^^(^)  /F  '         ^(?/)  /F  '         ^(^'+?/)  /F  * 

Die  obigen  Gleiclmugen  uelimen  hierdurch   die  folgenden  ein- 
facheren Formen  an: 

sin^  cos^  ^W  +  sintp  coscjp  A((p) 

sin  0   = ;i —z — ; — -; — r f 

1  — A'^sm^^sm^t^ 

__  cos  g?  cos  ^  —  sin  ^  sin  tp/i(cp)A  (ip) 

cos  Ö   :j  —z      ; r—x ? 

1 — k^  sin2(jD  sm^t^ 

..  s  /l((p)  d(ip)  —  /f^sing)  simp  cos^  cost/^ 

^  -^  1  — k^  sin^^}  sin2^ 

lieber  die  Intervalle,  innerhalb  deren  sich  die  Winkel  x  und 

g)  bewegen,  lässt  sich   leicht  eine  Bestimmung  treffen  durch  den 

Nachweis,  dass: 

sin  <p  cos  ^ 

sin  X  '        cos  X 
gleichzeitig  positiv  sind.    Setzt  man  in  den  Gleichungen: 

^'iip^i  U)  =  ^^^''cos2ma:,     -O^^i^j  Q)  =  ^Q    ^    ^  cos (2m — i)x, 

OD  00 

q^  statt  q  und  2x  statt  x,  so  folgt  durch  Addition  und  Subtraction : 

^3(20^,^^)4-^2(20:,^^)  = 

QO  00  OD 

^q(-^'^yQOBAmx+  >]^(2m~l)^cos2(2m— l)a;=  2^^'cos2to, 

QO  QO  QO 

^3(2:r,  ^^)  —  ^2(20:,  q*)  =  ^(—1)'''^''''  cos2/wa:, 
d.i. 

^3(20:,  q^)  +  M^x,  q^)  =  ^,{x,  q\ 
^  ^,(2x,  q^)  -  ^2(20:,  q^)  =  ^{x,  q). 

Man  setze  hieraus  die  Werthe  von  ^3(0:,  q)  und  ^(o;,  q)  in  die 
Gleichung  IV,  3)  des  §  19,  nämlich  in: 

.9-2(0,  qy^^i^x,  q)  =  ^,{x,  qy-d-{x,  q^. 
Die  Gleichung  wird  dann  in  folgende  transformirt: 
^•2(0,  qfH'^:^,  q)  =  8^2(2.T,  ^^^3(2^:,  q')[H^X,q^y  +  .%,{2x,  ^4)2]^ 

Euuejior,  ellii>t.  Functionen.  § 
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oder  einfech  x  statt  2x  gesetzt: 

19)      ^2(0,  q^H^,  q)  =  8  ^2  (^,  q')  'h(^,  q')  \H^,  q'f  +  H^^,  q'Y]. 


20) 
21) 

21). 


Vertauscht  man  x  mit  x-{-  —^  so  erhält  mau: 

^^2(0,  qfH^,  q)  =  S.%(x,  q^)^x,  q')\H^:,  q'Y  +  H^^,  q^y-\. 
Für  X  =  i)  giebt  die  Gleichuug  19): 

^2(0,  qy  =  8^2(0,  ^^)^3(0,  ^^)[^2(0,  q'y  +  H^,  q9l 
Die  Gleichungen  19)  und  20)  dividire  man  durch  die  Gleichung 

Zur  Abkürzung  setze  man: 

H^^,  q')  H^h  q9  +  U^,  q9  _  ^/,,  ,,4^ 

^3  (0,  q')  '  H^,  q'T  +  ^%  (0,  q^y         ^  ^^'  ^  ^' 

^fe^^)   H^,qy  +  '^{x,q^y  _ 

^3  (0,  q')  '  H^\  q'y  4-  ^^3(0,  q^y  ~  ^'^"^^  ^  ^' 
Da   die  Functionen  ^  und  >9-3   immer  positiv  sind  für  reelle 
Werthe  des  Arguments,  so  sind  F  und  F^  wesentlich  positive  Quan- 
titäten für  ein  reelles  x.    Die  vorhin  bemerkte  Division  giebt  nun : 

^2(^.  q)  _  ^2fe  q^) ;./     ..      M^y  q) 

In  jeder  dieser  Gleichungen  setze  man  q\  q^^\  q^^...  statt  q, 
multiplicire  die  so  erhaltenen  Resultate  mit  einander.  Geht  man 
zur  Gränze  über,  so  folgt: 

•2(^,  q^y 


22) 


[  '^2^  q) 

I  ^2(0,  q) 


lim 


^i(^?  q) 
H^.  q) 


lim 


XF{x,q^)F{x,q^^),,., 
XF,{x,q^)F,{x,q^^)..,, 


>2(o,  q^y 

\%(x^- 

M^,q^)-i 

für  ein  unbegränzt  zunehmendes  q.    Es  ist: 

^-li^)  q^)  q^^  cos  X  -f  q^^  cos  3.T  -f- . . .    cos  X  -f  ^'^^  cos  3.T  +  . . . 

^2(0;  q^)  g\Q   ^g^^^,„  r+7^"+".7. 

Da  nun  ^  <  1 ,  also  lim  ^^  =  0  für  ()  ==  oc ,  so  ist : 

r      ^2(^",  ^/) 

Um    ^        ^  =  cos  X. 


Durch  Vertauschung  von  x  mit   .  -f  a-  folgt 


lim  'M^i!)  = 


sm  cT. 
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Mit  Rücksicht  darauf,  dass  ^2  (ö,  q)  wesentlich  positiv,  ebenso 
ß^ixj  q),  geben  die  Gleichungen  22): 

J,   '  \-  =  co^x.C%        J^)  '  ^!  =  sinx..S^, 
^{x,q)  ^{x,q) 

wo  C  und  S  reelle  Grössen  sind.  Diese  Gleichungen  in  Verbin- 
dung mit  den  Gleichungen  8)  zeigen,  dass  sin  90  mit  sin  x  und  cos  (p 
mit  cos.T  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  die  Winkel  (p  und  x  liegen 
also  in  demselben  Quadranten.     Bestimmt  man  also,  dass  9)  =  0 

für  :*:  =  0,  so  ist  auch  (p  =  -^  für  x  ==  y. 

Die  vorhin  entwickelten  Gleichungen  geben  den  Werth  einer 
Constanten,  welche  im  nächsten  §  neben  den  Constanten  ^(0), 
19-2(0)  und  ^9-3(0)  auftritt,  es  ist  dieses  die  Constante: 


r  =  oo 


/2r  — 1x2 


\  Jx  —  0  'jf  —  \ 

1  9  25  49 

2(^"^—  Zq~^  +5^T-  —Iq-T ). 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  soll  der  Werth  der  betref- 
fenden Constanten  mittelst  der  Gleichungen  1),  18),  20)  und  21) 
kurz  hergeleitet  werden.  Die  Gleichung  1)  giebt,  wenn  q  mit  q^ 
vertauscht  wird: 

^%{%q'Y~M^,q'Y  =  ^{^a'Y- 

Dividirt  man  auf  beiden  Seiten  durch  ^3(0,  q'^y  —  ^2(0,  q^Y, 
so  folgt: 

23)   ^3(0,  .^)^  +  *.(o,  ,^y  =  ^^(o,ff-?(o,,y- 

In  dem  Product  der  Gleichungen  18)  o;  =  0  gesetzt,  giebt: 

^3(0,  ^^)^— ^2(0,  q'Y  =  ^(0,  ^)^3(0,  q\ 
Wendet  man  dieses  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  23)  an, 
so  ist  einfacher: 

Den  Werth  der  linken  Seite  substituire  mau  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  21),  die  sich  hierdurch  wie  folgt  vereinfacht: 

24)     .9-0(0,  qYM^O^  ^)^3f0.  q)  =  8^(0,  r/)4^,(0,  ^4)^3(0,  q^). 
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Die  Gleichung  20)  werde  nach  x  differentiirt  und  darauf  x  =  0 
gesetzt,   da  die  Differentialquotieuten   der  drei   graden  Functionen 
mit  dem  Argumente  x  verschwinden,  so  bleibt  einfach: 
.^2(0,  ^y)^^i'(0,  q)  =  8^(0,  q^y^^,  q^), 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  Gleichung  24),  so 
nimmt  dieselbe  folgende  symmetrische  Formen  an: 

"  ^     K^  q)  ^2(0,  q)  ^a(0,  q)  HO,  q^) ^,(0,  q^)  &,(%  q') ' 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  f{q\ 
so  ist  /(^)  =  f{q^).  Wird  hierin  q  durch  q\  q^%....  ersetzt,  so 
folgt  /'(q)  =  lim  f(q^)  für  (>  ==  oc,  oder  da  q^  ==  0,  so  ist  /(^) 
=  /(O).     Nun  ist: 

.(,)  =  1-3,-- +  5,0.... 

/W         (i^,^2+...)(i+2,...)(l-2,...)> 
also  für  ,  =  0  ist  /(O)  =  1.     Jeder  der  Brüche  in  der  Gleichung 
25)  ist  folglich   gleich   der  Einheit,    woraus   sich   die    bemerkens- 
werthe  Gleichung  ergiebt: 

^i'(o,  q)  =  m  q)H^,  q)H^.  q\ 

oder,  indem  man  das  Argument  q  einfach  weglässt: 
26)        ^i'(O)  =  ^(0)^2(0)^3(0). 


Sechster  Abschnitt. 


§  16.     üebergaiig  von  den  Theta- Functionen  zu  den 
elliptisclien  Functionen. 

Die  Gleichung  1 3)  von  §  20  difierentiire  man  nach  y  und  setze 
nach  der  Differentiation  y  =  0.  Mit  Rücksicht  auf  ii9''(0)  ==  0, 
^•./(O)  =  0,    ^3'(0)  =  0,  folgt: 

^2(0)^3(0)  ±  (tM\  _  tM  M^  M^) 

^(0)2       dx\d^{x)J  ^(0)    ^x)    ^x)' 

oder,  da  nach  26)  ^/(O)  ==  ^(0)1^2(0)^3(0),  ferner  nach  8): 

u     tM-  i/^sin  cr>      ^^  -  \/'^  cosa.    ^M  ^  M 
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so  wird  die  obige  Gleichung  einfacher: 

1  =  ^'«^      

Setzt  man  noch  k' d-0)^  =  H^)'  und  /i(^)  ==  [^ \  —  k'^  ^in'^  ^, 
so  findet  zwischen  cp  imd  x  die  folgende  Differentialgleichung  statt: 


1/1  — Ä:2sin>   ^^^' 
Verschwindet  (p  mit  x,  so  ist 


J   ^^ 


2)         /     ^=4|==    =  a->,(0)^ 
Ä'2  sm^  (p 


Nach  dem  vorhergehenden  §  sind  x  und  ^  gleichzeitig  -^. 
Bezeichnet  man  wieder  durch  K  das  in  2)  vorkommende  Integral 
für  (p  =  ~,  so  ist: 

7t 

Durch  Elimination  von  0-3(0)2  zwischen  den  Gleichungen  2) 
und  3)  folgt: 

IKx 


4)       /^^  d<p  _  2^ 

/       i/l  — ^2sin2^  JC 


0 

Die  Gleichung  3)  in  Verbindung  mit   den  Gleichungen  2)  des 
vorigen  §  giebt: 

5,  <,,.,  =  i/f,  ,,,,)  = /?p,„„  =  i/E5:. 

Die  Gleichung  4)  giebt  x  explicite  in  Function  von  (p.    Führt 
man  wieder  die  Bezeichnungen  der  elliptischen  Functionen  ein,  so  ist 

^Kx 
(p  =  am    .    Die  Gleichungen  1)  geben  dann: 

{^,{x)          ,/-   .            Ihx     ^2ix)           1  /P               2j^x 
\  -^T\    =   Vkmisim  ,    -^f-^   ==     / -- cos  am , 


^)      {  ,        iKx 

^,  .  s  J  am 
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Geht  man  von  der  Theorie  der  Theta-Functionen  aus,  so  sind 
mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  die  Quotienten  zweier  Theta- 
Functionen  durch  die  elliptischen  Functionen  definirt.  Nimmt  man 
k,  also  auch  k%  K  und  K'  als  gegeben  an,  so  geben  die  Entwicke- 
lungen  des  §  17  mit  der  grössten  Leichtigkeit  q  in  Function 
von  k.  Geht  q  über  in  </',  so  möge  k  in  /  übergehen.  Es  sei  /' 
der  Complementärmodul  von  /,  durch  L  und  V  sind  die  elliptischen 
Integrale: 

Tt  7t 


l/l— /2sin2  6>  '     /      l/l  — /': 


=  Z' 


2sin2  6> 
bezeichnet.    Den  Gleichungen  5)  entsprechen  dann  die  Gleichungen; 


Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichung  5)  nehmen  die 
Relationen  19)  des  §  17  nämlich: 


log-  log^ 


log^ 
folgende  Formen  an: 

7)      K^  ~,    kK  =  ~  V,     k'K  =  ~l. 
log^  log-  log- 

Durch  Division  der  zweiten  und  der  dritten  vorstehenden  Glei- 
chungen durch  die  erste  folgt  k  =  l\  k^  =  l,  es  sind  also  k  und  / 
Complementärmcduli,  mithin  ist  L  =  K\  Die  erste  Gleichung  7) 
giebt  dann: 

_    ^ 

8)       log    -     =     JT    — ,    ^  ==    ^  ^, 

wodurch  q  in  Function  von  k  bestimmt  ist. 

Definirt  man  die  elliptischen  Functionen  allgemein  durch  die 
Gleichungen  6),  so  geben   die  Gleichungen  18)  von  §  17  unmittel- 
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bar  den  Zusammenhang  der  Functionen  mit  reellem  und  imaginävem 
Argument.     Durch  Division  folgt: 

'  ,.    /  jixi       .\  „  /  jtxi 


9) 


i 


,(x,  q) 


H^,  'i)      ^  ,jtxi_ 

Geht   nun   q  in  q'   über,    so   geht  k  in  A''   und   K  in  Ä''   über. 
Den  Gleichungen  6)  entsprechen  dann  die  folgenden: 


10) 


1  /&'  /2A"y     ,  A 


„  .       ..         Jam 


e?.-) 


Kv,  <i')  \Jk 


JlXl 


Nimmt  man  in  den  Gleichungen  10)  y  =  r,    also,    mit 

Rücksicht  auf  8):  ^^^  ^ 

'IK'y   ^   2K'xi  ^  2Kxi 

^  logL  ^ 

und  führt  in  9)  mittelst  der  Gleichungen  6)  und  10)  die  elliptischen 
Functionen  ein,  so  sind  die  Argumente  der  Functionen  links  — ^ 

IKxi 
und  /f,  die  Functionen   rechts  haben   die  Argumente  — —  und  k\ 

2Ax 
Nimmt  man   einfach  =  w,  so  führen  die  Gleichungen  9)  auf 

ji 

die  folgenden,   welche   identisch   sind   mit  den   in  §  8  gefundenen 
Relationen  8): 
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sin  am  (w,  k)  =  — i  tang  am  (ui,  k^),    cos  am  {u,  k)  = 


cos  am  (ui,  k'J 


Jam  (w,  k) 


Jam  {ui^  k^) 
cos  am  (ui,  k^) ' 


oder  u  mit  m  vertauscht: 

1 

sin  am  (uL  k)  =  i  tang  am  (w,  k^) ,    cos  am  (w?",  k)  ==  7 — 77^ , 

^    '    ^  °        \  ?     /?  \    7    /         cosam(w,  A:') 

.        /  .  ,  \  J  am  (w,  k^) 

A  am  (w^,  ä:)  = ^'    /v . 

^    '    ^         cos  am  (w,  A:') 

§  22.     Zusammenstellung   der  wichtigsten  Reihen  und 
Producte  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Da  bei  den  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  die  bis- 
her aufgestellten  Keihen  und  Producte  häufig  zur  Anwendung 
kommen,  so  erscheint  es  zweckmässig,  eine  Zusammenstellung  dieser 
Resultate  zu  geben,  um  bei  den  folgenden  Entwickelungen  einfach 
auf  diese  Zusammenstellung  verweisen  zu  können.  Sowohl  in  den 
Producten  wie  in  den  Summen  nimmt  r  alle  ganzzahligen  positiven 
Werihe  von  1  bis  oc  an.    Nach  §  10  ist: 

iKx         .         1  r  / 1  4-  r/2»-i\2  rr   1  —  2<72^  cos  Ix  +  q^"- 


sm  am 


--  =sm.r7/  [^TTW)  II 1=^^^ 

2)  cosam—  =  cos.t//  [-,-^^)  U  Y=^^ 

3)  J  am 


"IKx 

jt 
IKx 


cos2cT+^*^~2 
2^  cos  2a; +  ^**^ 


cos2a;+^*'*-2 


0 


-^^  VI +  ^-''"7  1— 2^2r-icos2a;+(7*^-2 

i/*-M//(,Ji&)%.T-/7(i=f£;j- 


Da: 


( 


sin  am 


2Kt 


ji 


sm:v 


it:  =  0 


sin  am 

/7 

2^0:1 

JT 

^          ^o: 

^sin.r 

2K 


Jt 


so  folgt  aus  1): 


5)    ^=7/ 


1+? 


2r— 1 


/?r  \2 


i  +  ? 


2r 


/ir— J 
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Aus  den  Grieichungen  4)  und  5)  leitet  man  leicht  die  folgen- 
den ab: 

IkK 


6) 


10) 


-  -  41/^// (jzr^.j  ^^  -  11  (1+7)  . 

Wegen  der  Gleichungen  4)  lassen  sich  die  Gleichungen  1),  2), 
3)  auf  folgende  Art  schreiben: 

„,      .          ^I^x          2q^   '    T  TT     ^~  2(?2-  cos2:r  +  q'- 
7)    sm  am ==    -f-  sin  x  jj    ^    — /  .    ^ , 

^.  2Za:         .,  t  1  /F  r/       l+2^2r(3og2a:  +  ^*'' 

8)     cosam—  =  2r|/^cos..//  ^  _ 2,2.-1  eos 2.x  +  ^-^  ^ 

y}      zlam     ^     -  l/^/i  i_2r/-icos2x  +  ^/^-2* 

Nach  §  15  ist: 

^(x)  =  i7(l— ^2r)  jr7(l_2^2r-icog2.r  +  ^4r-2)^ 

^i(x)  =  2^-'sin;r  jr7(l  — ^2r)  77(1  — 2r/^  cos  2.T -1-^*0. 
^2(x)  =  2^^cos.T  77(1— ^2r)  77(1 +2^2,.  cos  2a: +  ^/^), 
^3(0:)  =  77(1— ^2r)  77(l+%2'-icos2a;  +  ^*^-2). 

Die  Gleichungen   7),  8),  9)   lassen   sich   also   auch   wie   folgt 
darstellen : 

\m  ^  ^'  '^^  '"^  ~'      M^  l/F^^^^^  — 

Q^  ,  .         J  am 

l  ^G^)  i/F 

Führt  man   die   Definitionen   der  Theta- Functionen   in  Form 
unendlicher  Keihen  ein,  so  ist: 

\^{x)  =  1+2  ^(— 1)  V'eos2r.i:,  ^3(0:)  =  1  +  2^^/'cos2n^:, 

12)  H^{x)  =  2^i^(— 1)^-1  ^(^-i)'  sin(2r— l>i', 

>2(^)   =  2^i^^(^-i)'  cos(2r  — 1)0:. 

13)  ^/f  =  ^3(0)  =  1  +2^,^',  ru  =  ^,  /*-  =   If) 
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Nach  §  12  ist: 


sin  am 


•2/— 1 
2~~ 


cos  am 


cos  2/u\ 


Wegen  der  Gleichungen  5)  und  6)  lassen  sich  die  vorstehenden 
Gleichungen  einfacher  schreiben: 


14)       sm  am 


2 


15)       cos  am 


...        1K     .  IKx 

16)       —  J  am   


2r— 1 


1  +  4 


V      ^'' 


cos  2ra;, 


1+^/'' 
Aus  den  Gleichungen  7),  8)  und  9)  erhält  man: 

1  /)    log  sm  am  ==  loü-    -^—r —    +  2  ^  ~  H — z  cos  2;\t:, 

jr  \     \/k     )         ^^^  r    l+f/ 

1 8)  log  cos  am  — -  =  log  (2rp  W  ^y .  cos  ^)  +  2  ^—  -.     /     y  cos  2rx 


7^     1 


19)   logJam^  =  logl/'A'  +  '1  >^2r-l  •rz:74T=r«*'s(4r-2).,:. 


,2r— 1 


Aus   den  vorstehenden   Gleichungen  ergeben  sich   unmittelbar 
die  folgenden: 

1Kx\ 
Bin  am -^  ^^  2./^.,^.!      <f 


20) 


log 


cos  am- 


'2Kx 


cosa; 


log  (^2^^ 


-  +>Si 


1    (-9)' 


1 +  (-?)-■ 
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In  der  Gleichung*  17)  nehme  man  x  =  -^ ,  in   den  Gleichun- 
gen  18)  und  19)  x  =  0,  dann  folgt: 


21) 


Mittelst  der  Gleichungen  5)  und  6)  erhält  man  aus  §  13: 


m^y  ,  ,     2Kx 

1 I  sm2  am 


^-1    rq' 


cos  %rx. 


23)   (— j  cos^am  —  =  S^^^^-^-^^,  +  s2^^^.o.2rx, 

cos  2rx, 


24)   ^-j  J^am—  =  l  +  S^^^j^  +  S^^jz:^ 
Die  Gleichungen  10)  geben: 

log*(a.)     =  -  2|  j:^  -  2  2-i  j^,  C0s2r^, 


25) 


log^i(a:)  = 


log(2^^sin^)  — ^~  T- 


r»  1 


v2r 


v2r 


2^1  - 


^— ^cos2ra; 


log  ^2(^) 


log  (2^^  cos  X 


)-2-^  r 


^i; 


(-1)^    q'' 

r      \~q 


cos  Irx. 


Die  Gleichungen  22)  bis  25)  sind  für  die  Erforschung  der  ellipti- 
schen Integrale  von  der  grössten  Bedeutung,  mit  ihrer  Hülfe  gelang 
es  zuerst  JacoU  die  wahre  Natur  dieser  Transcendenten  zu  ent- 
hüllen. Aus  den  obigen  Gleichungen  hat  Jacobi  (Fund.  p.  100  u.  f) 
durch  Differentiation  eine  grosse  Menge  neuer  Entwicklungen  her- 
geleitet,  von  denen  nur  die  wesentlichsten  hier  angemerkt  werden 
mögen     Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  geben: 
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dvos,  sin  am „  ^,    cos  am A  am 

^^.  jt^  2K  jt_ jt^ 

dx                     jt                .          IKx 
8m  am 


-, 4  7j  T- f — -  sm  2rx, 


27) 


^,  27/.^  .  2Kx    .        2Kx 

d\o^  cos  am ^  ,,  smam zf  am 

^  :iz  2R  7t  jt 


dx                      Jt                        2Kx 
cos  am 

Jt 


sm.T 


so;  -«"  1 


cos  X  -^^  1  +  ( —  qY 


sin  2ni^. 


28) 


dXos:  A  am ^ ,,  A^smam cos  am 

Jt  IK  Jt  Jt 


dx  Jt  ,        2Kx 

A  am 

Jt 


Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  14),  15),  16),  26)  und  27) 
X  mit  -^  -^x  (die  Gleichung  28)  bleibt  dadurch  unverändert),  so 
führen  dieselben  auf  folgende  Gleichungen: 

'IKX  '2r-l 


2^^)  -^-—wr-     ■ii:(-i)-'T^.-c2._i)., 


2^-.^  2r-l 


-j  , ^      smam  .^ 

Jam 


Jt 


J  am 


Ä:'2  sin  am 


.TT 

IKx 


32)     ?^.— ^_  =  ?iLf_>4>:^:=l)— i-%in2r., 


cos  am  —  A  am 

JT  Jl 
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IKx 

cos  am .     .N.  1   . 

-^      JT      .           Ikx   ,        2Ax  mix         --^l+(— öV  ' 

sin  am      -  zl  am ^     ^ 

Jt  JT 

Die  Gleichungen  32)  und  33)  ergeben  sich  auch  durch  Addi- 
tion aus  den  Gleichungen  26),  27)  und  28).  Mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  5)  ist  nach  §  12: 


Wird  hierin  x  mit  —  — x  vertauscht,  so  folgt: 

2Kx 

A  am  2r-i 

35)     ^  ^  ==  — ^  +4^(-iy-\  ^' ^  ,cos(2r-l)a;. 

COS  am 

Jt 

2K 
Vertauscht  man  q  mit  — q^  so  geht  nach  5)  und  6)  ^^  über 

2k'  K 
in  .     Vertauscht  man  in  der  Gleichung  34)  gleichzeitig  q  mit 


34) 

2ä'            1 

JT        .            IKx 
sm  am 

ji 

1 

siUcT 

^  und  X  mit  ^r x^  so  folgt 


36)     ^^ L-—  =  -i-  +  4^"  (-^1)-  _^!li_  cos(2r--l)a:. 

^        JT                 IKx         cosa-         -*»"^       ^   1-j-ö^^-i       ^  ^ 

cos  am 


Jt 


Hierin   —  —  x  statt  x  gesetzt : 

.         IKx 
A  am 


37) — — -  =  —. 4   >|T-^ — r— j  sm(2r— l)a\ 

sm  am 

Jt 

T^     .  ,    </  am  w  .  , ,  ,  ^  2Äif  ^  ,  , 

JöjS  ist    — ; —  ==  A2,\SLU.      Setzt    man    z^  =  ,    so    folgt 

du  Jt    ^  ^ 

nach  16): 

2Kx 

^am ^ 

— ^  =   1  -f  4  ^r4-T.  c«s  2nr. 

Diese  Gleichung  zwischen  den  Gränzen  0  und  x  integrirt  giebt 

38)     am «=  x-\-2  Z^  -    v-r— ;i-  «m  2ra-. 

^  jr  '      -^^  r    1  -f  ^-^ 
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Es  ist: 

1  -f  sm  am ^  r.   ^  am  

1     ^  ,  jr      2ä  jr__ 

1  —  sm  am cos  am 

,    ,   ,    .         2Za:  ^Kx 

1  4-  Ä:  sm  am ^  ,^,  cos  am 

j_    d_  , jr_  _  'IKk jr_ 

y  ^   ^^  .       ,    .          2Kx  ~  ~jr  ~         2Ex  ' 
1-^k  sm  am A  am 

Substituirt  man  hierin  rechts  aus  29)  und  35)  die  entsprechen- 
den Reihenentwicklungen,  integrirt  nach  x  zwischen  den  kränzen 

0  und  Xj  so  folgt: 

,    ,     .         2Kx 
1  -}-  smam 


1  —  sin  am 

Jt 


1,         1+sina;     ,        >^^(_i)— 1  g2r-l 


...  o     ,       cos(2r  — 1)(-^ — x] 

_  lloo.i±il5^4.4X^_£!zL.  V^        / 

2^1— sinx^    .^di__^2r-i  2r  — 1  ' 

•    .    ,    .          2i[^a:  2r— 1 

1  -h  Ä:  sm  am .     ^        -^— 

1  —  /r  sin  am 

.X^     f^     C0B(2.-l)(f-a.) 
-^1— ^2r-i  2r— 1 

Die  beiden   rechts  stehenden  Summen   lassen  sich  als  Loga- 
<*ithmen  darstellen,  mittelst  der  Gleichung: 

1 +  2üCos(^— ^)H-w2  .    .  n     .        .0 

^    ,       o  /^^         \   .      .  ^1— 2i?sina;+jö2 

1 — 2jocos(  —  — xj-{-p^ 

cos(2r-~l)(f  —  a:) 

=   4    T    »2r-l  SA /_ 

-  4^i?  2r-l 

Man  setze  zuerst  p  =  g,  Q^y  g^ .    . ,  wodurch  sich  die  Summe 
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auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  39)  ergiebt.  Für  p  =  ^^,  ^^ , 
(fl  . . .  ergiebt  sich  die  rechte  Seite  der  Grleiehung  40).  Geht  man 
von  den  Logarithmen  zu  den  2^hlen  über,  so  geben  die  Gleichun- 
gen 39)  und  40): 

/r"    :       Wx  

/  1  4-  sm  am  '-^  /^  _^  ^1^^  ^,    /  A  1  +  "^(f  sino:  -f-  ^^r 


1/    i_"sinam?^^'  1/  1  -  sin  a:  ^^  1  -  2r/ sin  .t  +  ^'^ 

7t 


2Kx  '^-1 


/l +A-sinam^—  ^    jjX^lq^    sin.r  +  ^^r-i 
42)     1  /  ;  yj7^  " 


2r— 1 


1  —  A"  sin  am  ^  i  _  2(P~  ^^^  ''^  +  ^''~' 


Für  a-  ==  —  giebt  die  Gleichung  42)  : 


2r— 1 


\—q   ' 


Es  lassen  sich  noch  analoge  Gleichungen  wie  die  Gleichungen 
41)  und  45)  aufstellen,  was  der  Kürze  halber  übergangen  werden 
möge. 

Die  in  den  Gleichungen  13)  vorkommenden  Constanten  lassen 
sich  noch  auf  folgende  Art  darstellen: 

In  der  Gleichung  16)  nehme  man  x  =  0,  in  34)  x=  —j 
dann  folgt: 

43)      *,(0)^  =.  ^=  1+42:^.  =  l+42:(-l)-'f^- 
In  14)  X  =  —  und  in  15)  x  =  0  gesetzt,  fuhrt  auf: 

2r— 1  är— 1 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  31)  und  36)  x  =  0,  so  folgt: 


45)   H^y  =  ^  ^  1  +  42:(-i)v|^2^.  -  1+4^^ 


•bq 


,2r 


Die  Gleichung  33)  nach  x  differentiirt,  darauf  x=  ^  gesetzt, 


giebt 
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46)       (^      =»3(0)*=  l+S^J 


+  (-*)'■ 

Analo;i:  giebt  die  Gleichung  32)  nach  x  differentiirt  und  darauf 
0-  =  0  gesetzt: 

Zieht  man  diese  Gleicliung  von  der  Gleichung  46)  ab^  so  folgt: 
4S)       (^7=^.(0)^==16V(^^^Ü|^. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  46),  47)  und  48)  lassen 
sich  noch  auf  folgende  Art  darstellen.  Die  Summe  der  Gleichungen 
22)  und  23)  giebt; 

Man  addire  die  Gleichungen  22)  und  24)  und  setze  darauf 
o:  =  0.     Es  folgt  dann  : 

^0)       (^--j    _    l+82d(l_  ^2,-1)2    +Sid(l+^^)2- 

Von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  49)  subtrahirt,  giebt: 


5.)     (?|^ 


'  +  «S,Ti=W.  +  «S      '*"' 


(I4_^2r)2      •       .Äd  (1  _,_  ^2r-iy. 


(1  +  ^0^* 

In  Folge  der  Gleichungen  6)  geht  kK  durch  Vertauschung  von 
q  mit  \/q  über  in  2\/kK,  analog  folgt  \/k'K  aus  A'Z  durch  Ver- 
tauschung von  q  mit  q'^.  Wendet  man  dieses  auf  die  Gleichungen 
44),  45),  47)  bis  51)  an,  so  erhält  man: 

A\/kK  ---  -~^  ^-^       -~^ 


2(-l)-V 


2r-— 1  ^iMd  2r~l  J 

1— j^^  i  +  q    ^ 


i^  _  1  I  S^(     iV     '•g'^      -  1  I  gV^(     IV       g^ 
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In  der  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen  vertausche  man 
q  mit  — q.  In  Folge  der  Gleichungen  6)  geht  dann  kK'^  über  in 
ikk*K'^.     Man  erhält  so: 


\kk'K-^        ,V^,     ,,,_i(2r-i)^«         ,V^,  ?L-=i    i_^2r-i 


=  4i:(--irr^^-=42(-ir.^ 


^2 


Es  lassen  sich  auch  höhere  Potenzen  von  — ,  multiplicirt  mit 
Functionen  von  k  und  k'^  durch  q  ausdrücken.  Differentiirt  man 
z.  B.  die  Gleichung  15)  zwei  Mal  nach  x  und  setzt  darauf  x  =  0, 

so  ergiebt  sich  eine  einfache  Reihe  für  k( — ]  .     Dasselbe   Ver- 

—  j  .       Man 

kann  mittelst  Differentiation  der  im  vorstehenden  §  gegebenen 
Entwicklungen  Gleichungen  von  der  bemerkten  Art  leicht  her- 
stellen und  aus  denselben  durch  Vertauschung  von  q  mit  {/q^  q^ 
und  — q  neue  Resultate  herleiten.  Da  dieselben  keine  grosse 
Bedeutung  zu  haben  scheinen,  so  sollen  dieselben  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  werden. 


Siebenter  Abschnitt. 


§  23.    Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen 
und  Integrale  erster  Gattung. 

Die  Gleichungen  17)  von  §  20  gestatten  die  elliptischen  Func- 
tionen mit  zusammengesetzten  Argumenten  durch  die  Functionen 
der  einzelnen  Argumente  auszudrücken.*)  Bringt  man  die  Glei- 
chungen 6)  von  §  21  zur  Anwendung,  so  geben  die  Gleichungen 
16)  in  §  20: 


*)  Ueber  die  Gleichungen  13),   14)  und  15)  vergleiche  man  Richelot  in 
Grelle  Journ.  t.  50  p.  41  —  51. 

Enneper,  elUpt.  Functionen.  9 
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IKx  IKy  2K(x  +  y) 

cp  =  am  ,  t/;  =  am  — - ,  ö  =  am  — ^^ — -^^~  • 

jü  ^  jt  jt 

Man  setze  einfacher: 

2Kx  ^        IKy  ^ 

Jt  '      Jt  * 

also: 

1)     ^  =  amw,   ip  =  2imvy   6  =  am(?/-|-t;). 
Die  Gleichungen    17)  von   §  20   nehmen   dann   folgende  For- 
men an: 

sin  am  (m +2;)  = 

sin  am  u  cos  am  v  A  am  v  -f-  sin  am  v  cos  amw  A  am  u 

1  —  k'^  sin2  am  u  sin^  am  v  ' 

cosam(w+i;)  = 

2)    <!        cos  am  z<  cos  am  1?  —  sinamw  sinamv  Jamz^  Jami? 

1  —  Ä:2  sin^  am  u  sin^  am  v 

A2im{u-\-v)  = 
A  am  u  A  am  y  —  /r^  gj^  am  w  sin  am  v  cos  am  u  cos  am  t^ 
1  —  /f2  sin2  am  w,  sin  2  am  i; 
Die  Gleichungen  1)  lassen  sich  ersetzen  durch: 


A{&)  '~  '''     /     A(ß)  ~  ""'     I    A{e) 

^    I    A{e)  "*~  /    A{e)  ^  /  A(&y 

*/o  «/o  •^o 


0 

Die  Gleichungen  2)  bilden  die  Additionsgleichungen  der  ellip- 
tischen Functionen,  mit  ihrer  Hülfe  lassen  sich  Functionen  mit  com- 
plexen  Argumenten  —  wenn  vi  statt  v  gesetzt  wird  —  durch 
Functionen  mit  reellen  Argumenten  ausdrücken.  Die  Gleichung 
3)  enthält  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung,  darin  bestehend,  dass  die  Summe  zweier  elliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  mit  demselben  Modul  /:,  sich  durch  ein  Integral, 
ebenfalls  mit  dem  Modul  k,  ausdrücken  lässt.  Zwischen  den  oberen 
Gränzen  der  drei  Integrale  findet  eine  algebraische  Relation  statt. 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  3)  sin  &  =  /  und  weiter  sin  9p  «=  o;, 
Buxf  ==  y,  sinö  ==  z,  so  erhält  man: 
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/; 


dt 


Die  Gleichungen  3)  nehmen  folgende  Formen  an: 

_  x\/\—y'^    j/l— ^2y2^y    \/\—x^    \/V—k'^x^ 


5) 


1-/^2^2^/2  » 


l/r=r72      _    j/l-g;^    i/l—y2  —  ^y  1/1—^2^2  |/l_/^2y2 

^  1  —  k^x^y^ 


,/i— n-2  _  j/l— A:2a:2  |/i  _y^2y2_y^2^y  l/T=^  /l— y2 
^1      y^z    -  ^  l_^2^2y2         -  — • 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  in  etwas  veränderter  Schreibweise 
hat  zuerst  Euler  gefunden.  Legendre  (Fonct.  eil.  I.  p.  2)  bemerkt 
zu  der  im  vorigen  Jahrhundert  einzig  dastehenden  Entdeckung 
von  Euler: 

„Euler,  par  une  combinaison  qu'on  peut  regarder  comme  fort 
heureuse,  quoique  ces  hazards  n'arrivent  qu'a  ceux  qui  savent 
les  faire  naitre,  trouva  l'integmle  algebrique  complete  d'une  equa- 
tion  differentielle  composee  de  deux  termes  separes,  mais  sem- 
blable,  dont  chacun  n'est  integrable  que  par  des  arcs  de  sections 
coniques. 

Cette  decouverte  importante  donna  lieu  ä  son  auteur  de  compa- 
rer  d'une  maniere  plus  generale  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  lui,  non 
seulement  les  arcs  d'une  meme  ellipse,  d'une  meme  hyperbole,  ou 

d'une  meme  lemniscate,    mais  en   general   toutes  les  transcen- 

/Pdx 
-^-  ou  P  est  une  fonction 

rationelle  de  x,  et  R  la  racine  quarrte   d'un  polynom  en  x  du 
quatrieme  degrö. 
Die    ersten   Untersuchungen   Euler' s   sind   enthalten   in:   Novi 
Commentarii  Academiae  Scientiarum  Petropolitanae.    T.  VI.  p.  37 
(MDCCLXI),  wo  sich  folgende  Abhandlung  befindet: 
Euler:  De  integratione  aequationis  differentialis : 

mdx      ndy 

l/l— a;*  ~"  l/l— «/** 
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In  dem  Vorbericht  (Summarium  Dissertationum)  p.  8 — 9  wird 
bemerkt: 

Neque  vero  talis  admiranda  integratio  in  ipsa  tantum  aequa- 

tione   differentiali    lociim    habet :    sed    simili    omnio    modo   Gel. 

Auetor   ostendit    hanc    aequationem    difterentialem   multo   latius 

patentem : 

mdx ndy 

\/a  +  Wx^  +  Cx^  ~  \/a  +  2B^TW 
per  aequationem  algebraicam  complete  integrari  posse,  si  modo 
numeri  7)i  et  n  sint  rationales,   quin  etiam   eandem  integrandi 
methodum  ad  hanc  aequationem  multo  generaliorem  extendit: 

mdx  ndy 

\/a  -\-  2Bx  +  Cx^  -f  2Dx^  +  Ex^  ~~  ^4-\-2By-{-  Cy"-  -h  IDy^  +  Ey^' 
Am  Schluss  wird  bemerkt:    „unde  patet  hanc  dissertationem 
multo  plures  investigationes  continere,   quam  titulus  quidem  prae 
se  ferre  videtur."     Die  Integrationsmethode  für: 

dx dy 

\Ja  +  Wx  +  (7x2  _^  2ät3  _}_  ^5-^4  ~  sJa  +  Wy  +  6^  +  2Dy^  +  Ey'^ 
findet  sich  auf  pag.  50   und  etwas  erweitert  p.  54  und  55.    Als 
Fortsetzung  dieser  Abhandlung  enthalten  die  „Novi  Commentarii" 
(MDCCLXI)  t.  VII  p.  3: 

Euler:  Specimen  alterum  methodi  novae  quantitates  transcen- 
dentes  inter  se  comparandi  de  computatione  arcuum  EUipsis. 
Die  wesentlichsten  Untersuchungen  dieser  Art  finden  sich  ver- 
einigt in:   Euler:  Institutiones   Calc.  Int.  Vol.  I.     Sectio   secunda, 
Caput  VI,  wo  namentlich  Problema  81  zu  vergleichen  ist. 

Der  von  Euler  eingeschlagene  Weg  ist  im  Wesentlichen  fol- 
gender.    Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Gleichung: 

6)  (ax2  +  2a' X  +  a'0 1/2  +  2  {px'^  +  2h' x  +  h'')  y  +  cx"^  -f  2&x  +  &'  = 

Ly^-{-2My-{-N  =  0, 
oder: 

7)  (as/2-j-2%-f  c):r2-|-2(a'!/2  4-2^>V-fcO^  +  aV4-2Z>'V4-^''  = 

i>x2  +  2()a:  +  Ä  =  0. 
Differentiirt  man  eine  der  Gleichungen  6)  oder  7),  so  folgt: 
8)     {Px  -f-  Q)dx  +  {Ly  -{■M)dy  =  0. 


133 

Es  ist  ferner  aus  6)  und  7): 

{Px-^-Q)^  =  Q'^  —  PB,  {Ly  +  M)^  =  J^P—LN, 
Nimmt  man: 

9)      Px-\-Q  =  \/q''  —  PR,  Ly-\-M  =  \/m\--LN, 
so  wird  die  Gleichung  8): 

dx.\/Qß  —  PR  +  dy  \JW~-^LN  =  0 

oder  : 

äx         ^         dy         ^  ^ 

\/iyp—LN      \/0'^—PE 

Substituirt  man  für  Z,  M,  Ä]  P,  Q,  R  ihre  Werthe  aus  6)  und 
7),  so  wird  die  vorstehende  Differentialgleichung; 

dx 


10) 


l/(&:c2+  2h'x  +  h'y  —  {ax'^-\-  "lafx  -f  a''){cx'^^-  2c'a:+  c") 


i/(«y  +  Wy  +  cO^—  («2/2  -f  "Ihy  +  c)  (a^'?/'^  +  2^>''2/-l-c") 

Sollen  die  Polynome  unter  den  Wurzelzeichen  respective  die- 
selben Functionen  von  x  und  y  sein,  so  ergeben  sich  folgende 
Bedingungen : 

2b¥  —  ac''—a'c  =  2a'b' —  ab'"  —  a''b , 

bb''  =  a'c', 
2b'b''  —  a'c''  —  a''c'  =  W& —  bc^'—b'^c, 

h'n^a''&'  =*  c'2  — cc". 

Substituirt  man  die  Werthe  von  c  und  &  aus  der  ersten  und 
dritten  in  die  zweite  Gleichung,  so  folgt  a^  =  b.  Die  erste  und 
dritte  Gleichung  geben  dann  o^"  =  c  und  b'^  ==  c'.  Hierdurch 
werden  die  beiden  übrigen  Gleichungen  identisch.  Für  «'  ==  &, 
a"  =  c  und  b''  =  c'  wird  die  Gleichung  6): 
1 1 )    axY + "^hxy  {x + y)  +  c  (x^ + y^)  4.  ^^^^y  4.  2c'  (o:  +  y)  +  c"  =  0. 

Die  Gleichung  10)  nimmt  die  Form  an; 

12) 
dx  ^  dy  ^  ^ 

\/a  +  2Bx  +  Cx^  +  2Px^  +  Ex^      \/ A-\-Wy-\-  CY-\-2Dy^-\-Ey^  ' 

oder  kürzer: 


184 

13)     ^+4'=^^ 

\lx       \/Y 

wo: 

lA  =  c'2  — cc",      B  =  Wd  —  hd'  —  cc, 
14)     I  C  =  46'2  — ac"  — c2  — 2/^c', 

(i)  =  iw  —  ac*  —  hc,      E  ==  ^2_^c. 
Setzt  man  in  9)  für  P,  Q,  R,  L,  M,  N  ihre  Werthe  aus  6)  und 
7),  ferner  a'  =  h,  «"  =  c,  6"  =  c%  Q^—PR  ==  F,  M'^—LN=  X, 
so  nehmen  die  Gleichungen  9)  die  Formen  an: 

l/X  =  («0^2  _|_  2bx  +  c)y  +  bx'^-\-  Wx  +  c'. 
Hieraus  folgt: 

Man   bilde    das  Quadrat   dieser  Gleichung   und   setze   rechts 
nach  11): 

«a;2y2  4.  %)xy  [x-{-y)-\-  Wxy  =  —  [c{x^  +  tß)  +  2c' {x  +  ?/)  +  c''J , 
ferner  flir  P  und  E  ihre  Werthe  aus  14),  es  folgt  so: 

15)     r^^Z.)     =  E{x-\-yy  +  2P(x-hy)  +  {2b'—cy'-ac'\ 

Sind  A,  B,  C,  P  und  E  gegeben,  so  bleibt  in  Folge  der  Glei- 
chungen 14)  eine  der  sechs  Quantitäten  a,  bj  c,  b%  &  und  d'  will- 
ktihrlich.  Ist  die  Differentialgleichung  12)  oder  13)  gegeben,  so 
findet  zwischen  x  und  y  die  endliche  Relation  15)  statt,  in  welcher 
der  Ausdruck  (2ö'  —  c)2 — ac"  eine  beliebige  Constante  enthält, 
also  selbst  als  die  willkührliche  Constante  angesehn  werden  kann, 
welche  die  Integration  der  bemerkten  Differentialgleichung  involvirt. 
Will  man  die  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  enthaltenen  Resul- 
tate ableiten,  so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren.  Man  setze 
in  12): 

^  =  1,  ^  =  0,  (7  =  —(1  4-  k%  P  =  0,  ^  =  Ä-2. 
Die  Gleichungen  14)  gehn  hierdurch  über  in: 

U"^—c&'  =  1,      {^V  —  c)&--b&'  =  0, 
16)    \w^—ad'  —  c^—2bc'^—{\-\-k'^), 
\{^b'  —  c)b  —  ad  =  0,     h'^  —  ac  =  k\ 
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Um  weitläufiger  Rechnungen  tiberhoben  zu  sein  genügt  es  zu 
bemerken,  dass  X  und  F  nur  grade  Potenzen  von  x  und  y  ent- 
halten, die  Differentialgleichung  12)  also  durch  gleichzeitige  Ver- 
tauschung von  X,  y  mit  — x^  — y  unverändert  bleibt.  Da  dieses 
auch  mit  der  Gleichung  11)  der  Fall  sein  muss,  so  erhält  man 
unmittelbar  ^  =  0  und  c'  =  0.  Die  Gleichungen  16)  reduciren 
sich  hierdurch  auf; 

_cc"  =  1,    4&'2_ßc''— c2+  1  -f  A:2  =  0,    — «c  -=  F- 
oder ; 

17)     o"  =  -\a  =  ^^,    4..^0-<'')f-'^-). 

^  c  c  c^ 

Die  Gleichung  11)  giebt  für  &  =  0,  c'  =  0: 
c"  -f  «^2?/2  4-  c  (x^  +  ?/2)  ==  _  4^/^y^ 
oder  quadrirt  mit  Rücksicht  auf  17): 

[1  -f  kVy^—c'^(x^  +  ?/2)]2  ==  4  [A:2_(i  4.  ^2)^2  -j.  c*].i:2t/2. 

Diese    Gleichung    nach    —  geordnet  giebt: 

c 

Hieraus  folgt: 

(l_^Vyy  _  a;2(l_ä/!)(l-Äy)  +  ä/Hl-*^)(l-/tV) 

+  2.,yi/(rir:^y(T^r^2^)  /(i_^2)(i__Ä2y2), 

oder: 

1S^     i  _  .Tl/l— 2/^  [/i—k-'y'^J-y  \/\^x\\/l—k^x^ 

Es  bedeutet  in   der  vorstehenden  Gleichung  c  eine  beliebige 

Constante.    Integrirt  man  die  Gleichung  13)  und  zwar  von  x  ==  0 

1 
an,  so  giebt  die  Gleichung  18)  für  x  =  0,  y  =     ,    wodurch    die 

c 

untere  Gränze  des  Integrals  in  Beziehung  auf  y  bestimmt  ist.    Die 
Ausführung  der  Integration  giebt: 

dt 


19)  r     ^' 4-  r^ 

J^        |/(1_^2)(1_^2^2)         J        1/(1 


/2)  (1-/^2^2) 


=    0, 
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Die   Gleichungen   18)   und  19)   sind   mit   den  Gleichungen  4) 
1 
und  5)  identisch,  wenn  -  ==  z  und : 
^  c 

z  0  0 

gesetzt  wird. 

Die  von  Euler  angewandte  Methode  zur  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung 10)  ist  ungemein  einfach^  wegen  der  nothwendigen 
Auflösung  einer  quadratischen  Gleictiung  ist  dieselbe  nicht  zu  einer 
Verallgemeinerung  geeignet,  wie  ein  anderes  Verfahren,  welches 
von  Lagrange  herrührt.  Unter  dem  Titel:  „Dilucidationes  super 
methodo  elegantisima,  qua  illustris  de  la  Grange  usus  est,  in  inte- 

granda  aequatione  -j^.  =  --^"  hat  Euler  die  Arbeit  von  Lagrange 

weitläufiger  behandelt  in  den  Acta  Acad.  Imp.  Sc.  T.  IL  P.  I  p. 
10 — 57,  oder  auch  Institut.  Calc.  Integr.  Tomus  IV.  p.  465—524. 
(Supplementum  VIII  ad  Tom.  I.  Sect.  IL  Cap.  VI).  Characteri- 
stisch  für  Euler  ist  die  grosse  Bewunderung,  welche  derselbe  der 
Arbeit  von  Lagrange  zollt,  wie^  dieselbe  sich  in  den  Worten  zu 
Anfang  vor  §  2  kund  giebt  „Istud  autem  egregium  inventum  eo 
magis  sum  admiratus  etc." 

Die  Abhandlung  von  Lagrange-.  „Sur  l'integration  de  quelques 
equations  differentielles  etc."  ist  enthalten  in  Miscellanea  Taurinen- 
sia.  Tom.  IV.  auch  unter  dem  Titel:  Melanges  de  Philosophie  et 
de  Math^matique  de  la  Societe  Roy.  de  Turin.  Pour  les  annees 
1766 — 1769.  p.  98 — 125.  Republicirt  findet  man  dieselbe  in:  Oeuv- 
res de  Lagrange  p.  p.  Serret.    T.  IL  q.  5 — 33.    Paris  1868. 

Auf  p.  102  reproducirt  Lagrange  die  Methode  von  Euler  und 
bemerkt  zu  derselben  auf  p.  103: 

„Cette  Integration  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  n'est 
düe  qu'a  une  espece  de  hazard  heureux,  et  qu'il  ne  serait  pas 
meme  possible  d'y  arriver  par  les  methodes  connues  des  Geome- 
tres  jusqu'ä  present." 

Die  Principien  seiner  Methode  hat  Lagrange  in  den  folgenden 
bemerkenswerthen  Zeilen  niedergelegt: 
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„Quand  on  a  ime  equation  differentielle  du  premier  degrö 
dont  on  ne  peut  trouver  l'integTale,  il  faut  la  diiferentier  et  exa- 
miner  si  en  combinant  cette  nouvelle  equation  avec  la  proposee, 
on  pourrait  trouver  une  equation  integrale  du  premier  degre 
autre  que  l'equation  proposee;  car  alors  en  chassant  par  le 
moyen  de  ces  deux  equations  les  premieres  differences,  on  aura 
une  equation  algebrique  qui  sera  l'integrale  cherchee. 

Si  l'integration  ne  reussit  pas  de  cette  maniere,  il  faut  passer 
a  la  differentielle  du  troisieme  degre,  et  chercher  si  Ton  pour- 
rait ainsi  parvenir  a  une  nouvelle  equation  du  second  degre ;  en 
ce  cas  il  n'y  aurait  plus  qu'a  eliminer  les  differences  secondes  et 
troisiemes  par  le  moyen  de  l'equation  proposee  et  de  sa  diffe- 
rentielle.   Et  ainsi  de  suite." 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 
20)     A-{-Bx-i-Cx^-+J)x^-\-Ex^  =  Ä,   Ä-\-By-^Cy''-{-D}ß  +  Ey^  =  Y. 

Zwischen  x  und  y  finde  die  Differentialgleichung  statt: 

21)     ^  +  ^  =  0. 

\/X        l/F 

Man  sehe  x  und  y  als  Functionen  einer  Variabelen  t  an,  und 
ersetze  die  Gleichung  21)  durch  die  folgenden: 


Für: 


22)     |  =  /J,     |   =   -l/F. 


23)     x-{-y  =  p,  x  —  y  =  q, 
folgt  durch  Differentiation  nach  t  mit  Rücksicht  auf  22): 


24) 


dp   _   dx  dy  _    j-       1- 

dq  _   dx  dy  _   /^      /- 


d^   ^   _X^  dx__J^  dy  ^   X'  -j-  Y' 
^i"-    ~   2\/x  ät      %JY  di  2 

Die  letzte  Gleichung  wird  nach  20): 
25)     §  =  ^  +  C(x  ■\-y)-\-  ^D{x^  +  y^)  +  2E{x^  +  t/3). 
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Die  beiden  ersten  Gleichungen  24)  multiplicirt  geben  nach  20) : 

dpdq^  ^ 

di  dt 

(x  -y)[B+  C(x  +  y)]-h  D  Gt2  +  xy  +  y'^)  -f-  ^ (a;  +  rj)  {x^  +  rß)\ . 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  25)  folgt: 

oder  X — y  ==  q^  x -{- y  =  p  gesetzt: 

d^p       dp  dq  1/1  /,  ,    ^  N 


d.i. 


qdt\q  dt) 


D-VlEp, 


Diese  Summe  mit  -j  multiplicirt  giebt: 

dt\q  dt)  dt~^       dt 


\q  dt) 


Bedeutet  F  eine  Constante,  so  folgt  durch  Integration: 

Dp  +  i,>2  +  jr. 
Setzt  man  wieder  p  =  x  +  yy  q  ==  x — y  und  nach  24): 

,  |  =  l/J-l/F, 

so  folgt: 

>  (^iZ^/y  =  ß(^  +  y)  +  £{^  +  yy  +  F- 

Setzt  man  2i?  und  2D  statt  B  und  D^  so  wird  die  vorstehende 
Gleichung  mit  der  Gleichung  15)  identisch,  wenn  die  Integrations- 
constante  durch  F  bezeichnet  wird. 

Die  vorstehende  Darstellung  enthält,  mit  unwesentlichen  Modi- 
ficationen,  die  von  Eulet^  gegebene  Vereinfachung  der  Methode  von 
Lagrange.  (Institut.  Calc.  Int.  t.  IV.  p.  466 — 467.)  Lagrange  (1.  c. 
p.  108)  nimmt  statt  der  Gleichungen  22)  die  folgenden: 

dx    dt      dy_   dt 

\/x   ~    f'    ^  -  -T' 

WO  T  eine  Function  von  /  bezeichnet,  die  so  bestimmt  wird,   dass 
sich  eine  Integration  ausführen  lässt.    Im  Verlaufe  der  Abhandlung 
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versucht  Lagrange  vergeblich  seine  Methode  auf  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form  21)  anzuwenden,  in  welcher  X  und  Y 
beliebige  Polynome  respective  von  x  und  y  sind.  Alle  Annahmen 
führen  wieder  auf  die  in  20)  gegebenen  Formen  von  X  und  Y 
zurück.  Eine  bemerkenswerthe  Ausdehnung  der  Methode  von 
Lagrange  hat  Richelot  gegeben  in  der  Abhandlung:  lieber  die 
Integration  eines  merkwürdigen  Systems  Differentialgleichungen. 
(Grelle  Journ.  t.  23  p.  354—369).  Es  sind  dieses  Differentialglei- 
chungen, auf  welche  JacoU  die  AheVschen  Functionen  basirt  hat. 

In  einer  grösseren  Abhandlung:  „Einige  Bemerkungen  zum 
Euler'schen  Additionstheorem"  (Grelle.  J.  t.  44.  p.  277—294)  hat 
Richelot  an  die  Methoden  von  Euler  und  Lagrange  eine  Reihe 
interessanter  Bemerkungen  geknüpft  und  namentlich  zuerst  die 
Herleitung  der  Gleichung  15)  aus  der  Gleichung  6)  oder  7)  gegeben. 

Das  Additionstheorem  von  Euler  ist,  mit  mehr  oder  minder 
gutem  Erfolg,  so  häufig  Gegenstand  neuer  Herleitungen  geworden, 
dass  eine  vollständige  Erwähnung  aller  darauf  beziehlichen  Arbei- 
ten in  keinem  Verhältniss  zu  dem  relativen  Werthe  derselben  stehn 
würde.  Es  sollen  daher  nur  einige  Methoden  erwähnt  werden,  die 
sich  durch  Einfachheit  auszeichnen  oder  allgemeiner  bekannt  ge- 
worden sind. 

Im  „Journal  de  Mathematiques"  2«  ser.,  t.I.  p.  231— 233  (Annee 
1856)  hat  Despeyrous  ein  Verfahren  mitgetheilt,  welches  sich  in  den 
hinterlassenen  Papieren  von  Sturm  vorfand,  später  aber  für  Sturm' s 
Lehrer  Deflers  reclamirt  wurde.    Die  Differentialgleichung: 

-^  -f  -^  =-  0  oder  \/Ydx-\-\/Xdij  =  0 

\/x      \/y 

wird  für  X  =  {}  —  x'^)  {\ —■  k'^x'^) ,  Y  =  {i  —  tß)  {V  —  xhß)  mit  dem 

Factor ^  multiplicirt  und  dann  integrirt.    Bedeutet  c  eine 

1  —""  K  X  y 

Constante,  so  folgt: 


/"i/(i-?/^)(i-^v)       ri/(i- 


^^)(l-^^-«^)rf,  =  c. 


Sind  P  und  Q  Functionen  von  x  und  ?/,  so  folgt  durch  partielle 
Integration: 
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Wendet  man  dieses  auf  die  obige  Integralgleichung  an,  so 
verschwinden  in  Folge  der  Diiferentialgleichung  die  Terme  unter 
dem  Integralzeichen  und  man  erhält  unmittelbar  das  algebraische 
Integral  der  Differentialgleichung.  Die  auszuführenden  Rechnungen 
sind  nicht  ohne  Weitläufigkeit,  sie  setzen  eigentlich  die  Kenntniss 
des  Additionstheorems  voraus.  Uebrigens  ist  das  angewandte  Ver- 
fahren eine  directe  Erweiterung  der  Methode,  deren  Lagrange  sich 
zur  Integration  der  Differentialgleichung: 

,  ^^      +     .  ^^       ==  0  oder  \/\^^dx  +  [/f^^^?/  =  0 

l/l— X2  1/1—2/2 

bedient.  (Miscellanea  Taurinensia.  T.  IV.  p.  100.)  Die  Bemerkung 
über  Differentialgleichungen,  welche  oben  nach  Lagrange  mitgetheilt 
ist,  in  Verbindung  mit  einer  Bemerkung  von  Abel  über  die  Combi- 
nation  der  particulären  Integrale  einer  Differentialgleichung  *)  (Grelle 
Journ.  t.  2.  p.  22)  finden  sich  sehr  geistreich  vereinigt  in  einer 
kurzen  Note  von  Darhoux  (Annales  scientifiques  de  l'Ecole  nor- 
male superieure.  t.  IV.  p.  85.  Paris  1867),  welche  ihres  geringen 
Umfangs  wegen  hier  erwähnt  werden  soll.  Es  sei  z  Function 
von  u  bestimmt  durch; 

26)     £  =  /(l-^^)(l-/tV^). 

Diese  Gleichung  nach  u  differentiirt  giebt: 

^     du'  |/(1  _  ^2)  (1  _  uH^)  du 

Sind  X  und  y  zwei  particuläre  Werthe  von  z,  welche  der 
Gleichung  27)  genügen,  so  ist: 


•)  Rei  Abel  werden  die  particulären  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  combinirt,  während  im  vorliegenden  Falle  die 
Differentialgleichung  nicht  linear  ist. 
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Diese  Gleichungen  geben: 

Da  nun  x  und  y  auch  der  Gleichung  26)  genügen,  so  ist: 
folglich : 

Die  Gleichung  28)  hierdurch  dividirt  giebt: 


(    dxy      (    dy\- 


X—li^x'^y^ 


dx  dy 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  y  —■  -{-  x-^^  so  wird: 
^  ^  du  du^ 

d'^x  d^-y 


du^  du^   Ik'^xy       f    dx  dy 

dx_     d^  1— Ä:2xV  V  ^  ^f 

du  du 


d.  i. 


^\    du  du) 


du  du  du 


dx  dy  1 — k'^x^y^  1  —  k'^x'^y'^ 

du  du 

Bedeutet  c  eine  Constante,  so  folgt  durch  Integration: 

dx  dy 

.  du  du  ^ 

^       1— A-2a;V 

Es  sei  nun  x  =  <p  (u).  Da  y  ebenfalls  der  Differentialgleichung 
26)  genügt,  so  kann  nur  y  =  g)  (u  +  d)  sein,  wo  a  eine  Constante 
ist.    Die  Gleichung  29)  wird  dann. 

'^0^     y(^+<^)  9^iu)  —  (p{u) (p\u-]ra)  _ 

^  1— /^2^(W)2^(W  +  Ö)2  —    ^• 

Nimmt  man  für  w  =  0  90(0)  =  0,  also  ^^'(O)  =  1,  so  giebt 
die  Gleichung  30)  c  =  ^(a).    Die  Gleichung  30)  giebt  unmittelbar 


142 

das  Additionstlieorem  der  elliptischen  Functionen  für  u-^  a  =  v 
und  g)(u)  =  misunu. 

In  der  Abhandlung:  „Neuer  Beweis  der  Summationsformeln" 
(Grelle  Journ.  t.  30  p.  211—214,  oder  Mathem.  Abh.  p.  155—158) 
hat  Eisenstein  eine  Anwendung  des  Theorems  von  Taylor  auf  die 
Herstellung  des  Additionstheorems  gemacht. 

Eine  Untersuchung  von  ^bel  in  Grelle  Journ.  t.  2  p.  386 — 394, 
über  die  Functionalgleichung  (p{x) -{- ^(y)  =  ^p[x/'(y) -{- y/'{y)], 
welche  beiläufig  bemerkt  auf  die  Additionstheoreme  der  Logarith- 
men und  Kreisfunctionen  führt,  hat  zu  der  Abhandlung  von  Lottner 
(Grelle  Journ.  t.  46  p.  367  —  388)  Veranlassung  gegeben,  „lieber 
die  Functionen,  welche  der  Gleichung: 

^fy.Fx+fx.Fy" 


Genüge  leisten."     Diese  Gleichung  führt  auf  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Functionen.     (1.  c.  p.  379.) 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Additionstheorem  findet  man 
noch  bei  Schellhach  in  Grelle  Journ.  t.  54  p.  59 — 67  und  Genochi 
im  Buttetino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche 
e  fisiche  pub.  d.  B.  Boncompagni,  Tomo  III.  Koma  1870.  Man 
findet  dort  auf  p.  47  eine  Anzahl  literarischer  Notizen. 

§  24.    Zusammenstellung  einiger  Formeln,  welche  sich  aus 

dem  Additionstheorem  ergeben.    Anwendungen  des 

Additionstheorems. 

Setzt  mau  in  den  Gleichungen  2)  §  23  — v  statt  v;  so  ergeben 
sich  drei  neue  Gleichungen,  welche  in  Verbindung  mit  den  bemerk- 
ten Gleichungen  das  folgende  Fundamentalsystem  für  die  Addition 
der  elliptischen  Functionen  bilden: 

1)  sinam(w+i?)  = 

sin  am  u  cos  am  v  J  ami;  +  sin  am  v  cos  am  w  J  am  w 
1  — k'^  sin^  amw  sin^  snav 

2)  cosam(?^-f-?')  = 

cos  amw  cos  am «;  —  sin  am  w  sin  am «;  J  am w  z/  am  ?; 
1  — k^  sin2  am  u  sin^  am  v 
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3)  Jam(w+r)  = 

Jamw  Aamv — k'^m^amu  sinam«;  cosamw  cos  am v 
l  —  k'^sin''^mu  sin^amv 

4)  sinam(t<  —  v)  = 

sinamw  cosamv  Jamv — sin  am v  cos  am m  J  am ?< 
1  — Ic^sm'^  amw  sin^  amt; 

5)  cos  am(w — v)  = 

cos  am  II  cos  am  v  -}-  sin  am  u  sin  am  i;  A  am  ?^  J  am  v 
1  — ^2^sin2  amw  sin^  am  v 

6)  Jam(^^ — v)  == 

Jsimu  Jsimv-\-k^  sin  am  u  sin  am  ?;  cos  am  u  cos  am  v 
1  —  /r^  sin'^  am  u  sin^  am  t; 

Aus  diesen  Gleichungen  hat  Jacobi  (Fund.  p.  32  und  33)  33 
Relationen  abgeleitet,  von  denen  hier  nur  die  wiederholt  werden 
sollen,  welche  in  den  folgenden  Untersuchungen  von  Wichtigkeit 
sind.  Bildet  man  das  Produkt  von  sin  am  {u  +  v)  sin  am  (u  —  v) 
und  setzt  im  Zähler  cos- am w  ==  1  —  sin^ am rv,  A^SLmrv  =  i  — k'^x 
sin^amw,  so  findet  man,  dass  derselbe  durch  1 — k'^mi'^simuX 
sin^ am v  theilbar  ist.  Verfährt  man  analog  mit  cos  am (u-^v)x 
cosam(2<  —  v)  und  Jam(w-f  i;)/l  am(w — v),  so  erhält  man  folgende 
sehr  nützliche  Relationen: 

„.      .         /    .    N     .  /        N  sin^amw  —  sin^ami; 

7)  sm  am(w-^^;)  smamrw — v)  =  ^ — ,^  .  ^ r-^ • 

^  V    '    ^  V        /        l — A^sm^amw  sin^am«; 

8)  cosam(M  +  i?)  cos  am  (?^  —  v)  == 

1  —  sin2  am  u  —  sin^  am  y  +  A^  sin2  am  u  sin^  am  v 
1— Ä^sin^amw  sin2am^; 

9)  Asim(u-{~v)  AsLm{u  —  v)  = 

1  —  /r2  sin^am  u  —  k"^  sin^  am  i;  -j-  A^  sin^  am  u  sin^  am  v 
1  —  /f2  sin^  am  u  sin^  am  v 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  bis  9)  ergeben  sich   ohne  weitere 
Rechnung  Gleichungen  für: 
sin  am  {u  +  v)  ±  sin  am  (u — v)^  i  :^  sin  am  (w  -|-  v)  sin  am  {u  —  v)j 
l  ±k^  sin  am  {u  +  v)  sin  am  (u — v)  etc. 
Durch  Ausführung  der  Multiplication  findet  man  mittelst  der 
Gleichungen   1)  bis  9)  unmittelbar  die  folgenden  Functionen  mit 
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zusammengesetzten  Argumenten  durch  die  Functionen  der  einzelnen 
Argumente  ausgedrückt: 

[1  +  sin  am  (u  +  v)]  [1  ±  sin  am  (u  —  v)]  = 
1  ±  sin  am  (u  -\-v)  ±  sin  am  (u — v)  +  sin  am  (u  +  v)  sin  am  {u  —  v), 

[1  ±  sin  am  (w  +  ?;)]  [1  +  sin  am  (u  —  v)]  = 
1  ±  [sin  am  (u-^v)  —  sin  am  (21  —  v)]  —  sin  am  (u  +  v)  sin  am  {u  —  v)j 

etc. 
So  ist  z.  B.  nach  1),  4)  und  7): 

[1  Jh  A:  sin  am  {u  +  v)]  [1  +  ^  sin  am  (w  —  v)]  = 
1  ^  Ä- [sin  am {u-\-v) — sin  am  {21 — v)] — k^  sin  am  (21-i-v)  sin  am  {21--V)  = 
^ .,   sin  am  v  cos  am  u  A  am  u        , ,,      sin^  am  u  —  sin^  am  v 


1 — Ä"2  sin^  am  ?/  sin^  am  v  1  —  k^  sin^  am  w  sin^  am  v 

1  —  Ä-2  sin^  am  mH-/:^  sin2  am  i;  cos^  am  w  ±  2A-  sin  am  v  cos  am  w  J  am  u 
1  —  /:2  gin2  am  ?^  sin^  am  v 

{A  am  w  J:  /:  sin  am  v  cos  am  m)^ 

1  —  A:^  sin^  am  u  sin^  am  i; 
Da  die  Herstellung  von  Gleichungen  von  der  Art  der  vorher- 
gehenden von  leichter  Mühe  ist,   so   soll  eine  weitere  Ausführung 
derselben  unterbleiben. 

Bildet  man   das  Product  der  Gleichungen  1)  und  5)  nämlich 
sinam(w  +  i^)  cos  am  (w  —  v),  so  hat  der  Zähler  rechts  nach  Aus- 
führung der  Multiplication  die  Form  PAd^mu  +  QAsimv,  wo  jeder 
der  Factoren  P  und  Q  durch  1 — Ä-^sin^amw  sin^ami;  theilbar  ist. 
Man  erhält  auf  diese  Art  die  folgenden  sechs  Gleichungen: 
1 0)  sin  am  {11  +  v)  cos  am  (u  —  v)  = 

sin  am  w  cos  am  w  J  am  i;  +  sin  am  v  cos  am  i;  J  am  w 


1—^2 

sin2  am  u  sin^  am  v 

11) 

sin  am  {u  - 

—  v)  cosam(w  +  2;)  == 

sin  am  w  cos  am  wJ 

am  V  —  sin  am  v  cos  am  e;  Jam  w 

l—k'^ 

sin2  am  u  sin^  am  v 

12) 

sin  am  (u 

\'\-v)  A  am  {u  —  v)  = 

sin  am  u 

J  am  w  cos  am  i;  +  sii  am «;  J  am  ?;  cos  am  u 

1—k^ 

sin2  am  u  sin^  am  v 

13) 

sin  am  (u 

—  v)  A2im{u-\-v)  == 

sin  am  u 

J  am  M  cos  amv  —  sin  amv  A  am  v  cos  am  21 

1  —  k^  sin2  am  u  sin^  am  v 
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14)  cosam(w  +  t;)  Jam(w  —  v)  = 

cos  am  u  A  am  ii  cos  am  v  A  am  v  —  k^^  sin  am  u  sin  am  v 
1  —  /:2  gi]22  am  m  sin^  am  v 

15)  cos  am  (w  —  v)  A  am  (w  +  t;)  = 

cos  am  u  A  am  u  cos  am  e;  A  am  t;  -f  ä'2  ^\xi  am  w  sin  am  v 
1  —  /:2  giji2  am  u  sin^  am  t; 

Die  Gleichungen  11),  13)  und  15)  ergeben  sich  unmittelbar  aus 
den  Gleichungen  10)^  12)  und  14)  durch  Vertauschung  von  v  mit 
— V.  Eliminirt  man  zwischen  je  zwei  der  Gleichungen  1),  2)  und 
3)  eine  der  Functionen  Jamw  oder  z/amy,  so  lassen  sich  Kelatio- 
nen  herstellen,  in  welchen  der  Nenner  1 — k'^mi^2im.u  sin^amt; 
nicht  mehr  vorkommt.    Auf  die  angegebene  Weise  findet  man: 

16)  sin  am  {u-\-v)  sin  ami;  A  amw+cos  am(w-f  z;)  cos  ami;  =  cos  amw. 

17)  sin  am  (w  +  t;)  J  am  w  — J  am  (w  +  t;)  sin  am  w  cos  am  ?;  = 

sin  am  t;  cos  am  w. 

18)  cos  2im{u  -{-  v)  +  A  am  (u  +  v)  sin  am  w  sin  ami'  = 

cos  am  w  cos  am  i;. 
Um    die  Bedeutung    der  Gleichungen    1)   bis   6)   an  einigen 
Beispielen  hervorzuheben,  sollen  dieselben  zur  Darstellung  einiger 
bemerkenswerthen  Ausdrücke  in  Form  unendlicher  Producte  dienen. 
Die  Gleichungen  1)  und  4)  geben: 
sin  am  {u  -f  i;)  +  sin  am  (w — v)  sin  am  u  cos  am  i;  J  am  j; 


19) 


sin  am  {u — v)  —  sin  am  {u — v)  sin  am  v  cos  am  w  ^  am  u 

Die  Gleichungen  7),  8)  und  9)  von  §  22  geben: 

2Kz 


sm  am 


IKz   .        2Kz 
cos  am  A  am 

jr  7t 


sinz     ^.  (1  —  2^2r  cos  2z  +  g'Q  (1  — 2g2r-i  ^pg  2z  +  g^^~'^) 
k'  cosz  11  {\  +  2<?2r cos  2z  +  q^^)  (1  +  2^2r-i  cos 2z  +  ^4r-2) 

^      sinz     fj  1— 2(?^cos2z-fg^^ , 
k'  cosz  11  1  4-  2^^"  cos  2z  +  q^'' ' 

Diese  Gleichung  werde  auf  die  Gleichung  19)  angewandt  ftir: 

u-^v=  — ^,  u—v  == ,  oder  für  u  =  — ^-tt-»  «^  =  —  Sr-> 

JT    '  Jt    ^  Jt        2      ^  JT         2      ' 

Enneper,  elUpt.  Funotionea.  10 
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V  ~\~  CC  V       PC 

indem  man  also  z  =      ^      und  z  =  —^  ^^^^t   und   die   erhalte- 
nen Gleichungen  dividirt.    Da  nun: 

.    y-\-x        y — X 
sm  Mr-  f*os^_—  .       ,     . 

2QN  2 2_    ^    sm?/4-sin>T 

^       .    w — o:        y-\-x  sinw — sina?' 

sin^-^cos-^-^— 

so  führt  die  Gleichung  19)  auf: 

2Ky    ,     .     2Rx 
sm  am  — -   -+-  sm  am  

^   .     IKy         ,  IKx 

sm  am  — ^  —  sm  am  — 

sin  y  4-  sino:     J^  1  — Iq''  cos(?/  +  o:)  4-  ^2r  i  _|-  2^^  cos  {y — x)  +  q^'' 


in 


sm?/ — smx    -i-l  1  4-  2^*"  cos (?/ -+- x)  +  (^^^  1  — 2^^  cos (?/ — o;)  +  (^'^ ' 

Setzt  man  ?/  —  ^  log  ^  statt  y.  also    — ^  +  i  K'  statt  — =^ ,     so 
geht  die  Gleichung  20)  in  folgende  über: 

,   .   ,     .          'IKy    ,           IKx 
\-\-k  sm  am  — -  sm  am  

rtq\ ^ ^_     

^     .      ,     .          iKy    \           Wx  ~ 
1  — k  sm  am  — ~  sm  am 

fA—1q  ^    cos(y4-^)  +  g^^~^  1  +  2g  ^    cos(y— o;)  +  ^^""^ . 
1    l+2g  2    cos(2/-f-a;)+g2r-i  \—^q  2    cos(i/— o:) -f  g^r-i 
Hierbei  ist  zu  beachten,  dass: 

sini  (i/~a:_^-logg)        ,  T^  ^i_,— ^^^-i  ^"^^  ' 

cos  -  (2/— :t-- 2  log  q)  ^.  ^  ^  ^-1^  iy-x)i 

Bildet  man  das  Product  dieser  Gleichungen,  so  ist  nach  20): 
sin(y-|  log  q)  +  sing;        ^__^-^/y+^>-    i^^^-,(t/-^>- 
sm(«/  — _  logg)  —  sma;        ^     ^  «^  ^-rq  f^ 
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Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  leitet  man  leicht  die  Glei- 
chung 22)  aus  21)  ab. 

Für  y  =  X  geht  die  Gleichung  22)  über  in: 

23) 


l+Asnvam 


2Kx 


jr. 


1 — k  sin2  am 


2Kx 


JT 


n 

1 

f                2r— l-v 

2r_l 

2r— 1 


// 


1—2^   ^    cos2a;+^^^-i 

2r--l 

l+2^"2    cos2a;+^2r-.i 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  leicht  direct  ableiten.    Für 
u  =  V  giebt  die  Gleichung  1): 


sin  am  2u  = 


2  sin  am  w  cos  am  m  J  am  w 


d  sm2  am  u 
du 


Setzt  man  u  = 


1 — k^  sin^amw 
2Kz 


jt 


1K 


2A'        so  findet  man  leicht; 

71 


1 — A-2  sin^amz^' 
multiplicirt    auf    beiden    Seiten    mit 

2/fe 


AiTz  AT^  ^  l+/:sm2am 

^kK   .  ^Kz  d    ,  :7r 

—  sm  am  =  —  log rr-— • . 

Jt  Jt  dz      "^   .      ,    ,  .        2Kz 


1 — k  sin2  am 


JT 


Mittelst  der   Gleichung    14)   von   §  22   geht    diese   Gleichung 
über  in: 

1+A:sm2am oo         —^ 

i  '«^  ,     ,    ■  ,       ^K^  =  «^  1^  Bin 2(2.-1).= 
1 — /fsm^am *»i 


JT 


2r— 1 


aA  V_i_!—  cos2(2r— l)z 
%z-4^1— <7«^-i         2r— 1 


dz 


^^% 


l—2q  2     cos  2z  +  ^2r-i 


2r— 1 

1+2^  2    cos  2z +  ^'^''-1 
Nach  z  zwischen  den  Gränzen  0  und  z  integrirt  führt  auf: 

24) 


l-j-Ä:sm2am 


1 — k  sin2  am 


2Kz 


=  11 


1+2« 


2r— 1  -k  2  2r— 1 

CO 


2r— 1 


1—2^ 


TT^—'^q    ^    COS2z+^2r-l 
ii  2r-l 

^    l-f-2^  2   cos2z4-ö'^^~^ 

10* 
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Die  Gleichung  7)  giebt: 

1  +  A'  sin  am  (w  -|-  v)  sin  am  {u  —-v)   1  +  A  sin^  am u  1  — k  sin^  am  v 

1  — k  sin  am  [u  +  v)  sin  am  {u — v)  1 — k  sin^ am z<   l+kmi-'dmv ' 

Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  24)  lässt  sich  wieder 
die  Gleichung  22)  herleiten. 

Aus  den  Gleichungen  2),  3),  5)  und  6)  folgt  leicht: 

cos  am  {u — v)  -f  cos  am(M-|-  v)   cos  am  u  cos  am  v 

cos  am  (w — v) — Q08Sim{u-\-v)  sin  amz^  sinami;  Jamw  Jamv 

Jam(w — v)  +  J am  (u -{- v)  z/amw  Jam^; 

J  am  (w — v)  —  J  am  {u  -f-  v)        k^  sin  am  u  cos  am  z<  sin  am  v  cos  am  z; 

Nimmt  man  u  —  v=  — -,  u-\-v  =  ,  legt  die  Gleichun- 
gen 7),  8)  und  9)  von  §  22  zu  Grunde,  setzt: 

cos— ^  cos     ^  ^ 

2  2  Gosy  -\~cosx 


.    x-{-y    ,     X — y  cosw  —  cos.r  ' 


SO  findet  man: 
25) 


2Ky    .                2Jix 
cos  am  — -  +  COS  am 

21^                   2Kx 
COS  am  — -  —  cos  am 

Jt  ji 


QOsy-\-QOHx    ^j  l-f2g^^cos  (x-j-y)  +q*''  1—2^^^-^  cos(^+y)  +  g*^~^^ 
^.   l+2g^^cos(a:  — y)  +  g^^    1  —  2^2r-i  ^Qg  (^,  —  y)  +  g'^~^ 

^11   \^  %q^r  cos  (o:  —  y)  -^  q^r      l  _|.  2^2r-l  cos  (^  _  ^)  :^  ^4r-^2  ' 


26) 


2Ky   ,    ,        2Kx 
A  am  — -  -f  J  am 

Jt  71 

~        2mj        ~       2Kx 
Jam  — - — Jam 

1 


Aq  sin  {x  4-  y)  sin  {x — y) 

^  1  — .2g^^-2cos2 (a;4-y)  +  g^^~'  I  —  2^^^-^ cos 2 (x  —  y)  +  <?'"~' . 
11       1  —  2^4^  cos  2  (o; + y)  +  ^®^         1  —  2q^^  cos  2  (ic — ^)  +  ^«^ 

Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  -^ — x  statt  :r,  so 
giebt  dieselbe: 
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27) 


.        IKx  .       IKy  ,   ,, 


A  am Jam  — -  ■ 

1 


->)" 


iq(iOs{x+y)  cos(x 

//      1  -f- 2^4'*  cos  2  (.^+?/)  +  q^"-         1  -f  2^^'-  cos  2  (a;— y)  -|-  ^«^ 
Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichungen    sind   die  folgenden 
von   Interesse.    In  25)  und   26)   y  =  0  gesetzt  und  die  Quadrat- 
wurzel ausgezogen,  giebt 


28) 


/  1  +  cos  am 


2Kx 
cos  am 

n 


1  +  cos.c  //-l+2^'^^cosa;  +  ^^^  l.^2/y2^-icosa:-|-^^>--2 
—  Iff"-  cos  X  +  r/^''  1  -f  iq^^-^ao^x  -fl?*^^2 


COS.T 


//i 


29) 


/  1  4-  J  am 


1  —  /(am 


2Zic 


77 


1  —  2^*''-2  cos  2x  -f  ^8'*-* 


2 1/^  sin  X    i        1  —  2^*^  COS  2a:  +  ^«^ 


Für 


y  =  x  wird  die  Gleichung  27)  einfacher: 
i_i_z/    1  — (1  — /^')sin2am  — 


\—k' 


4  ^  cos  2a; 
Nimmt  man  hierin  x 


1  — (1+A:')sin2am 

2^***  cos  4a;  +  <f 


ff  (\±t^\'  ff  1 +^^*'*~^  cos  \x  -f  (/s»--* 


0,  so  ist: 

QO 


\—k'  ~  \q-^J-\    l+r/'-  /  * 


Für 


findet  man  aus  24): 


1+Ä 


// 


1  +  ^" 


gr— 1 
^    2 


Diese  Beispiele  mögen  genügen  um  die  Anwendbarkeit  der 
Additionsgleichungen  zur  Herstellung  von  Gleichungen  zu  zeigen^ 
deren  Ableitungen  auf  den  ersten  Augenschein  mit  Schwierigkeiten 
verbunden  zu  sein  scheinen. 
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Achter  Abschnitt, 


§  25.    Die  elliptischen  Integrale  und  ihre  Classification. 

Sind  P  und  Q  Polynome  von  ?/,  ist  R  ein  Polynom  vierten 
Grades  von  y,  so  heisst  nach  Legendre^  wie  schon  in  §  3  erwähnt 
wurde,  das  Integral: 

ein  elliptisches  Integral.  Durch  äusserst  einfache  Betrachtungen 
gelang  es  Legendre  (Fonct.  eil.  t.  I  Ch.  IV  u.  V)  die  verschiedenen 
Transcendenten,  zu  welchen  das  Integral  H  Veranlassung  giebt, 
auf  drei  Integrale  zu  reduciren,  welche  keiner  weiteren  Verein- 
fachung fähig  sind.  Wenn  auch  die  von  Legendre  aufgestellte 
Eintlieilung  in  mancher  Hinsiclit  unnöthig  erscheinen  könnte  durch 
die  Einführung  der  Theta -Functionen,  so  ist  dieselbe  doch  in- 
soweit von  Interesse  und  Nutzen,  als  sie  zu  mehreren  sehr  be- 
merkenswerthen  'J'heoremen  Veranlassung  gegeben  hat,  zu  denen 
Legendre  y  wie  zu  den  meisten  Sätzen  in  diesem  Zweige  der  Ana- 
lysis,  mit  einem  verhältnissmässig  sehr  geringen  Aufwand  von 
Rechnung  gelangt  ist.*) 

In  §  3  ist  gezeigt,  dass  durch  eine  Substitution  von  der  Form; 

p-{-qz  ph-\-qx 

^  ""  T+7  ~"    h+x   ' 
wo  p,  q  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind,  die  Gleichung   l) 
tibergeht  in: 

dx 


2) 


^=/i 


WO  c  ein  positiver,  ächter  Bruch  ist,  Äi  und  Ä2  sind  Polynome 
von  X  respective  von  denselben  Graden  wie  P  und  (J  von  y. 
Setzt  man: 


*)  Ueber  die  Priorität  Eulers  der  Legendre  zugeschriebenen  Sätze  sehe 
man  Note  VII. 
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multiplicirt  und  dividirt  mit  tpi(x'^)  —  xtp.iix'^)^  so  ist: 

WO  zur  Abkürzung  ^'(a:^)  =  ^p^(x'^y—'X'^tp2(xy,  X(x^)  =  V'iC^'O^iC^') 
—  x'^ipoi^^^)  ^'li^')  wud  //(a:2)  ==  ?/;,(a;'^)Z2(a;2)_tp._^(a;2)Zi(a;2)  ge- 
setzt ist. 

Die  Gleichung  2)  wird  nach  3):  11=  H^-^  Hiy  wo: 

dx 


'  J     ^{f)    l/±  (1  ±  0^2)  (1  ±  C2a:2)   ' 

11   __     r  _xji{pf)  dx 

^^-y  tp(x2) 


l/±a±^^)(l±c2a;2) 
Nimmt  man  x'^  =  i,  m  ist  nach  5): 
^(0  dl 


2^2  = 


/^ 


w)  i/±  (1  +  0(1  +  ^20 

Die  Function  unter  dem  Integralzeichen  ist  der  Differential- 
quotient nach  t  einer  Summe  von  algebraischen,  logarithmischen 
und  trigonometrischen  Functionen.  Das  Integral  H^ ,  welches  nicht 
weiter  in  Betracht  gezogen  werden  soll,  führt  nur  auf  Fälle,  welche 
nicht  eigentlich  in  das  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  gehören, 
indem  eine  Kenntniss  derselben  zu  ihrer  Behandlung  nicht  er- 
forderlich ist. 

Wendet  man  auf  das  Integral  H^  in  4)  die  in  I  —  VIII  auf- 
gestellten  Substitutionen  von  §  3   an,    welche   sämmtlich  in    der 

Form: 

A-\-  B  sin2  (p 

^^  ~  C  +  D  sin2^ 
enthalten  sind,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die  Form  an: 


^        J    ^2  l/l— ;^2sin2  9)' 


wo  <?»i  und  ^2  Polynome  von  sin2  cp  sind  und  0  <  /<:  <  1  ist.  Durch 
Division  und  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  lässt  sich  Hx 
schliesslich  auf  eine  Summe  von  Integralen  reduciren,  welche 
sämmtlich  in  einem  der  beiden  folgenden  Integrale  enthalten  sind : 


6)         //„  =    f-^m^ä^, 


'>  ^--/i 
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Qi  +  g sm2 (pY  l/l— A:2sin2  9) 
Es  sind  m  und  ?^  ganze  Zahlen,  und  h  und  ^  beliebige  Quan- 
titäten.   Zur  Abkürzung  setze  man  A  =  [/l  —  A:^  sin^  (p.    Differentiirt 
man  den  Ausdruck  J. cos 9). (sin 9))^"-^  nach  ^,  setzt  rechts  cos^^p 
=  1  —  sin^gp,  bringt  alle  Terme  auf  den  Nenner  J,  so  folgt: 

J.cos9D(sin9?)*^"-3 

_  _  ^H^— s^^^'^y^X^^^y)^''""^  __  (1— ^^sin2y)(sinyy»-'^ 

+  (2.-3)(^-^^^^^)(;-^^":g^)(sin^r-^ 

^  (2;e-3)^^^"f  ""^  „2(n-l)(l+A^)^^^"^/""'  4.(2.-l>2(y\ 

Integrirt  man,  so  folgt  mit  Eticksicht  auf  die  Gleichung  6): 
8)        zl.  C0S9)  (sin  9))2«-3  =  (2w  —  3)  Hn-2  —  2  {n—  1)  (1  +  ä^)  Hn-i 

Nimmt  man  hierin  w  =  2,  3 . . .,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  von 
w  ==  2  an  sich  Hn  ausdrücken  lässt  durch  einen  algebraischen  Theil 
in  Beziehung  auf  sin  9?  und  die  beiden  Integrale  Nq  und  ff^.  Nimmt 
man  n  negativ,  so  sind  alle  Integrale  auf  Hq  und  B-i  reductibel, 
man  kann  sich  auch  in  diesem  Falle  des  Integrals  Tm  bedienen. 

Um  für  Tm  zu  einer  Reductionsgleichung  zu  gelangen,  diffe- 
rentiire  man  den  Ausdruck: 

g'^  sin  9?  cos  ^  J 
(Ä-|-^sin2^)'"-i' 

Auf  der  rechten  Seite  bringe  man  wieder  sämmtliche  l'erme 
auf  den  gemeinschaftlichen  Nenner  J,  setze  im  Zähler  ^^sin^g^ 
=  Ä-f^  sin2  cp  —  h,  ^2  gin4  ^  ==Qi-\-g  sin^  ^)2  —  2h  (h  +  g  sin^  9p)  -|-  h^. 
Integrirt  man  darauf,  so  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Re- 
ductionsgleichung : 

.         ^2  sin  y  cos  y .  zf  

^        (Ä+^sin29))'»-i    ~ 

—  (2m  —  5)  ä:2  Tm-z  +  2  (m  —  2)  [^  (1  +  Ä:2)  +  3M2]  Tm-2 

—  (2m  -3)  [^2_|_  2hg  (1  -\-k'^)  -j-  3ä2^2]  t^-, 

+  2{m—l)h(g-i-h)  {g-^hk'^)Tm. 
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Ist  m  positiv,  setzt  man  m=2, 3, so  lässt  sich  Tm  allgemein 

ausdrücken  durch  algebraische  Functionen  in  Beziehung  auf  sin9> 
und  die  Integrale: 

^        J   Ä+^sin^g)   A         "^     J     A' 


dg). 


Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  das  allgemeine  elliptische 
Integral  H  m  \)  sich  ausdrücken  lässt  durch  algebraische,  loga- 
rithmische und  trigonometrische  Functionen  und  die  drei  Integrale  : 

/dfp         /*sin2^  /*        1  d(p 

Als  besondere  Fälle  sind  die  folgenden  von  Interesse.  Nimmt 
man  ä  =  0  und  g  =  l,  substituirt  in  9)  für  Tm  seinen  Werth,  so 
folgt: 

cos9).J  .^  .        /*        d(f) 


10) 


—  (2m  — 5)>t2   / 

J    (Sil 


(sin^)^"»-^  ^  ^      f    (sin9))2"»-M 

d(p 


Zu  dieser  Gleichung  ist  noch  die  folgende  zu  bemerken,  welche 
man  aus  6)  und  8)  für  n=\  erhält: 

...         J.cosop  /*      1        ,      .    ,0  /^sin^«?  ^ 

Für  Ä  =  1  und  ^  ==  —  1  giebt  die  Gleichung  9),  wenn  T,n  aus 
7)  substituirt  wird: 

12)       r::^^^A^-{ln-f>)k^^       ''^ 


f— 

J    (cos 


(cos9?)2"»-3  ^  ^      /    (cos  f/))2"»-M 


Nimmt  man  endlich  ä=1,  p»  =  — A:2^  also 

Tm 
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so  giebt  die  Gleichung  9) 

13)         '^^^^^  =    -(2.*-5) 


Zu  etwas  anderen  Reductionsformeln  gelangt  man,  wenn  man 
sich  der  von  Richelot  genauer  untersuchten  Substitution: 

_   a-\-ht 

in  das  Integral  der  Gleichung  1)  bedient,  wo  t  eine  der  Functionen 

P 

sin  9),  cos  9)"  oder  tang^D  ist.  Es  geht  dann  -  über  in  eine  ratio- 
nale Function  von  sin^,  cos  9)  oder  tang^D.  Ist  n  eine  ganze  posi- 
tive oder  negative  Zahl,  so  lässt  sich  //  darstellen  als  ein  Aggregat 
von  Integralen,  welche  in  einer  der  folgenden  Formen  enthalten  sind : 


14)        -A.^  pJ^±f^',^,B„^f' 

f 


d(py 


_     .   (7  +  tangyV 


Für  diese  Integrale  hat  Richelot  (Grelle  J.  t.  34  p.  25)  folgende 
Reductionsgleichungen  aufgestellt : 

15)  (« -f  sin  (jp)"  cos  9)  J  = 

n  (1  _  «2)  (1  „  h2  «2)  ^^_^  _j_  (2n  +  1)  « (1  +  ;^2  _  2c«2  ^2)  ^^ 

--(n-f  1)(1  -f^2_6c,2/^2)^^,^_^,_.2(2;i-f-3)«/^2^„+2  +  (n-j-2)/^2^„4.3. 

16)       A'2  {ß  +  cos  (pY  sin  9)  J  =  n  (1  —  ^2)  {k'i  -}-  ^2  ^2)  ß^_^ 
-f  {%%  -f  1)  /?  (/<:'2  —  Ä'2  -f  2  A^2  ^2)  ß^  __  (,^^  _{.  1)  (j^n^  ^^  4.  6  ^2  k'^)BnJ,i 
^~  2  {2n  +  3)  i9  ä:2  i?„+2  —  (w  +  2)  yt2  ^„+3. 

17)         (r  +  tang  <py  ^  =  ^  (1  +  ^2)  (1  _,.  ^/2  y2)  c,,_, 

—  (2n  -I-  1)  7  (H-  /^'2  +  2  72  /;:'2)  Cu  -h  («  +  1)  (l-f  A'2  -I-  6  7^  k''^)  C,^, 
—  2  (2w  +  3)  7  A'2  ^^_^,  -f  (n  -f  2)  ^'2  (,;_^3. 

In  den  Gleichungen  15),  16)  und  17)  ist  wie  früher  ä'^  =  \—k'K 
Nimmt  man  w==0,l,2,...,  so  folgt,  dass  sich  allgemein  An  aus- 
drücken lässt  durch  ^2,  ^u  ^o  ^^^  ^-i-    Ebenso  ist  ersichtlich, 
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dass  die  Integrale,  welche  sich  für  n  =  — 1, — 2 ...  ergeben,  ebenfalls 
auf  A2y  Aiy  Aq  und  A^i  reductibel  sind.  Dasselbe  gilt  natürlich 
für  die  Integrale  Bn  und  d.  Es  sind  also  die  sämmtlichen  ellip- 
tischen Integrale  auf  die  zwölf  folgenden  reductibel,  welche  sich 
wirklich  auf  drei  verschiedene  zurückführen  lassen: 

Aqj  4,  ^2?  ^-i; 

Bqj  Bij  Biy  B—i ; 


Es  ist: 


20) 


21) 


18) 


19) 


Aq    =   Bq    =    Cq    =    i      -j   * 


tang^) 


/ 

/cos(3p 
— * 

/tangy 


3-<;5D=2ä'°S 


^COS  9) 


1  + 


^  cos  ^ ' 


1         '   n    '      \        1        X       Ä'sin^) 
-  arc  sm  {k  sm  9?)  ==  ,  arc  tang  — -~- ; 


1  + 


A:' 


d^) 


2k 


-/log 


^ 
J 


In  A^\  setze  man 


</^4-tang9)J. 
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1 


a  —  sin  9P     i  I   ^ 


sin^g) 


sing) 


a  +  smg)         a>  —  sin^g)         a       a    aP-  —  sm^g) 


a^  —  sm^g) 


Analog  in  B. 


1 


1— 132    \^    ^  1 


sin2g) 


+ 


cos  9) 


Endlich  in  C-i  setze  man: 


1 


tangg) 


Z  +  tangg)         7^  —  tang2g) 

sin  (jp  cos  g) 


sin2  (f) 


Man  findet  dann: 

1    pd(p  ,    1     /*    sitt^  ^      # f*     ^"^  9^ 

«^  /  ~A       d^  I  '       sin2 r/)  J         /  d^  —  sin^^ 

/cosg) 
1  —  ß'^  —  sin*^ 

^2 

/sin  y  cos  y         d(p 
/2— (14-72)  sin2g5   J  • 


d(p 


sin2  90       d(p 
sin"'^  g)    J 

dcp 
dff 


Die  letzten  Integrale  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden 
Gleichungen  reduciren  sich  auf  Logarithmen.  Man  verificirt  leicht 
durch  Differentiation  die  folgenden  Resultate: 


/ 


sin  (p       d(p 


l! 


«2  —  sin^g)   A 
1  + 


log 


1  —  A:2«2    cosg) 
"1— «2   '     A 


2  /(l  —  «2)  (1  _ /^2«2)     «^         ,  /\—0a}   cosy 
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/. 


cos  (p  d(p 

ß-  —  sin'^  (f   A 


log- 


1  ,   ,  /k'^^+k'^ß'-  k^m(p 


J^ 1 

2  1/(1  — ^•■i)(Ä-'2-FA-2^2)  ^"^    ^  .   7^72^^  Asmy 

1/     1—^-^ 


/-. 


siu^}  cos  95         </9) 


(7"^+l)sin2  9    A 


i  +  "  ^'+' 


2  ^'(l  +  r'^)  (1  +  *' V^)      1  _  I  / jl±i_  . 

1/  i+ry 

Die  beiden  ersten  Integrale  ergeben  sich  durch  die  Substitution : 

POS  f/) 

sin^  =  — -p '  das  dritte  Integral  mittelst  der  Substitution  J  =  z. 
Führt  die  Keduction  auf  Integrale,  welche  nur  grade  Potenzen  von 
sin^,  cos 9p  oder  tang^p  enthalten,  so  lassen  sich  die  Gleichungen 
15),  16)  und  17)  durch  einfachere  ersetzen.  Da  die  ßeductions- 
gleichungen,  welche  von  Richelot  herrühren,  in  vielen  Fällen  sehr 
nützlich  sind,  so  sollen  dieselben  hier  angemerkt  werden.    Man  setze: 

23)        i>„  =    r(^±!Jl^V.    Q.=  p±±^ä<p, 

R„  =  pl+^^&ä^, 
dann  ist: 

24)       {a  -I-  sin2  9))«  sin  ^  cos  ^  J  =  —  2n  a  (1 -\- a)  {\ -\- k^  a)  />„-_i 
+  (2n+l)[l+2«(l  +Ä'2)+3a2/:2]p„  —  (2w  +  2)(1+A2  +  3aA2)/>^^j 

-f  (2w  4-3)^2  p„^,. 

25)        (i9  +  cos2  9))"sing)  cos^J 
=  2?^/3(l  — i9)(A'2_/;:2^)^^_j  _(2/i-f  l)[yt'2^_2|3(A:'2_^2)_3^2/^2]^^ 

-f  {2n  +  2) (^'2_;^2_3^;^2) Q^^^  +  (2^  4. 3)^2 ^„^,. 


26      v7_r-^^_^-^-^  ^  ^2nr{i-r){i^k-r)En^, 


(7  +  tang2^)nang9).  J 
COS29? 

—  (2n+l)  [1  —  27(1 +/^'2)_|_3y2;^/2]72„4.(2^_|.2)(H-Ä:'2-^ 37 A:'2)/?„4.^ 

+  (2^i  +  3)Ä'2Ä„+,. 
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Die  drei  einfachsten  Integrale,  welche  die  Untersuchung  nach 
dem  Vorgange  von  Legendr e  ergab,  sind  die  folgenden: 


y».  ysHL»*,  y__j 


d(p 
Ä  +  ^sin^^)  A 


Diese  Integrale  gaben  Legendre  Gelegenheit  die  elliptischen 
Integrale  in  drei  Gattungen  zu  theilen  und  auf  folgende  Art  mit 
besonderen  functionalen  Bezeichnungen  zu  versehn. 

Setzt  man: 

dq) 


21)  F{(p) 


TT 


k'^^m^g) 


so  heisst  F{q))  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  (vergl.  §  6). 
Ist  es  nöthig  den  Modul  k  mit  anzumerken,  so  soll  F{(p,k)  statt 

F((p)  gesetzt  werden.    Für  (p  ==  ^  setzt  Legendre  F  i-^^  k\  =F\k), 

Abgesehn  von  der  Unbequemlichkeit  dieser  Bezeichnung  ist  dieselbe 
durch  die  von  JacoM  gebrauchte  Bezeichnung  der  Integrale  K  und 
K'  (§  6.  Gleichungen  5)  fast  ganz  in  Wegfall  gekommen. 

Die  Function  E{(p)  definirt  Legendre  durch  folgende  Gleichung: 


=A- 


28)  E{<^)  =  /     1/ 1  —  A:2  sin2  ^  d(p 


J      l/l— Ä:2sin2  9?  /      \/\—k'^^m^(p 

%  0 

und  nennt  E{(p)   das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung.    Es   ist 
F{q),k)  statt  F{g))  zu  setzen,  wenn  der  Modul  angemerkt  werden 

muss.    Für  ^  =  ^  nennt  Legendre  E  (^,k]  das  ganze  elliptische 

Integral    zweiter    Gattung    und    setzt    El—^kj  =  E^k).     Diese 

etwas  unbequeme    Bezeichnung   soll    durch    die    folgende    ersetzt 
werden,  deren  sich  auch  Jacobi  bedient  hat: 


E(^^,k)=E,     e(^P')==£'. 


Fttr: 


159 

erg'iebt  sich  das  Integral  dritter  Gattung  von  Legendre.  Die  durch 
H  bezeichnete  Function  enthält  eigentlich  drei  Argumente,  die  obere 
Gränze  (p  des  Integrals,  den  Modul  k  und  eine  beliebige  reelle, 
imaginäre  oder  complexe  Grösse,  welche  Legendre  den  Parameter 
nennt.  Ist  der  Modul  oder  der  Parameter  bei  Integralen,  welche 
mit  einander  verglichen  werden,  nicht  derselbe,  so  muss,  je  nach 
Umständen,  eine  oder  beide  der  bemerkten  Quantitäten  unter  dem 
Functionszeichen  77  mit  angemerkt  werden. 

Die  Gleichungen  27)  und  28)  subtrahirt  und  durch  /c^  dividirt 
geben : 

F{<p)-E{^)  _  p        sin^y 

^^  /      /l_A:2sin2^ 


Man  könnte  auch  das  rechts  stehende  Integral  als  Typus  des  ellip- 
tischen Integrals  zweiter  Gattung  nehmen.  Die  Bezeichnung  E{i^) 
verdankt  nur  dem  zufälligen  Umstände  ihre  Enstehung,  dass  das 
Intesrral: 


/ 


\/\—k'^mi?q)dq) 


der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Bogen  einer  Ellipse  ist  und  den 
Grund  abgegeben  hat  zu  den  sehr  wenig  geeigneten  Bezeichnungen  : 
elliptische  Integrale  und  elliptische  Functionen. 

§  26.    Die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Das  Additionstheorem  Euler^s  für  die  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  hat  Legendre  veranlasst  nach  einem  ähnlichen 
Satze  für  die  Function: 

1)        E{(p)  ==  I     \/\—k^^m'^(pd(p 


zu  suchen,  eine  Untersuchung,  welche  insofern  Erfolg  versprechen 
musste,  als  geometrische  Betrachtungen  schon  vor  den  Arbeiten 
von  Legendre  zu  bemerkenswerthen  Sätzen  geführt  hatten.    Diese 
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Sätze,  welche  sich  auf  Addition  von  EUipsenbogen  beziehen,  ent- 
halten besondere  Fälle  des  Additionsthorems.  Durch  folgende  ein- 
fache Betrachtungen  ist  Legendre  (Fonct.  eil.  t.  I.  p.  43)  zu  seinem 
Satze  gelangt. 

Die  Winkel  %  f  und  ö  seien  durch  die  Gleichung  verbunden  : 
2)         F(^)-i-F(f)  =  F(0). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  16)  von  §  24  ^d  =  amw,  ip  ==  snav, 

0  =  Sim{u-\~v),  ferner  9)  =  amv,  ^  =  amw,  ö  =  SLm(u-\-v)f  so 

folgt: 

cosöcosi^  + sinösini^  J(^)  =  cos  90, 

cos  ö  cos  9  +  sin  ö  sin  ^d  zl  (yi)  =-=  cos  ip, 
oder; 

^s  .,  .        cos®  — cos  ö  cos?/;       .,  .        co&ip  —  cos  0  cos  od 

^  ^^^  smösmi/;  ^^^  smösing? 

Man  setze: 

4)         E{q^)-\-E{i)--E{6)  =  P 
und  sehe  0  als  eine  Constante  an.     Die  vorstehende  Gleichung 
giebt  dann  differentiirt : 

J  (^)  dg)  +  A  (ip)  df  =  dP. 
Setzt  man  hierin  für  A{g))  und  A{ifi)  ihre  Werthe  aus  2),  so 
lässt  sich  dP  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

^.  ,^  COSGD  —  COSöCOSip  ,       .    COSlp  —  COSÖCOSQO   , 

5)         dP  =  2-: : dw  H ■^. -. dw  = 

smösm?/;  smösin^D 

Bmq)COBq)d(p  +  sin ^p  cos tp  dip  —  cos  0  (cos \p sin  (pd(p-\-  cos  y  sin tp  dtp) 

sin  ö  sin  ^  sin  tp 

(?(sin^  (p  +  sin^t/;  +  2cos  ö  cos  y  cos  ip) 

2sin  ö  sin  gp  sin  1/; 

Wegen  der  Gleichung  1)  ist  aber: 

«  /.  ,0.0  •  o  X  •  o  «  [sin9PCostpJ(tjf)-fsint/;cos9)J(9)l2 
2— (1— A:2sin2ffism2iA>)sin2ö;  ==  2—^ — ^    ,^   79  -o — •  0  . 

•  0      .    •  o      .  oCOSGpcost!)  —  sinoDsini/;  J(^)  J(t^)  ^„    ^^„  . 
=  sm2«)  +  sm^ti;  +  2  — -—— — po  •  o      -  o    ^"^-^ — ^-^cos^p  cosi/; 

oder  einfacher: 

2  — sin2ö+A:2sin29)sin2^sin2ö  =  sin2^  +  sin2i^  +  2cosöCOS9)COSi^ 
Da  ö  constant  ist,  so  folgt  durch  Differentiation: 
</  A-2  sin2  ^  sin2 1^  sin2  ö  =  d  (sin^  9  -f  sin^  1/;  +  2  cos  ö  cos  y  cos  'tp). 
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Die  Gleichung  5)  wird  yerdurch: 

6)        dP  =  k'^d  sin  9?  sin  ip  sin  0. 
Nach  1)  ist  ^  =  (7  fitr  xp  =  0^  dann  verschwindet  P  nach  3), 
durch  Integ-ration  erhält  man  also  aus  6): 

P  =  A:^  sin  (jD  sin  ^  sin  (T, 
d.i.  nach  4): 

7)        E(^)-\- E(ip)~JE(ö)  =  A^sin^Dsini/Jsinö. 
Diese  Gleichung  enthält  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Integrale    zweiter  Gattung.      Für  q)  ==  am?<,    7p  =  amt;,    0  = 
am  (w  +  v)    nimmt    die    Gleichung    7)     folgende     übersichtlichere 
Form  an: 

b)        £  (am  u)  +  £  (am  v)  —  £  [am  (u  +  v)]  = 
k^  sin  am  u  sin  am  v  sin  am  (u  +  v). 
Die  eigentliche  Bedeutung  des  elliptischen  Integrals  zweiter 
Gattung  hat  Jacobi  auf  p.  133  der  „Fundamenta"  gegeben,  dieselbe 
basirt  auf  Einführung  elliptischer  Functionen  und  deren  Entwicke- 
lungen  in  Reihen. 

In  der  Gleichung   1)   setze  man  9?  =  amw  und  nehme  amw^ 
zur  Integrationsvariabelen,  dieselbe  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

9)         ^(amw)  =    HA'^SLmwdrv. 

0 

Für     u  =  und  w  = folgt  aus  9): 


Eifxm =  —     /      J^  am  — 


dz. 


Setzt  man  rechts  nach  Gleichung  24)  in  §  22: 
und  führt  die  Integration  aus,  so  folgt: 
Unter  Zuziehung  der  Bezeichnungen: 


n 


11)         E  =  f    l/l— A-2sin2  6><76>,    E'  =  f   \/\—k'''^m'^ede, 

0  0 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  H 
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^  2 

giebt  die  Gleichuug  10)  x  =  -^  gesetzt  und  mit  —   multiplicirt : 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  bemerkt,  dass  die  von  x  unab- 
hängigen Terme  der  Gleichungen  22)  uud  23)  in  §  22  sich  durch 
K,  E  und  k  ausdrücken  lassen.    Die  bemerkten  Gleichungen  geben : 


13) 


sm^am  dx  =  -^ 


n 

-)J    ''''^'^—'^  =  -2'^2^(rT¥^) 


^..  2Kx         .,    n,  ,  2^^  dß 

Für  am  _  =  0,  folgt  -^^  =  ^^^p^j^  und: 

7t  7t 

—    A^^  /      sm^am <?^  =  —  /  —  ^/ö 

^/-   J  ^  ^J      yX—kHm^e 

0  0 

^  2K[K—E) 

Jt 


»2  ^..  ^..    /»2 


—  ]  k^  I      cos^am dx  =  —  /      -pz 


A:2cos2© 
________  ^^ 


—  A:2sin2  6> 

Jt 
Mittelst  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Gleichungen   13) 
wie  folgt  schreiben: 


14) 


^2r-l 


2^/2^_2_^  =  qV- 

Jt\jt  Jt)  ^-4^(l+^2r-l)2- 

Die  Gleichung  10)  lässt  sich  nach  12)  einfacher  schreiben: 

15)         — ^lam )  = V^Zjt^ — ^\m1rx, 

^  ji     \        Jt  J         Jt      Jt    ^   -^1  —  ^»^ 
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Die  erste  Gleichung  25)  in  §  22  nach  x  differentiirt  giebt: 

dx  ^1 — ^^^ 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  15)  ergiebt  sich  nun 


für  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  folgende  Definition  : 


Ei  2"^  '    —  '  o       \    j 

Jt       \ 

Die  Definitionen: 


16)         — ^  am =  — h 

^  Jt     \        Jt  J  Jt     Jt  dx 


J    l/l  — ^2sin2  0^    ''      j    \/r^ 


F{(p) 


Ar^sin^ö 

geben  F{q))  =  u  und  (p  ==  am^^,  folglich  i^(amw)  =  u.    Wendet 

man  dieses  auf  die   Gleichung    16)  an^  bringt  den   ersten   Term 

rechts   auf  die   linke  Seite ,   so   lässt   sich   folgende   symmetrische 

Gleichung  herstellen: 

,_,         2K^(      2Kx\      2EJ       2Kx\         d\og^(x) 

17)        — ^  am Fi  am =  — -  ,    ^  ^ 

jr\         Jt   J       Jt      \  Jt  J  dx 

Mittelst  dieser  Gleichung  fand   Jacobi,  dass  sich    umgekehrt 

'■&(x) 

^      durch  ein  Integral  ausdrücken  lässt,  welches  unter  dem  Inte- 


^(0) 

gralzeichen  die   elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 

enthält.    Integrirt  man   die  Gleichung   17)   zwischen   den  Gränzen 

0  und  X,  bezeichnet  die  Integrationsvariabele  durch  z,  so  folgt: 


|_  JT  \  Jt    /  Jt 


2Kz\ 


/!  —  E  I  am j Z'  I  am 
|_jr\         Jt  J        Jt       \         Jt  j 

2Kz                           2Kx 
oder  am =  Q  und  am  ==  w  gesetzt: 

Jt  Jt 


dz  =  log  ^(a:)  — log  ^(0), 


/ 


<P  FE{e)-EF(&)  ^^^  Hx) 

K\/i—k^smW  ^(0) 

'0 

Diese  Gleichung  giebt: 

r^P  KE{e)—EF{0) 


wo  also; 


£ 


d&  ^^         2Kx 

dO  = 


1/1— ^2sin2(9  ji 

11 
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ist.  Zu  der  Gleichung  18)  ist  JacoU  auf  pag.  146  der  „Fundamenta" 
durch  Untersuchung  des  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  ge- 
langt und  bediente  sich  dort  derselben  zur  Definition  der  Theta- 
Function.    Umgekehrt  giebt  die  Gleichung  18),  wenn 

gesetzt  wird,  die  Function  d-{x)  ausgedrückt  durch  k  und  (p. 

Das  von  Legendre  gefundene  Additionstheorem  ist  eine  un- 
mittelbare Consequenz  des  Additionstheorems  von  Euler,  sobald 
man  von  der  Gleichung  9)  ausgeht.  Die  Gleichungen  4)  und  7) 
von  §  24  geben: 

J2am(;2: — v)  —  A'^2im{z-\-v)  = 
sinamz  cosamz  A2imz  sin  am t;  cos  am?;  Jamt; 


4^2 


(1 — k'^  sin^amz  sin^amv)^ 


^  ^  .  .  (/sm^amz        ...    ,    .  , 

Da  nun  2  sm  amz  cos  amz  zl  amz  = ,  so  lasst  sich 

dz 

die  vorstehende  Gleichung  auch  schreiben: 

J2am(z — v)  —  J2  am  (<2 -f  v)  = 
^,„  d  sin  am  t;  cos  am t;  Jamt;  sin^am;? 
dz         1  —  k'^  sin2  am  z  sin^  am  v 
Diese  Gleichung  nach  z  zwischen  den  Gränzen  0  und  u  inte- 
grirt  giebt: 

19)    f" A'^2Lm{z—v)dz~f'' A'^2im{z  +  v)dz  == 


2k'^ 


0 

sin  am  v  cos  am  t;  Aamv  sin^  am  u 


1 — A2sin2amw  sin^amv 
Nun  ist  z — V  ==  rv  gesetzt: 

J  J2am(^  —  v)dz  =  J       A^Simwdrv  =  J       +J 

0  — V  0  — 1> 

oder  da  allgemein: 

20)    S~^f(w'^)drv  =  —f''firv'^)dw,  so  ist 

0  0 

/«  pU—V  pV 

J2am(z — v)dz  =  J       A'^  2im  rv drv -\-  J   A^amwdrv. 
0  0  0 

Analog  ist  z  +  v  =  rv  gesetzt: 

J  A^Sim{z-\-v)dz  =  J      A^SLmwdw  '==J       —J    . 
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Durch  diese  Transformationen  wird  die  Gleichung  19): 

21)  J       A^Simwdw — J       A^Simwdtv-\-2J   A'^a,mrvdtv^= 

^[am  (u — v)]  —  ^[am  {u\-\-  v)]  +  2^  (am  v)  = 

^,.-,sinam?;  cos  am t;  AsLtnv  sin^amw 

2/{^  • •  • 

1  —  k'^  sin2  am  u  sm^  am  v 

Setzt  man  in  21)  f{rv'^)  ==  A^Simw^  so  folgt: 

iJ(am — v)  =  E{ — amv)  =  — E{2imv), 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  20)  u  und  v,  so  folgt  wegen 

der  vorstehenden  Gleichung: 

—  E  [am  {u  —  v)\  —  E  [am  {u  +  vj]  -\-  2^  (am  v)  = 

^,^sinamw  cosamw  Jam?^  sin^am?; 

2y^-i — — — —  • 

1  — k^  sm^  am  u  sm^  am  v 

Addirt  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  21),  dividirt  durch 

2,  so  findet  man: 

^(amw)  +  ^(amt;) — ^[am(w-j-i;)J  = 

, „    .  .  sin amw  cos amt;  J Sim.v-{- sin amV  cos amw  A amw 

k^  smamw  smami; ,^    .  » — 7-7^ 

1  —  k^  sm^  am  u  sm^  am  v 

=  k^  sin  am  u  sin  am  v  sin  am  (w  +  v), 
welche  Gleichung  mit  der  Gleichung  8)  identisch  ist.    Die  vorste- 
hende Herleitung  ist  derjenigen  ähnlich,  welche  Jacohi  (Fund.  pag. 
138)  gegeben  hat. 

Man  kann  zu  den  vorhergehenden  Resultaten  gelangen,  indem 
man  von  einem  besonderen  Falle  des  Multiplicationstheorems  der 
Theta-Functionen  ausgeht,  welcher  besondere  Fall  gleichzeitig  die 
elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  in  sich  schliesst. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  in  der  Gleichung  5)  des  Systems 
I  von  §   19,  nämlich  in: 

^{w)  d-(x)  ^y)  d-iz) —M^)  M^)  My)  H^)  = 

&{w^)  Hx^)  ^(/)  ^(^0  -  Urv^)  M^^)  ^1  (2/O  ^1(^0, 
rv  =  — (oj  +  y  +  z),  also  rv' =  0,  a;' =«=  —  (y  +  z),  /  ==  —{x  +  z)j 

z'  =  —{x  +  y). 
Man  erhält  dann  die  folgende  Gleichung: 

22)  ^x-^y+  z)  Hx)  ^(y)  ^z)  -f  ^,{x  +  y  -f  ^)  H^)  Hp)  M^)  = 

^(0)  ^y  -h  z)  ^x^  z)  d<^y\^  y) . 
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Diese  Gleichung  werde  nach  z  differentiirt  und  dann  2  =  0 
gesetzt.    Es  ergiebt  sich  dann: 

^\x  +  y)  ^(x)  d-iy)  ^(0)  +  ^,(x  +  y)  ^,{x)  d^,{y)  ^\(0)  = 

^(0)  ^(x  +  y)  \^Xy)  H^)  +  H^)  Hy)l 

Diese  Gleichung  dividire  man  durch  ^(0)  ■fh(x)  d^{y)  {>{x  -\-  y) 
und  setze  nach  Gleichung  26)  in  §  20  ^'i(O)  ==  ^(0)  ^9-2(0)  ^^(O), 
sie  lässt  sich  dann  auf  folgende  Form  bringen: 


23) 


d'\x)^d^'{y)     ^^{x-\-y) 


=    ^2(0)^3(0) 


Hx)^,{y).%{x-\-y) 


^x)       %)       d^(x-hy)  "-^^^^  ^^^^^^^^(a:)  ^tj)    ^(x  +  y) 

Wegen  den  Gleichungen  11)  und  13)  von  §  22  ergiebt  sich, 


1^2(0)^3(0)  =~V^y       ^^   =   l//rsmam  — 


gesetzt; 


24) 


H^)    Hy)     Hx  +  y) 


1K .,     .           'IKx   ,  IKy   .  2K{x  +  y) 

—  k^  sm  am sm  am  — -  sm  am  — ^^ — -^  • 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  y,  setzt  dann  y 

so  ist: 

^^^(0)      d  d-Xx) 
^(0) 

oder  k'^mi'^2imu 


0, 


=  (¥) 


dx  ^{x) 

1  —  z|2  am  u  gesetzt : 
.,       IKx  ßKV      {h%^) 


^2  sin^am 

7t 


"IKy  ..       2Kx 


jt 


^T  i,o  I       d  ^Xx) 
"H^^dxJix) 


Diese  Gleichung  nach  x  zwischen  den  Gränzen  0  und  x  inte- 
grirt,  die  Integrationsvariabele  durch  z  bezeichnet,  giebt: 


—      /  J2  am dz   = 

\  Jr  /   *^o  Jt 

oder  links ■  ==  w  gesetzt: 


2KV 

Jt 


^''(oy 


no)j 


x-i- 


Hx)' 


iKx 


25) 


2K    p  ^ 

"i 


A'l  A  ^Ä'^/        lKx\ 

A^Simrvdw   ==  —  ^   am == 

Jt       \         Jt  j 


[a 


2^y    ,^^^(0)- 

-  ^(0)  . 


x-}- 


'Xx) 


Hx) 
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Beiläufig  bemerkt  giebt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  16): 


\jt  )       jt   jt  ^(j 


Jt 


^(0) 
d.  i.  nach  14) 

In  25)  vertausche  man  x  mit  y  und  x-^y,  die  erste  so  erhal- 
tene Gleichung  addire  man  zu  25),  die  zweite  subtrahire  man  von 
dieser  Summe,  dann  ist: 

Eisern j  +  ^f  am  — ^j  — ^fam  — ^^ — -^^ 

n^)  I  ny)  n^+y) 

^x)  "^  ^y)      ^x  +  y)  ' 
Für  die  rechte  Seite  substituire  man  den  Werth  aus  24),  wird 

dann   einfacher  —  =  u,    — -  ==  v  gesetzt,  so  ergiebt  sich  die 

üt  Jt 

Gleichung  8). 

Die  vorstehende  Deduction  hat  darin  vor  der  ersteren  einen 

2Kx 
Vorzug,  als  dieselbe  die  Keihenentwickelungen  von  J^am und 

log  ^(x)  nicht  voraussetzt ,  das  erste  Verfahren  von  JacoU  erfreut 
sich  dagegen  einer  grösseren  Ursprünglichkeit.  Nachdem  in  das 
Integral  von  Legendre  (p  =  amw  gesetzt  war,  musste  sich  von 
selbst  der  Gedanke  aufdrängen  die  Keihenentwickelung  für  z/2  am  u 
zur  Anwendung  zu  bringen. 

Die  Gleichung  23)  in  etwas  verschiedener  Schreibart  findet 
sich  zuerst  in  der  bemerkenswerthen  Abhandlung  von  Jacohi:  For- 
mulae  novae  in  theoria  transcendentium  fundamentales.  (Grelle. 
J.  t.  15.  p.  204,  Formel  13.)  Weitere  Untersuchungen  über  die 
elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  von  JacoM  sind  enthalten  in : 
Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques.  (Grelle  J.  t.  3.  p. 
303,  t.  4.  p.  185)  und:  De  funetionibus  ellipticis  commentatio. 
(Grelle.  J.  t.  4.  p.  371.)  In  dieser  letzten  Abhandlung  bedient  sich 
JacoU  der  in  11)  aufgestellten  Bezeichnungen  E  und  E^  (vergl.  p. 
273),  zugleich  wird  die  Bezeichnung  E{q))  von  Legendre  dahin  ab- 
geändert, dass  E{u)  statt  i^(am?«)  gesetzt  ist.     Diese   Aenderung 
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ist  in  sofern  wohl  nicht  ganz  geeignet,  als  dadurch  die  Vergleichung 
der  von  Legendre  gefundenen  Resultate,  mit  den  Resultaten,  welche 
die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  ergiebt,  nur  erschwert 
wird.  Um  diesem  Uebelstand  zu  begegnen  ist  imJlVorhergehenden 
die  Characteristik  E  im  Sinne  von  Legendre  angewandt,  was  um 
so  unbedenklicher  geschehen  konnte,  als  dieselbe  für  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  nur  von  untergeordneter  Bedeutung  ist. 
In  den  bemerkten  Adhandlungen  ist  der  umgekehrte  Weg  einge- 
schlagen wie  in  der  Herleitung  der  elliptischen  Integrale  zweiter 
Gattung-  aus  der  Gleichung  22).  JacoU  gelangt  dazu  mit  Hülfe 
der  Integrale  Relationen  zwischen  den  Theta- Functionen  mit  zu- 
sammengesetzten Argumenten  zu  finden,  es  sind  diese  Resultate 
merkwürdig,  als  sie  zeigen,  wie  der  grosse  Geometer  allmählich  zu 
dem  Aufbau  jener  classischen  Theorie  kam,  welche,  nach  der  von 
ihm  gewählten  Characteristik,  gegenwärtig  unter  dem  Namen  der 
Theorie  der  Theta-Functionen  bekannt  ist. 

§  27.    Diiferentialgleichungen  der  elliptischen  Integrale 

erster   und  zweiter  Gattung  in  Beziehung   auf  den  Modul. 

Uebergang  zu  den  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung. 

Im  Chapitre  VIII  des  „Traite  des  fonct.  eil."  (t.  I.  p.  62)  hat 
Legendre  das  interessante  Resultat  gefunden,  dass  die  beiden  Inte- 
grale F{(p)  und  E{(p)  in  Beziehung  auf  k  zwei  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  genügen  und  dass  die  Kenntniss  des  vollständigen 
Integrals  einer  dieser  Gleichungen  das  Integral  der  andern  giebt. 
Man  gelangt  hierzu  mittelst  der  leicht  zu  beweisenden  Gleichung: 
.  sin2  6>  _ 

(1— ^2sin2(9)|   ~~ 

—  1  \/\—k'^^m^e       1     d       sin  &  cos  S 

Man  setze  nach  Legendr e,  wie  im  Vorhergehenden: 
d& 


2) 


rW^W^^^'^'^'^^     r/l-.2sin2e.e  =  ^(«,.), 

/—=J2===^  =  F(ß,  k%    f  1/1—^^2  sin2©^0  =  E{ß,  k'). 
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Für  die  ganzen  elliptischen  Integrale  finden  die  Bezeichnungen 
von  Jacohi  statt: 

Da  k^-\-  k^'^  =  1,  so  ist^  wenn  A:'  als  Function  von  k  angesehen 

.   ,    Ä:  dk'     .  ,  ,.  ,     dxpik')  dtp(k')   k       ,,.^    -o..  . 

"""^'l?  =  -7r  ^«'Slich    Jfl-2  =  -J^^,.     Mit  RucK- 

sieht  auf  diese  Bemerkung  und  die  Gleichung  1)  geben  die  Glei- 
chungen 2)  nach  k  differentiirt : 

.     dF(a,  k)   F{a,  k)  ,  E{a,  k)        k      sin  a  cos  a 


dk  k  kk^^         k^yi-k^Bin^a 

dE{a,k)    _         F(a,  k)      E{a,  k) 
^  dk  k      '^      k 


dF(ß,  k')   ^   kF(ß,k')     E{ß,  AQ  sin /9  cos  ff 

dk         ~        ä:'2  j,kn     +^|/i_Ä/2si, 

dE(ß,k')  kF{ß,k')     kF(ß,k') 


^^  dk  /t'2  yt'2 

Differentiirt   man  jede  der  Gleichungen  3)  und  4)  nach  k,   so 
leitet  man  die  folgenden  Differentialgleichungen  ab: 
dF{a,  k)\  (  k%ma(i0^a 


LdE{a,k)\ 
c\     j\        dk      1   ,     k    „,     ,,        k      sin«  cos«  _ 

Für  a  ==  —  gehn  diese  Gleichungen  über  in: 


=  0  i-^y  +  M^ 


Setzt  man  y  statt  ^  und  z  statt  ^,  so  ist: 

Führt  man  in  diese  Gleichungen  k'  statt  k  als  unabhängige  Va- 
riabele  ein,  so  werden  dieselben  in  folgende  transformirt: 
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Die  erste  der  Gleichungen  11)  in  Verbindung  mit  der  ersten 
Gleichung  10)  zeigt,  dass  die  Differentialgleichung  ftir  y  durch 
Vertauschung  von  k  mit  k^  unverändert  bleibt.  Da  nun  nach  9) 
y  =  K  der  ersten  Gleichung  10)  gentigt,  so  ist  K'  das  zweite 
particuläre  Integral,  mithin: 

12)     y  =  AK-\-BK\ 
das   vollständige  Integral,    wo   A  und   B   Constanten    sind.     Die 
Gleichungen  3)  —  6)  geben  «  =  —  und  ^  =  -^  gesetzt: 

dk    ~         k'^  kk''^'    dk    ""    k''^      kk''^' 
dE  K  .    E     dE'  kK'      kE' 


13) 


dk  k'^  k'    dk  k''^       k''^ 


Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt: 

\    dk  )  dk 


Der  allgemeine  Werth  von  z  ergiebt  sich  also  aus  dem  allge- 
meinen Werth  von  y  in  den  Gleichungen  10),  wenn 

dky 


z  =k''^ 


dk 


gesetzt  wird.    Da  nun  y  die  Werthe  K  und  K^  hat,  so  folgt: 

dk  dk  ' 

wo  6' und  D  Constanten  sind,  der  Factor  von  C  ist  nach  13)  gleich 
Ej  der  Factor  von  D  gleich  K^  —  E\  Das  vollständige  Integral 
der  Differentialgleichung  für  z  ist  also: 

14)    z  =  CE  +  D{K'  —  E'), 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  7)  und  8)  yx  statt  /(«,  k),  z^ 

statt  E{a,k),  so  erhält  man: 

/       ^x  Asin^cosa 

dk 


15) 


—  kyi  -\-kd 


/l— A:2sin2« 


dk 


=  0, 


('S) 


kzx 


k  sm  a  cos  a 


dk 


^'2      /i:/2|/i_^2sin2« 


=  0, 
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Für  y^  =  y-i-  F(a,  k),  zi  =  z  +  E{a^  k)  gehn  die  Gleichungen 
15)  in  die  Gleichungen  10)  über,  wegen  12)  und  14)  folgt  hieraus 
unmittelbar,  dass: 

y,  =  F{a,k)-\-ÄK+BK', 

z^  =  E{a,k)-\'CE-\-D{K'—E'), 

die  allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  15)  sind. 

Mittelst  der  Gleichungen  13)  hat  Legendr e  (F.  E.  t.  1.  p.  60) 
eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  ganzen  elliptischen  Inte- 
gralen erster  und  zweiter  Gattung  bewiesen,  auf  welche  ursprüng- 

1/2 1/3" 

lieh   der    besondere    Werth     k  =  ~ — -^ —    =   sin  15<>    geführt 

hatte.    Setzt  man  nämlich: 

16)     P  ^  KE'  +  K'E—  KK', 

so  folgt  unter  Zuhülfenahme  der  Gleichungen  13): 

^  =  0 
äk 

d.  h.  P  ist  von  k  unabhängig,  also  constant.  Man  kann  die  Con- 
stante  auf  verschiedene  Arten  bestimmen.  Setzt  man  in  der  Glei- 
chung 16)  rechts  die  entsprechenden  Integrale,  nimmt  um  K  und  E^ 
ferner  v  in  K'  und  E'  als  Integrationsvariabele,  so  ist: 


_  "2r/l— A:^2sin2^       l/l— A:^sin2^< 


/7 


l/l— A:2sin2w        \/\—k''^mi.^v 

dudv 


1/1— A'2sin2w  l/l— Ä:'2sin2t; 
oder  einfacher: 


J      J      \/\—k'Hm^u  l/l— Ä'2gin2i; 

Nimmt  man  A  =  0,  also  A'  =  1,  so  folgt: 

n       7t 

P=  f^  f  ao^vdudv  =  %' 
00  2 

Die  Gleichung  16)  wird  hierdurch: 

17)     ^  =  KE'+K'E—KK'. 


dudv. 
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Diese  berühmte  Gleichung,  welche  eine  Relation  zwischen 
bestimmten  Integralen  darstellt,  kann  als  das  erste  Beispiel  einer 
Determinante  angesehen  werden,  deren  Elemente  bestimmte  Inte- 
grale sind.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Gleichung  17) 
einer  Verallgemeinerung  fähig.  (Man  vergl.  hierüber  Haedenkamp 
in  Grelle  J.  t.  22  p.  184,  Catalan  in  den  Memoires  couronnees  de 
l'Ac.  de  ßruxelles  t.  14,  Enneper  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
t.  6  p.  300  u.  t.  11  p.  69).  Unter  den  verschiedenen  Beweisen, 
welche  von  der  Gleichung  17)  gegeben  sind,  basirt  die  Mehrzahl 
auf  geometrischen  Betrachtungen,  wie  z.  B.  bei  Moigno,  (Legons 
de  Calcul  differ.  et  de  C.  integr.  t.  2  p.  253). 

Definirt  man  Q  durch  die  folgende  Gleichung: 

18)     Q  =  F{a,  k)  E(ß,  Ä')  -I-  B{a,  k)  F{ß,  k')'-F{a,  k)  F(ß,  k') , 
so  geht  Q  in  P  über,  definirt  durch  die  Gleichung  17),  für  «  =  ö 
und  ß  =  K-    Es  bietet  sich  von  selbst  der  Gedanke  dar,   auf  Q 

den    für  P   befolgten  Weg   von  Legendre    anzuwenden.      Wendet 
man  die  Gleichungen  3)  —  6)   auf  den  Diiferentialquotienten  von 
Q  nach  k  an,  so  findet  man  nach  einigen  Reductionen: 
dQ  sin  i?  cos /^ 


dk  k\/\—k''^^m'^ß 


{E{a,k)-F{a,k)-\ 


+  ZT7\    \F{ß.h')-Eiß^k% 
k^^\/\ — k^^m^a 

oder  rechts  die  Integrale  substituirt: 

^   —   __    hmißQO^ß       P"^        sin^e        ^^ 
äk    ~        i/i_A:/2sin2^    /      l/l— ^2sin2  6l 

Arsin^cosg       P^        sin^  Q 
Setzt  man: 


k'^^mi^e 


dQ. 


na   .  sin6>l/l— /i:'2  8m2/3  _ 

19)    B  =  GO^ß  n  sin  &  arc  tang  -^--% ~==  ^^ 

^  ^^0  ^  sin^l/l— Ä:2sin2  6> 

r3  '    ..        .       sin0l/l— Ä^sin^« 

+  cos  a  /  '  sm  O  arc  tang ===  ätJ^ 

^0  ^  sin«  l/l  —  /c'2  sine 
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so  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung*: 

dQ  ^  _dR 

dk   ~         dk 
Bezeichnet  man  durch   Q^  und  R^  die  Werthe  von  Q  und  R 
für  Ä-  ==  0,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  integrirt; 

Q~Q^  =  — i?  +  ^o. 
Die  Gleichung  18)  giebt  Qq  ==  a  sin/?,  mithin  ist: 

20)     0  =  asmß—R-i-RQ. 
Die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  19) 
transformire  man  durch  partielle  Integration  nach  der  Formel: 

/^sin©  arc  tang/'(6>)(/0  =  — /^arc  tang/(6>)^^^^6>  = 

0  0  öfC/ 

—  cos  7  arc  tang/C/)  +  arc  tang/^CO)  +  /^  ^^^_^f/^2  ^^'    ' 
Wendet  man  noch  die  Relation: 

arc  tang  w  +  arc  tang  —   =   ir 

TV  2 

an,  so  lässt  sich  der  Werth  von  R  auf  folgende  Form  bringen: 
21)  R  =  — —  cosacos/? 


-|-sin/3  cosi9  \/l 


k'Hin^ß  j     - 


cos2  0  d& 


cos2  ß  cos2  0  l/l  _  ^^2  sin2  ß 

0  ^ 

,  . .  f^  COS2  0  dS 

-f- sm «  cos a  [/ 1 — /^2gin2^    # 


cos2«cos2  0  [/i— A:'2sin2  6^ 
Für  A  ==  0  geht  diese  Gleichung  über  in: 


n  o  .     /    sin/9cos2^cos2  6>  _ 

^0    ==   IT  cos  «  cos  i3  +     /       -. ö-7i T7^  d& 

"  2  ^^   '     f       j,  — cos2/?cos2  0 


/"sin/9 

/'^  sin  «cos« 
1  —  cos2  a  ( 


.       „ cos6> 

f         1  —  COS2c«COS2  0 

0 

d.  i. 

Rq  =  —  -^  cos  «  COS /3  —  « sin^  4-  y . 

Setzt  man  die  Werthe  von  i?o>  R  und  Q  aus  der  vorstehenden 
Gleichung,  aus  21)  und  18)  in  20),  so  folgt: 
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cos2  Q  de 


22)       sin/3cosi9l/r— Ä:'2sin2^  /    - 

V^ 


+  sin  a  cos  a  [/l 


•C0S2/3C0S2  6>  /l  — /^2sin2  0 

cos2  6>  ^6> 


COS2<^COS20^/l__;j^/2si^26| 


7t 


Diese  Gleichung  enthält  auf  der  linken  Seite  zwei  Integrale, 
welche  sich  in  ihrer  Form  nur  unwesentlich  von  der  typischen 
Form  unterscheiden,  welche  Legendre  für  die  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  angenommen  hat.  Die  Betrachtung  dieser  Integrale 
hat  Legendre  auf  die  Gleichung  22)  geführt  (Fonct.  eil.  1. 1.  p.  133) 
und  zwar  auf  einem  Wege,  der  von  dem  obigen  gänzlich  verschieden 
ist.  Man  kann  aus  der  Gleichung  22)  durch  Substitutioneu  noch 
andere    Gleichungen    herleiten.      Man    setze    z.  B.    in    22)    zuerst 

^  =  y  >  ziehe  von  der  so  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  22) 

ab.    Mit  der  neuen  Gleichung  operire  man   ebenso  in  Beziehung 
auf  «,  an  Stelle  der  Gleichung  22)  tritt  dann  die  folgende: 

Ü 
/^         cos2  S  dO 

23)        sin  ß cos ß\/\  —  k''^ Bm^ß  j     1  •—  cos^/:?  cos^  8  jTl^Psin^ 

a 

7t 

p2  cos2  6^  d& 

+  sin  «cos«  l/l— Ä:2sin2cj  /     1  —  cos2 «  cos2  6^  \/ \  —  k''^  ^ih^  & 

\K-F(a,k)^\K^  -F{ß,k% 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  mittelst  der  Addi- 
tionstheoreme der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
sehr  vereinfachen. 

Nimmt  man  amw  ==  «  und  am(/i:' — u)  =  y^  so  ist  nach  §  7 
/r'tang«  tang/  =  1.  In  der  Gleichung  3)  von  §  23  kann  man  dann 
9)  =  a,  ip  =  Y  und  ö  =  —  setzen.  Hieraus  folgt:  F(a,k)-\- 
^(Vi^)  =  ^  oder  F{y,k)  ==  K—F{a,k),    Die  Gleichung  6)  des 
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§26  giebt  dann:  .E{a^k)-\- E{y,k)— E  =  ä:^ sin a sin /,  also:  E{yjk) 
—  k'  sin  a  sin  7  =  E  —  E (a,  k).  Nimmt  man  ferner  F (d,  A-')  =  K^ — 
F{ß,k')y  so  g'iebt  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung:  E{6,k')-- k'^ sin ß^ind  =  E'  —  E(ß,k').  In  aem 
ersten  Integrale  links  der  Gleichung*  23)  mache  man  die  Substitution 
Ä:' tang- 0  tang  w;  =  1 ,  im  zweiten  setze  man  ktsingO  tsmgrv  =  1. 
Auf  diese  Art  erg-iebt  sich  eine  weitere  Relation  zwischen  elliptischen 
Integralen  dritter  Gattung,  die  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden 
soll,  da  sie  sich  einfacher  mit  Hülfe  der  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  ergiebt.  Dasselbe  gilt  von  anderen  Combinationen  der 
Integrale  2),  welche  man  ähnlich  wie  den  in  18)  aufgestellten 
Ausdruck  Q  behandeln  kann. 

Die  Integration  der  Gleichungen  7)  und  8)  lässt  sich  auch  mit- 
telstder  particulären  Integrale  der  Gleichungen  10)  nach  der  Methode 
von  Lag7^ange  ausführen.  Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  merk- 
würdigen Relationen,  welche  hier  der  Kürze  halber  übergangen 
werden  sollen.  {Enneper:  Bemerkungen  über  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.     Zeitschrift  f.  Mathem.  t.  15.  p.  56  —  64). 

Eine  interessante  Anwendung    der  Gleichungen   13)    auf  die 

1   dK  1      E       \ 

Darstellung  von  —  -— -  =  — — -  --  —  —  in  Form  eines  Kettenbruchs 

JK.      O/K  rC  k        K.  rC 

hat  Malmsten  in  der:  Note  sur  les  fonctions  Elliptiques  (Grell. 
J.  t.  39.  p.  116  — 122)  gegeben.  In  Folge  eines  Versehens,  betreffend 
die  Weglassung  des  constanten  Factors  4  in  den  Nennern  der  ein- 
zelnen Brüche  des  Kettenbruchs,  sind  die  mitgetheilten  Resultate 
ungenau. 

§  28.    Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung. 
Untersuchungen  von  Legen dre  über  dieselben,  betreffend 

den  Parameter. 

Aehnlich  wie  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  lassen 
sich  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  mit  Hülfe  der  ellip- 
tischen Functionen,  und  namentlich  der  Elemente  derselben,  der 
Thcta- Functionen,  genauer  untersuchen.  Auch  im  vorliegenden 
Falle  soll  eine  gedrängte  Uebersicht  der  Arbeiten  von  Legendre 
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über  den  bemerkten  Gegenstand  vorangehn.    Die  Methoden,  deren 
sich  Legendr e  bedient  hat,   sind   so   elementarer  Natur,  dass   eine 
kurze  Erwähnung  derselben  wohl  geboten  erscheint. 
Nach  Formel  29)  in  §  25  setze  man: 

ae  1 


1)       n{n,k,ip) 


=/ 


l+wsin2(9  j/l_;^2sin2e 


Behalten  die  beiden  Quantitäten  k  und  n  im  Laufe  einer 
Kechnung  dieselben  Werthe,  so  soll  die  linke  Seite  der  Gleichung 
1)  einfach  durch  11  {<p)  bezeichnet  werden. 

Im  1. 1  der  „Fonct.  ellipt."  finden  sich  auf  p.  68—74,  143—163 
folgende  Resultate,  betreffend  die  einfachsten  Formen,  welche  für 
den  Parameter  n  zu  Grunde  gelegt  werden  können. 

Setzt  man: 


2)      A-^  i/rr^fffi^  z  =  '^, 

so  ist: 

^.  1  dz  \  1— A:2sin4  9) 


l+(l+n)^ -f^^^2^^         ^    (l+?^sin2^)A^-^%in2  9)^ 


--X- 


1+  '      ' 


^      IH — sm2«) 
n 

Diese  Gleichung  integrire  man  zwischen  den  Gränzen  0  und  9, 

bezeichne  in  den  Integralen  rechts  die  Integrationsvariabele  durch 

Q  und  substituire  links  für  z  seinen  Werth  aus  2).    Man  erhält  dann : 


4) 


aretangj*^(/(l  +  »)(l+^' 


(l+»)(l+?) 


-n.)+'       '^ 


r*9         d& 1 

-F(^^)  +  n(n,<f,)  +  ni^,<py 
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Diese  Gleichung  gestattet  n  zwischen   den  Gränzen  —  1  und 
+  1    anzunehmen.     Ist  n  positiv    und  grösser  wie  ä:^,  also    n  = 

k^{l-{-g'^)j  so  ist  —  =  ^j  was  ein  positiver,  ächter  Bruch  ist. 

Die  Function  U  mit  positivem  Parameter,  welcher  grösser  wie  die 
Einheit  ist,  lässt  sich  auf  eine  ähnliche  Function  reduciren,  deren 
Parameter  positiv  und  kleiner  wie  die  Einheit  ist.  Für  n  =  cot^  a 
nimmt  die  Gleichung  4)  folgende  Form  an: 

.         sin«  cos«  /       tang^)         |/l — k''^^m^a\ 

o)     — ,  =■  arc  tan^  /    ,, ,  • ; l  = 

i/l— Ä:'2sin2«  \\/\—k'^üri^(p      sm«cos«    / 

—  F{(p)  +  77  (cot2  ^^  ^)  ^  27(^2  tang2 «,  (p) . 

Für   ein   negatives   n   unterscheide    man    die    drei   Intervalle 

(0, — ^2),  ( — k'^j  — 1)  und  ( — 1,  — oc).    Demgemäss   setze  man: 

1 

n  =  — k^^m'^a,  n  =  — (1 — k^^sm^a)  und  w  = ^ir— .    Es  sei 

^  '  ^  ^  sin^« 

zuerst  n  =  — (1  —  k^'^mx^a).    Die  Gleichung  4)  giebt  dann: 
^.     l/l  —  Ä:'2  sin2  a        ^  ä:'^  sin  a  cos  a  tang  w 


/^'2  sin  a  cos  a  ^  (/ 1  _  y^2  ^{^i  (p  \/ \  —  k'"^  mi^  a 

- F(ip)  +  i7(-  1  +  ^'2  sin2 a,  q^)  +  n(-  ^_^l^^^,^ ,  <jp) 

Die  Gleichung  3)  geht  für  n  =  — Är^sin^«  über  in: 

1  dz 


7) 


cos2  a   2  dg) 


1— (1— Ä-2sin2«)-r-,-2 


A\  1  —  k'^mi^aü\i^(p  ^m'^(p) 

sin2« 

Hier  bietet  sich  bei  der  Integration  insofern  eine  kleine  Schwie- 
rigkeit dar,  als  die  Gränzen  von  (p  zu  beachten  sind.  Liegt  (p 
zwischen  den  Gränzen  0  und  «,  so  giebt  die  Gleichung  7)  integrirt 

und  z  =  -7===  gesetzt: 
l/l— ;^2sin2^  '=' 

ß.  tang«  tang«  l/l  — k^  sin^^  +  tang^  [/l  — k^  sin^« 

o)       ■  log    j. r-- 

2^/1 — Ar^sin^«        tang«  l/l — k'^&m^g)  —  tangg)  l/l — k^&in.'^a 
=  -Fig^)  +  n{^kHm'^a,g>)-i-n(--^^,(py 

Euneper,  ellipt.  Funotionen.  12 
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Ist  (/p  >  «,  liegt  (p  zwischen  den  Gränzen  a  und  — ,  so  lässt 

sich  die  Definition  1)  nicht  mehr  bei  der  Integration  der  Gleichung-  7) 
anwenden,  man  muss  dann  die  Integrale  hinsetzen.    Integ-rirt  man 

zwischen  den  Gränzen  (p  und  ^ ,  setzt  für  z  seinen  Werth  aus  2) 
ein,  so  ergiebt  sich: 
.  tangg  ,       tang^p  |/l  — k'^  sin^a  +  tanga  \/\  — k'^  sin^g) 

2[/l  — A'2sm2«         tang^}  /l  — Ä:^  sin^«  — tanga  \/\—k'^^m 

1  d& 


'^ 


=  K^Fisp) 


I 


1  —  W  sin'  a  sin'  €>  i/i /t'  sin'  0 

de 


+  r_i ! 


^  Z:^  sin^  0 

V     sin^« 

Von  dieser  Gleichung  macht  Legendre  keinen  Gebrauch,  indem 

er  folgende  nicht  ganz  zulässige  Beschränkung  (1.  c.  p.  71)  einführt: 

„Au  reste  pour  eviter  toute  anomalie  etrangere  ä  l'objet  dont 

nous  nous  occupons,  et  pour  ne  considörer  des  fonctions  11  que 

Celles  qui  sont  positives  et  finies,  nous  ferons  abstraction,  dans 

tout  qui  suit,  du  cas  oü  le  parametre  n  est  ä  la  fois  negatif  et 

plus  grand  que  l'unitö. 

Die  Gleichungen   5),  6),   8)  und  9)  gestatten  den  Parameter 

zwischen   den  Gränzen  — 1    und  1   anzunehmen.     Es  finden  hier 

drei  Fälle  statt,  je  nach  dem  Werthe  des  Parameters.    Dieselben 

lassen  sich  auf  zwei  Fälle  reduciren,  indem   die  Function  77  mit 

einem  positiven  Parameter  sich  auf  die  analoge  Function  reduciren 

lässt,  deren  Parameter  zwischen  den  Gränzen  — k'^  und  — 1  liegt. 

Ist  g  eine  beliebige  Quantität,  setzt  man: 

....  sin®  cos® 

10)    y  =       ^  ^     ^ , 

so  folgt: 

1       dy  1        1  —  2  sin^  ^  -f-  ä^  ^^^h^ 


11) 


^  ■\-  gy'^  d(p  J  1  H-  (^  —  k'^)  sin^  q) — g  sin^g) 

Man  setze  nun: 
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1 -|- (^  —  /f2)sin2(p — ^sin^^  =  (1  4-nsm2^)  (1  —  msm^^), 
oder  : 

g  —  k^  =  n  —  m ,    g  =  mUj 
also: 


12)     m==-r-±-, 
^  1  +  7^ ' 


mn. 


13) 


Die  Gleichung  11)  wird  dann: 

1         dy  11  —  2  sin^  (p  +  A:^  sin^^ 


\  -{-  mny'^  d(p  A  (1  +n  sin^^)  (1  — m  sin'^9)) 

1  /      ^2       1_|_^^  1  1_^  1 


— + 


J  V     '^^  '       ^      l+?zsin^9D  m     1 — ;wsin^^/' 

wo   also  nach    12)  (1  +  w)  (1 — m)  =  A:'^    In  der  Gleichung  13) 

nehme   man   71  =  cot^«,   nach    12)   ist   dann   m  =  1 — /r'^  sin^«« 

Integrirt  man  nach  (p  zwischen  den  Gränzen  0  und  %  setzt  für  y 

den  Werth   aus  10)  ein,   multiplicirt   die   erhaltene  Gleichung  mit 

cos^«,  so  ergiebt  sich: 

^  ^.         sin«  cos«  ,         /    singp  cosGp    l/l — A:'^  sin'^«^ 

14)       .  =z  arc  tang  (    ,,     ^       ^  ■ 

l/l-^y^'2  giji2^  »  Vl/l— ^'  sin^^        tang« 

— /r^sin^«    ^.  V  ,  ^,     .2        \      A:'2sin2«cos2«  ^.      ,  ,  7/2    •  2       \ 
j-^5^^j^f  (5P)+i7(eot^«,  5P)-  y.ZF^  -^  i7(-H-/^"  s.n^«,9p) 

Durch  diese  Gleichung  lässt  sich  ein  positiver  Parameter  cot'-^« 
auf  den  negativen  Parameter  —  1  +  ä-'^  sin^ «  reduciren. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  13)  n  =  — /r^  sin^«,  so  ist  nach 

l/i  COS'^« 

%Q)  m  = Tj—r-^- .    Integrirt  man  nach  q)  zwischen  den  Grän- 

1      K  sm  « 

zen  0  und  90,  setzt  für  y  den  Werth   aus  10)  ein,  multiplicirt   die 

erhaltene  Gleichung  mit  sin'-^«  cos^«,  so  folgt: 

1^) 

sin«  cos«  \/l — k'^  sin^«  \/\- — k"^  sin^g)+Ar^  sin^  cos^d  sin«  cos« 

2  |/l  —  k'^  sin^ «       |/l  — ä2  sin^ «  /l — /r^sin^gp — /f^  sin  9)  cos  90  sin  «  cos  « 
r./  \  2    n/     72    •  2       \         A:'^  sin^«     _^/ — /c^sin*^«      \ 

Setzt  man  Ar' tang«  tang^  =  1,  so  lässt  sich  die  rechte  Seite 
von  15)  einfacher  schreiben: 

i^(^)— cos»«/7(->/^2  sin*^«,  9))  — cos^/3Z7(— y^  sin^^,  ^). 

12* 
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Der  Parameter  hat  in  beiden  Functionen  U  dieselbe  Form. 
Nimmt  «zu,  so  nimmt  ß  ab  und  umgekehrt.  Für  a  =  ß  giebt 
k'  tanga  tang|9  ==  1,  ä:' sin^a  =  cos^«,  oder  ä:^  sin^«  =  1 — k\ 
Liegt  der  Parameter  zwischen  den  Gränzen  0  und  k^j  so  kann 
derselbe  auf  die  Gränzen  0  und  1  — k'  reducirt  werden. 

Als  Gesammtresultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  er- 
giebt  sich,  dass  jeder  Parameter  auf  eine  der  Formen  — k^^in^a 
und  — (1 — Är'^sin*^«)  reductibel  ist. 

Als  besondere  Fälle  der  Gleichung  4)  sind,  bemerkenswerth 
n  =  ±k.    Dann  ist: 


/      (1  ±  ^  sin*^  6)  l/l  -—k^  sin^  & 


1  (l±A:)tang^ 


sm^9 


Für  n  ==  —  1  und  n  =  —k^  führt  die  Gleichung  4)  auf  be- 
sondere Fälle  allgemeinerer  Relationen,  welche  in  §  25  aufgestellt 
sind. 

Die  Gleichungen  3)  und  11)  hat  Legendre  (I.e.  p.  143)  aut 
folgende  Art  noch  weiter  verallgemeinert  und  dadurch  ein  Mittel 
gefunden,  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  mit  complexen 
Parametern  auf  solche  mit  reellen  Parametern  zu  reduciren. 

Es  sei: 

^  1 +J3  sin^9)  A^  m 

dann  ist: 

1        dt  ^\\  —{1-^p)  sin^-f  (1  +  2j9)  k"^  mi^<p—pk^  sin^y 
^     1  +pt^  d^^  A{\  +p sinV)*^ (1— F  sinV)  +^sin*^9(l— sin^) 

Man  setze: 
19)     {\-^pxy{\.^k^x)-\-qx{\'—x)  =  {\  -i-nx)(\  +n'x){\  -^mx) 
also : 

( — p^k^  =  mmi^,p^ — q — 2pk^  =  m{n-i-n') +  7in^, 
^^^     \  2p-}-q—k^  =  m  +  n-^-n'. 

1 
In  19)  X  =  \  und  x  =  -j-^  giebt  die  Relationen : 

21)    (l-fjö)2^'2  =  (1-fw)  (1+^0(1+»»). 
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22)     —qk^  Ä'2  =  (^2  -f  n)  (k^  +  n')  (k^  +  w). 

Es  seien  n  uud  ^'  ffeffeben.  In  21)  aus  20)  m  =  — - — 7  sub* 
stituirt  giebt  für  p  die  quadratische  Gleichung: 

P"  ^''  +  ^'  ^^"^'tl^^^'^'^l  "^  ^^ ^''  =  (1  +  ^0  (1  +  ^iO- '^'^ 
und  hieraus: 

•23)    ^[,^^  +  ,^(^+")(l+nOj^,.  ^ 

±|/(l  +  «)(l+n')(l+g(l+5). 

Sind  n  und  n'  conjugirte  complexe  Quantitäten,  n  =  r-f^?, 
nf  ==  r — ^/,  so  sind  die  beiden  Werthe  von  j9  in  23)  reelle  Grössen. 
Man  bezeichne  dieselben  durch  p'  und  p^\  Diesen  reellen  Werthen 
von  p  entsprechen  nach  20),  oder  auch  nach  21),  je  zwei  reelle 
Werthe  von  m  und  ^,  welche  durch  m\  mf'  und  q\  q*'  bezeichnet 
werden  sollen.  Wegen  der  Gleichung  19)  lässt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  18)  in  Beziehung  auf  sin'^g)  in  Partialbrtiche  zerlegen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  — p'^k^  =  mrmf^  folgert  man 
aus  18): 

.     _J dt_   _    1  1-— (2-fjp)sin'^y+(l-|-2j9)^'^  sin^y— pA:'^  sin^y 

A\p       \-\-n  mxi^(p      \-\-n'  ^m^(p      1  -f  m  mn^^J  * 
wo  A,  B  und  C  die  folgenden  Bedeutungen  haben: 

A  =  ^^  "^  ^^  +p)fv'  +  (1  +  2p)k^n  -[-pk^ 
n(n — n')(n — m) 


25) 


Yif  (n' — n)  (n*  —  m) 

_  m^  +  (2-fi?)»^^  +  (l  +  2i?)/^'^m+M'. 
m{m — ri){m — w') 


Den  Werthen  p'  und  //'  von  p  entsprechen  nach  25)  zwei 
Werthsysteme  A\  B',  a  und  A'\  B",  C'  von  A,  B,  C. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  t  aus  17)  giebt  die  Glei- 
chung 24)  integrirt: 
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26)     -i-avctaDg™^^^^^  ^ 


\/q  1  +i?  sin^?)  \/\—k^  sin2  ^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  successive  p^  und  /?"  statt  p, 
diesem  entsprechend  ^',  m',  ^',  ^'j  6"  und  q^',  mf\  ^",  ^",  C"  statt 
q^  m,  A,  B,  C,  so  erhält  man  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung von  /Z(n,  g))  und  Z^(/^',  gp).  Sind  ?z  und  w'  conjugirte  com- 
plexe  Grössen,  so  sind  in  Folge  der  Gleichungen  20)  —  23)  p,  q 
und  m  reelle  Grössen,  nach  25)  ist  C  ebenfalls  reell,  während  A 
und  B  conjugirte  complexe  Grössen  sind.  Es  lässt  sich  dann 
allgemein  n{r  +  si,  (p)  ausdrücken  durch  F((p),  n{m\  g)),  n(m'^,  (p) 
und  trigonometrische  Functionen. 

Uebrigens  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen,  welche  aus  26) 
für  p  =  p'  und  p  =  p^'  folgen,  allgemein  anwenden,  gleichviel  ob 
n,  n^  reelle  oder  conjugirte  complexe  Grössen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  19)  giebt  Gleichung  24)  sin^^p  =  x 

gesetzt: 

1  —  (2  ^-p)x  +  (i  +  2p) hP-x^—pliP-x^  ^ 
(1  +  nx)  (1  +  n'x)  (1  +  mx) 


p       1-^nx       l-\-7i^x      \~{-mx 
Durch  Wegschaffung  der  Nenner  auf  der  rechten  Seite  erhält 
man  leicht: 

A-^B+C  =   1—-; 
p 

21)    <  P 

Amn' -\r  B mn  ^- Cnn' -\ ■ =  (l-f2/?)Ä:2, 

mwnf  2 

~p      —  —P    ' 

Man  kann  sich  auch  der  vorstehenden  Gleichungen  zur  Berech- 
nung von  4  B  und  C  bedienen.  Ist  C  bekannt,  so  geben  die  beiden 
ersten  Gleichungen  27): 

\a-\-B  =   1—1  — (7, 
28)     ^  P        ' 

XAn-^Bnf  =  2-\-p-\-m-\-n-^'nf  ~  Cm. 
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Diese  Gleichungen  gewähren  in  manchen  Fällen  für  A  und  B 
leichtere  Berechnungen  wie  die  Gleichungen  25). 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  hat  Legendre  die 
Beispiele  n  =  ^e"^  n'  =  ke-""^  (1.  c.  p.  149)  und  n  =  —1  -f  Ar'e^S 
n'  =-=  — l+k^e^^^  (1.  c.  p.  151)  weitläufiger  behandelt. 

Die  Gleichungen  20)  sind  auf  p.  157  unter  dem  Gesichtspunkt 
betrachtet,  dass  m  eine  gegebene  complexe  Quantität  ist,  dagegen 
71  und  n'  reell  sein  sollen.  Diese  zweite  Methode  unmittelbar 
77 (r  -f  siy  (p)  zu  berechnen  ist  etwas  weitläufiger  wie  die  erste  dar- 
zustellen und  scheint,  wie  Legendre  selbst  auf  p.  160  glaubt,  der 
ersten  Methode  an  Einfachheit  nachzustehn,  welche  den  Vortheil 
grösserer  Symmetrie  darbietet.  Aus  diesem  Umstände  soll  die 
zweite  Methode  von  Legendre  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden. 

§  29.    Die  elliptisclien  Integrale  dritter  Gattung  als  Func- 
tionen des  Parameters.    Die  ganzen  Integrale. 

Im  Chapitre  XXIII  seiner  „Fonct.  ellipt"  (t.  1  p.  132— 140) 
hat  Legendre  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  in  Beziehung 
auf  den  Parameter  differentiirt  und  gelangte  nach  einigen  Trans- 
formationen zu  einem  sehr  einfachen  Ausdruck  für  den  Differential- 
quotienten, einem  Ausdruck,  mit  dessen  Hülfe  sich  sowohl  Relationen 
zwischen  Integralen  ergeben,  als  auch  ein  Mittel  die  ganzen  Inte- 
grale auf  bemerkenswerthe  Art  darzustellen.    Setzt  man: 


1)  p.^  r £^_ 

/     (l+^8in2  0) /l— A:2 


sin^^ 
so  ist: 

'        dn  /      (1  +  «sin2  (9) Vi  —  Ä2sin2  ß 

Die  Formel  9)  des  §  25  giebt: 


(•  +  ?)/ 


( 1  -f-  ^i  sin2  ey  /l  — ^2sin2e 
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sin  a  cos  a\/\—k'^  sin^  a      k'^-\- 


1  -f  n  sin2  a  n^     f      \/\  _  j^i  ^{^i  ß 


i   r  dß 

J        l/l— /^2si 
0 

—  /     l/l— A:2sin2  0<?0  -f- 

\  n  '^'JJ^      (l-|-wsin2  6>)l/l— /^2sin2(9 

Führt  man  die  Bezeichnungen  F{a,k),  E(ajk)  und  P  aus  1) 
ein,  so  lässt  sich  die  Gleichung  2)  mittelst  der  vorstehenden 
Gleichung  auf  folgende  Art  darstellen: 

/       k^\dP      P    (^+^)0+?) 

(l+n)(l  +  -)^+^(? ^ ^   = 

^  ^\        n)  dn       1  dn 

1  sin a cos « /l  —  /r2 sin2 a        k'^   ^,     ,.        1  r^,     ,.       ^,    ,.-, 

V T—r — ^1 .r-5^(^>^)~ö~L^(<^j^)  — ^W^)J• 
2             1  4- w sm2 a  In^     ^  ^  ^      2w "-    ^      ^         \  ^  / j 


Dividirt  man  durch  l/(l+w)flH ),  so  ist: 


3)     d~^ —^ ^  = 

^  dn  

1 sin  a  cos  « |/l  — k'^  sin^  « 

1  +  n  sin^  a 


2l/(l  +  »)(l+f) 

k^F{a,k) F{a,k)  —  E{a,k)      ^ 

2«y(H-«)(l+|^)      2„l/(l+n)(l+g 
Der  Einfachheit  halber  unterscheide  man  für  n  drei  Fälle. 

Erster  Fall,    n  =  cot^^. 
Suhstituirt  man  in  3)  für  P  seinen  Werth  aus  1),  so  folgt: 
^mß\/\—k'Hin^  ß  f^  1  dB 


r 


cos  ß  f      sin2/9  +  cos2/9  sin^  &  \j\ /j:»  gin^  S_ 

0 

sinaeosa|/l— ^^sinV         cos^/3  A:^  sin'^/9i^(ct,A:) 

sin2 19  +  cos^  ^  sin2  «     /flTp^i^  cos^  /9  |/r— /t^^sin^^ 
F{a,k)  —  E{a,k) 
{/X—k'Hm^ß 
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Man  subtrahire  auf  beiden  Seiten: 

d^  ^^:ß\/SzzEl^l F(a,k) 
dß  cos/? 

und  setze  auf  der  linken  Seite: 


-*>  -/^ 


A 

dß 


k^  sin'^  e 

Die  obige  Gleichung  geht  hierdurch  über  in: 
sm/9cos^l/l— A:'2sin2/9  / 


1  —  cos^  ß  cos^  e  |/i  —  A:**  sin2  @. 
cos^/?  1 


+  sm  «  COS  «  b^  1  —  k^  mrr  a  • , 5-^- — ^-^    ,  = 

1  —  cos^  a  cos^  /?  |/i  _  /^/2  sin«  |3 

^F(a^/^,\/l~k-,m^ß^^i^J^Zl^h^' 
^      '  l/l— Ä'^sin^^ 

Diese  Gleichung  integrire  man  nach  ß  zwischen  den  Gränzen 

0  und  ß,  bezeichne  die  Integration s variabel e  durch  ß.    Es  folgt  dann: 

4)     sm/9cos/3l/l— ^'^sm*^/?  /     7-3 


-f  sin  a  cos  a  [/l  — k'^  sin 


m^a  j     - 


cos^  i9  cos*^  ö  ^/i  —Fsin^  ß 
'ß  GO^^ß  dß 


cos^  a  cos»  0  1/1  __  A-"^  sin*^  6> 
^[F(a,k)-E(a,k)]f   -^ 


=  (;—  /'(«,^)  /     l/l  —  Ä'=^  sin»  0  </6> 

dß 


k'Hm^ß 

Es  bedeutet  C  eine  Constante  in  Beziehung  auf  ß.  Da  nun 
die  vorstehende  Gleichung  durch  Vertauschung  von  ß  mit  «  und 
k  mit  ^'  ungeändert  bleibt,  so  ist  C  eine  absolute  Constante. 
Nimmt  man  in  4)  k  =  0,  so  folgt: 

'     o        20    /^  C0S2  6>  ^^,    .      .  Pß  COS0 

sm^cos^/3  / — r-p.(?Ö-f  smacosa  / 5 rrßO 

f      1 — cos^/3cos»(9  /      1 — cos»«cos»© 

0  0 

-=  C—afßcoBßdß  =  C—amnß, 


18a 


Eine  leichte  Rechnung  giebt  (7=  ^-    Die  Gleichung  4)  wird 
dann: 

ßoü^e  de 


5)     sin  ß  cos  ß  \/\  —  /r'2  gi^ 


r 


1  —  cos^  ß  cos^  e  \/i—/^2  sin2  ß 


+  sm  «cos «1/1  —  k^  sin'^  a  i     - 


cos^  a  cos^  0  1/ 1  _  ^'2  sin2  e 

=  ~-[F{a,k)E(ß,k^)-{-E(a,k)F{ß,k')~-F{a,k)F(ß,k^)], 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  Gleichung  22)  von  §  27, 
welche  dort  auf  einem  von  dem  obigen  sehr  verschiedenen  Wege 
abgeleitet  ist. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden  soll  für  die  beiden  folgenden 
Fälle  die  Gleichung  3)  etwas  transformirt  werden.  Man  subtrahire 
anf  beiden  Seiten 

Y(i+»)(i  +  J) 

setze  links  P  und  F(a,k)  in  Form  von  Integralen.     Es  ist  dann: 
6)  "       -    ■  — ^ 


dn 


A:^sin^(9. 
1  sin«cosa/l — ^^sin« 


^1  /  /        k'^\  1  -^yiün^a 

2|/(l+n)(l+y 

F{a,k) F{a,k)-^E(a,k) 

Zweiter  Fall,    n  =  —  1 -f- Ä:'^  ^1^2^^ 
In  diesem  Falle  giebt  die  Gleichung  6)  nach  ß  innerhalb  der 
Gränzen  0  und  ß  integrirt: 

7)    Ä'2sin/9cos^l/l— ^''^sinV   /    ,—75 — Z     2a^  •  2^.   . 
^  ^  ^  /     1— (1— A:'2sm^/9)sin2(9^/i_y^2sin26> 

«^0  

ß       i/l— Ä:'^sin2  0 


==  sin«  cos«  1/1  — k^  sin^a    /     — /-  .  7/9  •  '2 — ^-5^  ^^ 
-  [F(a,  k)  F(ß,  k^)  4-  F{a,  k)  F(ß,  kO--F(a,  k)  F{ß,  k% 
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Die  Hinzufligung  einer  Constanten  ist  unnöthig,  da  die  vorste- 
hende Gleichung  mit  a  identisch  verschwindet.  Mit  Hülfe  der 
Gleichungen  3)  und  13)  von  §  28  lässt  sich  die  obige  Gleichung 
etwas  symmetrischer  darstellen.  Setzt  man  in  den  bemerkten 
Gleichungen  S  statt  9),  vertauscht  k  mit  k%  so  findet  man  die  fol- 
gende Relation,  welche  sich  auch  ohne  Schwierigkeit  direct  veri- 
ficiren  lässt: 

T+T~      d         ,        sin  Q  \/\  —k'^  sin«  8  \/n  -f-  k'^ 

TT-r— — : .  -j-r  arc  tang ,-         ^ = 

nik'^'+n)    dB  ^  (^o^e\/n{i -\-n) 

\/\—k'^mi^e  k''  sin« ß  1 


n  -}-  Ä:'«  sin«  S    '  w  -|-  l  —  (Ä:'«  +  n)  sin«  S  ^/i_;t'«  sin«6> ' 

Integrirt   man   nach  0    zwischen   den  Gränzen  0  und  ft  setzt 
n  =  cot««,  so  ist: 

arc  tang  (tang«  tang^  /l— A'«sin««  [/l  — A:'«  sin«i9)  == 

./. ;o   .  ,      r^       1/1— A'«sin«6> 

sm «  cos «  ^  1  —  A« sm^ «  /      — /    .   ,,   ♦  o — ^-TT^dß 
/       cos« «  +  A:^  sm«  a  sm«  ß 

^  sin«©  dß 


, /»/'  sin«© 

H-Ar«sin«cos«l/l— A:«sin«a  /      ---.-- — ,,    .  , — r-^-^rr — 
^  /      1— (1— A«sm««sin«©)^/1 


-A'«sin«© 
Die  Gleichung  7)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Art  darstellen : 


8)  A'2gin/?cos/?l/l— A'^sin 


-^^y  izzö- 


sin«©  dß 


A'«  sinV)sin«©^/i_;^/2gin2© 
'^  sin2©  </© 


-A'«sin2© 


■4-A«sin«cos«|/l-A«sin««  f  --—^J^?       . 

/      l — (1 — A2sin2«)sm«©i/i 

=  arc  tang  (tang«  tang^  |/l — A'-^sin««  [/l — A'«  sin«/9) 
—  [/'(«,  A)  i^XA  /^')  +  ^(«,  ^^  Hß,  k')  —  F{a,  k)  F(ß,  AOl 

Dritter  Fall,     n  ==  — Ä:2sin2^. 

Aus  der  Gleichung  6)  erhält  man   leicht   durch  Integration  in 
Beziehung  auf  ß: 
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sin2  6>  de 


9)    k'^^mß  cos/^l/^ 


i—kHiR^ß  r 


1— A:2  sin2^  sin'-J  6>  i/i  _;^2  gin2  (9 


/      1 — k^^nv-a^w&ui ;t2sin2ö 

==  i^(«,  A)  E{ß,  k)  —  E(a,  k)  F{ß,  k). 

Die  Hinzufttgung  einer  Constanten  ist  imnöthig,  durch  Ver- 
tauschung von  a  mit  ß  würde  dieselbe  negativ  werden ,  woraus 
folgt,  dass  die  Constante  verschwindet. 

Die  Gleichung  9)  enthält  nur  den  Modul  k,  während  in  den 
Gleichungen  5)  und  8)  auch  noch  der  Complementärmodul  k^  ent- 
halten ist.  Auf  diesen  Umstand  hat  schon  Legendre  (F.  E.  t.  1.  p. 
141)  aufmerksam  gemacht,  wobei  eine  wesentliche  Eigenschaft  der 
bemerkten  Gleichung  ihm  entgangen  ist,  welche  zuerst  JacoU  her- 
vorgehoben hat.  Indem  JacoU  eines  der  Integrale  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  9)  als  Typus  eines  elliptischen  Integrals  dritter 
Gattung  nimmt,  folgt,  dass  die  Quantität  ß,  welche  in  dem  ersten 
Integrale  als  Constante  auftritt  in  dem  zweiten  Integrale  als  obere 
Gränze  (Argument)  erscheint.  Analog,  nur  umgekehrt,  verhält  sich 
a  in  Beziehung  auf  die  beiden  Integrale.  Bezeichnet  man  durch 
—  A:2sin2«,  — k'^mi^ß  die  Parameter,  so  enthält  die  Gleichung  9) 
das  Mittel  in  einem  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  Argument 
und  Parameter  mit  einander  zu  vertauschen.  Auf  dieses  Verhält- 
niss  soll  bei  JacoMs  Behandlung  der  betreffenden  Integrale  zurück- 
gekommen werden. 

Aus  den  Gleichungen  5),  8)  und  9)   fand  Legendre,  dass  die 

Integrale,  deren  obere  Gränze  -^  ist,   d.  i.  die  ganzen  elliptischen 

Integrale  dritter  Gattung,  sich  durch  die  elliptischen  Integrale  der 

beiden  ersten  Gattungen  ausdrücken  lassen.    Für  «  =  y  findet  man: 

sm/9cos^l/l— Ä''-sm2|9    / 


1  —  COS2/9  cos2  6>  i/i  __  ;t2  sin2  e 
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=  ~-[KE{ß,  k')  +  EF{ß,  kO-J^F{ß,  k% 


A:'2siii/3cosi3l/l— Ä'2sin 


"'/ 


7t 

2"  sin2  0  dß 


1— (1— Z^'^sm^/^)  sm2  Ö  /l— yt^sin^e 


l-LA-^Cft  ^0  +  ^^(ft  k^)-KF{ß,  k')\. 


n 


,Hmßco.ß^l-kHin^ß   T—    '^'^  '^ 


/:2  sin2  ß  sin2  0  |/i  _  ;^2  sin2  ^ 


Die  beiden   ersten   der  vorstehenden  Gleichungen  führen  für 
ö  =  —  wieder  auf  die  Gleichung  17)  des  §  27  zurück,  nämlich: 

welche  Gleichung  häufig  unter  der  Bezeichnung  „das  Theorem  von 
Legendre'^  angeführt  wird. 


§  30.    Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  nach  Legendre. 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  hat  Legendre 
(F.  E.  t.  1  p.  64)  ein  Additionstheorem  aufgestellt,  welches,  in  Ver- 
bindung mit  den  entsprechenden  Sätzen  für  die  Function  F{(p)  und 
E{q))  sich  zu  einem  allgemeinen  Additionstheorem  für  die  ellipti- 
schen Integrale  überhaupt  ausdehnen  lässt. 
Man  setze: 

1)    F(cp)-\~F{^)  =  F(ö), 
und: 

2)     ^  =  n(n,  <p)  -f  n{n,  ip)  —  n(n,  ö), 
wo  ö  als  Constante  angesehen  wird.    Nach  §  26  ist: 

3)     E{g))-\-  E{y))  —  E{o)  =  /f^sxn^  sint^  sinö. 
Die  Gleichungen  1)  und  3)  difierentiirt  geben: 

-jpr  + -7^  ==  0,  A((p)d(f>  +  /i(xp)dtp  =  A^ginöt/sin^Dsin^. 


1^0 

Hieraus  folgt: 

^     A{(p)  ~  ~~  A(rp)  ~     z/(9)2  — J(tp)2  siii2tp_sin2^ 

Die  Gleichung  2)  differentiirt  giebt: 

d. 

oder  nach  4): 


dS  =  ^  l't.   .  1  _^ 


.  nsinö  6/sin^  simp 


(1  +  72  sin2^)  {1+n  sin^tp) 
Die  Gleichung  cosö-fsin^p  sini/;  J(ö)  =   cos  ^d  cos  i/;  quadrirt 
giebt: 

[cosö  +  sin^D  sin^  J((>)]2  =  1 — sin^^)  —  sin2t/;  +  sin29)  sin^tp 
oder : 

sin2  ^  -j-  sin^  tp  ===  sin^  ö  —  2sin  g)  sin  i/>  cos  ö^  Jö  +  (sin  ^  sin  tp)^  /c 2  ^{^2  (j. 
Substituirt  man  diesen  Werth  von  sin^^  -f-  sin'tp  in  den  Nenner 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5),  so  nimmt  dieselbe  folgende 
Form  an: 

dS  = 

nsinö  Jsin^psint/;  _______ 

1  +  w  sin^ö  —  2n  cos  0  Ä{6)  sin  90  sin  ?^  +  {n^  +  nk'^  sin^  0)  (sin  g)  sint^)^  ^ 
oder:  6)     dS  = 

sin  a{n-\-k^  sin^  0)  <f  sin  (p  sin^ 

[(w  +  ,A:2  sin2 0)  sin g)  sin ^  —  cos a  A  (ö)]2-f-  {\-\-n)(\-{ —  J  sin^  0 

Für  g)  =  0  ist  nach  1)  t^  =  0,  dann  verschwindet  ^S'nach  2). 
Integrirt  man  die  Gleichung  6),  bestimmt  die  Integrationsconstante 
durch  9p  =  0,  setzt  links  für  S  seinen  Werth  aus  2)  ein,  so  folgt: 

/7(w,  (p)  +  n{n^  f)  —  n{nj  0}  = 


Vi 


r{n+k^sm'^ 6)  sin  y  sim^ — cos  <?  J  (<;)  |  / « 1 

arc  tang  |^  ^^^  1/  (1  +  «)  (A^ + »)J 


COSöJ((>) 


(1  -h  w)(^2  +  w)  "        "^      sinö       1/  (1+  n) (;^2  +  n) ' 
d.  i. 
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7)     n(n,  (f)  +  n(n,  ip)'—n(n,  ö)  == 

sin  q:  sin  ip  sin  ö  l/?^  (1  -f-  7i)  {k'^  -f-  n) 


n  , 

arc  tang 


V    ( 1  +  n)  (ä'2  +  w)  \  1  +  ?i  siii'^ ö  —  n sin 9)  sin tp  cos (7  A{o)^ 

In  Folge  der  Bedeutungen  von  sina^  cosö,  J(ö)  lässt  sich  der 
Factor  von  n  im  Nenner  des  Arcus -Tangens  auf  folgende  Art 
darstellen : 

8)     [sin2  a  —  sin  ^d  mmp  cos  0  4'(<>)]  [1  — ^^  sin^^)  sin^t^]  = 
sin^go  -|-  sin^tp  —  (1  +/f2)  sin^^  sin^tp  -f  sin^  sint/;  cos  ^  cost^  J(^)  J(V'). 
Die  Gleichung  7)  ist  anwendbar  wenn  n  ==  cof^a,   oder  n  = 
~1H-A:'2sin2a. 

Ist  n  =  — k'^mi^a^  so  wird  die  Gleichung  6)  für: 
9)     ^  =  k^{^m'^ö  —  sin2a)sin9Dsinipsina, 
10)     dS  = 

sin«  sin  a^^  

[^  —  sin  «  cos  ö  J  (ö)]2  —  I  sin  ö  cos  a  J  («)]2 


lang« 


dt 


2/1  (a) 


sin  ö  cos«  J{a)  +  sin«  cosö  J(ö)  —  t 
—  dt 


sin  ö  cos  a  J  («)  —  sin  a  cos  0  J  (0)  +  ^J 
Um  einer  zu  grossen  Weitläufigkeit  der  Formeln  zu  entgehen, 
setze  man  zur  Vereinfachung: 

(.    .  sin ö  cos a  J(a)  —  sin  a  cos 0  J(ö) 
™     ~  1  ^^^sm2«  sinV  ~ ' 

]   .       sin  (J  cos  «  J  (a)  -f-  sin  a  cos  0  J{ö) 

|sin^  T— lMn2asin2ö^ 

Diese  Gleichungen  geben: 

12)     smAsm^  = — -r-- — — -  . 

1 — A:2sin2asm2ö 

In  Folge  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung  sind  die  beiden  Gleichungen  11)  den  folgenden  Gleichun- 
gen aequivalent: 


13) 


A        /       A    ^  I      J'  1      J  +  f      -J  - 


i: 


~,  J   =  |/l~Ä:2sin2;t.. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  11)  lässt  sich  die  Gleichung 
10)  nun  schreiben: 

dS  = 
tanga 


2A(a) 


—  dt  —dt 


(1 — A-2sin2«sin2ö)sin|M  —  t      (1 — Ä:2sin2asin''^(j)sinA4-  tj 
Die  vorstehende  Gleichung  werde  nach   t  integrirt  und  für  t 
der  Werth  aus  9)  substituirt.    Bestimmt  man  die  Integra tionscon- 
stante  durch  ^  =  0,   so  ist  auch  /  =  0.    Setzt  man  schliesslich 
für  S  den  Werth  aus  1)  ein  und  n  ==  —k^ün^a,  so  folgt: 

n  (—  ^2  sin^  a,(p)-\-n  (—  k^  sin^  a,y;)—n(  —  k^  sin«  a,  ö)  = 
tang  a ,     (1  —  k^  sin*^  a  sin«  ö)  sin  ^  —  k^  (sin«  ö  —  sin«  a)  sin  (p  sin  ip  sin  a 
2z/ (a)    °  ( 1  —  k^  sin«  a  sin«  o)  sin  JT  +  ä«  (sin^  ö  —  sin«  a)  sin  9  sin  ip  sin  a 

tang«      sin2 
■^  2A{a)^smfi' 
Auf  der  rechten  Seite  ziehe  man  die  beiden  Logarithmen  zum 
Logarithmen    des    Products    zusammen.      Mit  Rücksicht    auf   die 
Gleichung   12)  ist  dann  Zähler  und  Nenner  durch   sin«ö  —  sin«« 
theilbar,  die  obige  Gleichung  vereinfacht  sich  in  folgende: 
14)     /7(—  A:«  sin«  a,  (p)  +  /Z(—  A:«  sin«  a.'ip)  —  i/(—  k'^  sin«  a,  0)  = 
tang«,       1 — F  sin  9)  sin  t^ sin  «sin  2 
2J(«)    ^'l+k^&mfpBmtpsma^mii 

Die  vorstehende   Gleichung  lässt   sich   auch   direct    aus    der 

Gleichung  7)  herleiten  unter  Benutzung  von: 

1,      1  —  ^ 
^  arc  tang?z  =  ylog  .—- — 

Mit  Rücksicht  auf  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und 
14)  hat  Legendr e  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  zwei 
Classen  zerlegt,  über  deren  Terminologie  sich  in  der  „Theorie  des 
Fonctions  elliptiques,  Deuxieme  Supplement,  p.  138  folgende  Be- 
merkung findet: 

„Nous  appelons,  pour  abreger  fonction  aparametre  logarithmique 
la  fonction  de  troisieme  espece  dont  le  parametre  est —/r^  sin««, 
k  6tant  le  module.  On  sait  que  ces  fonctions  diöerent  essen- 
tiellement  de  celles  de  la  meme  esp6ce  dont  le  paramötre  est 
QU  peut  etre  ramen6  ä  la  forme  —  1  +  Ä^'«  sin'^ «,  k'  etant  le  com- 
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plement  de  k.    Ces  dernieres  devront  etre  appelöes  fonctions  a 

parametre^circulaire. 

Diese  Unterscheidung  hat  gegenwärtig  eigentlich  nur  noch  ein 
historisches  Interesse ;  die  ganze  Auffassung  des  elliptischen  Integrals 
dritter  Gattung  ist  insofern  eine  zu  beschränkte  und  in  mancher 
Hinsicht  etwas  unbequeme,  als  eine  bestimmte  Form  des  Integrals 
unter  einer  grösseren  Anzahl  gleichberechtigter  Formen  ausgewählt 
und  durch  eine  besondere  functionale  Oharacteristik  ausgezeichnet 
wird.  Es  erfordert  dieses  bei  Untersuchungen  ein  beständiges  Zurück- 
kommen auf  die  beliebig  gewählte  Normalform,  eine  Reduction, 
welche  nicht  immer  ohne  beschwerliche  Rechnungen  auszuführen 
ist.  Diese  Bemerkungen  beziehen  sich  nur  auf  die  folgenden 
Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  der  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  mit  den  Theta-Functionen.  In  einer  grossen  Anzahl 
von  Fällen,  namentlich  bei  geometrischen  Anwendungen,  wenn  es 
sich  nur  um  einfache  Transformationen  und  Additionen  elliptischer 
Integrale  dritter  Gattung  handelt,  wird  die  Unbequemlichkeit  der 
gewählten  Bezeichnung  11  durch  den  ausserordentlich  elementaren 
Character  der  von  Legendre  angewandten  Methode  fast  aufgehoben. 

§  31.     Ausdruck  des  Parameters  in  den  elliptisclien  Inte- 
gralen dritter  Gattung  durch  elliptische  Functionen. 

Die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  das  Integral 

1)    //(«,.)=/" 


(1  +  n  sin2  Q)  i/i  _^2  giji2  ß 


setzt  den  Parameter  n  in  der  Form  — ^Fsin^amc  voraus,  wo  c 
eine  beliebige  reelle',  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist.  Um 
die  nachfolgenden  Betrachtungen  nicht  zu  unterbrechen,  soll  der 
Nachweis  über  die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  geliefert  werden. 
Eine  weitere  Untersuchung  über  diesen  Gegenstand  enthält  die  Ab- 
handlung „Darstellung  einer  beliebig  gegebenen  Grösse  durch 
sinam(z<  +  w,A:)"  von  Richelot.  (Grelle  J.  t.  45.  p.  225—- 332.) 
Man  unterscheide  für  n  die  folgenden  Werthe. 

Euueper,  ellipt.  Functionen.  13 


iU 


Erster  Fall,  n  liege  zwischen  0  und  —  k-.  Man  setze  7i  = 
—  Ä^sin-  am«,  wo  i)<a<K. 

Zweiter  Fall,  n  liege  zwischen — k^  und  — 1.  Es  liegt  dann 
sin^  amc  zwischen  1  und  --.  In  diesem  Falle 
nehme    man     n  =    — Ar^sin- am  (^4- ia)    = 

2  __J^2 


/dossimaiV 
\  Asimia  J 


Dritter  Fall,    n  liege  zwischen  — 1   und  — oc.    Man   setze: 

1 

n  = ^-^ =  —  Ä'2  sin2  am  (a  +  /  K'')  wo 

sin^am«  ^  ^ 

0<«<Z. 
Vierter  Fall,    n  positiv.     Man  setze  n  =  — A:"^  sin^  am  ?  a  = 

^2tang2am(«,Ä:0,   0<a<K 
Ist  also  n  reell,  so  kann  man  immer  n  =  —  Ä-^sin^amc  setzen. 
Nimmt  man   in   1)  9?  =  anu^  und  &  =  amwj  so  lässt   sich  die 
Gleichung  auf  folgende  Art  schreiben: 

ni kHir\}2i>mCy2imu)   ==   /       ;; ,^    .    » r—, 

^  /      ^ — Är^sm^amcsm^amw 

0 

oder  auf  beiden  Seiten   ii  =  j     dw  subtrahirt: 
n{ — A:2  sin2  am  c,  am  ^<) — u  = 


/"  _A:2sin2a 
1  — A:2sin 


^.  g         ..  ^.^  am  c  sm^  am  w 

2)  /      ^ — —,\T~^'~^ — -n am 

j  t      1  —  hl  ^iqi  am  c  sm^  am  w 


Ist  n  eine  complexe  Quantität,  so  sei  n  =  ^-\-vu    Man  setze: 

3)  ^-\-vi  =  —  /r2  giji2  am  (ö  +  &  ^), 
also: 

4)  jM — i^i  =  — Ä:2sin2am(a — bi). 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  geben: 

Ä'2  -f  //  -f  r  /  =  Ä:2 cos2 am  (ö  +  Z> /),  \  -\-  }i-\-vi  ==  J^ am(a  +  &?) , 
k'^-\~fi — vi  =  k'^GO^-Sim^a  —  bi)j  i -\- fi — vi  =  J2am(« — bi)^ 
Zur  Vereinfachung  führe  man  folgende  Hülfsgrössen  ein: 

—  fi  —  vi  =  Ä^ (cos 2a  -i-i sin 2«), 

k''  +  f4-\-vi  =  B'  (cos  2/3  -f-  /  sin  2/9), 

1  +  ^  +  ^  i  ==  C^  (cos 2/  +  isin  2/). 
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Die  Quantitäten  A,  B^  C,  a,  ß,  y  sind  dann  auf  folgende  Art 
als  Functionen  von  ^,  v  und  k  bestimmt: 

—  li      =  ^2  cos  2«,      — V  ==  ^^sin2«, 

14-^   =  C2cos27,  V  =  C^8ux2y, 

Aus  den  Gleichungen  3),  5)  und  6)  zieht  man: 

IArsin  am(«  +  & «)  =  A  (cos  a  +  i  sin  a)  =  Ae^\ 
A:cosam(a  +  &0  =  i?(cos^ +  isin/9)  =  Be^\ 
z/  am  (a  +  6  i)  =  (7  (cos  /  +  i  sin  7)  =  Ce>'l 
oder  — i  statt  2  gesetzt: 

I/fsinam(a  —  hi)  =  ^(cos«  —  2  sin«)  =  Ae~^\ 
Ä:cosam(a — hi)  =  B{coBß  —  /sini9)  =  Be~~^\ 
Jam(a  —  bi)  =  (7  (cos  7  —  esin7)  =  Ce~^K 
Nun  ist:  2a  =  a-i-bi+a  —  bi,  2bi  =  a-\-bi  —  (« —  bi\ 
also  sin  am  2a  =  sin  am  [{a  ■\-bi)-\-{a  —  b  i)] 

(sin  am  {a  +  bi)  cosam  (a — bi)  A  am  a —  bi)-{-\ 

(sinam(a — &i)coBam(aH-  ^Q^ama  +  bi) 

1  —  /f'^sin2am(ö+ ^>2)sin2am(« — bi) 

Aehnlich  lassen  sich  cos  am  2a,  zlam2ö,sinam2&?,  cosam2&?' 
und  A2im2bi  mittelst  des  Additionstheorems  ausdrücken.  Unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  8)  und  9)  findet  man: 

.         ^  ABC      e^^-^-^^^  +  e-^"-^-^^' 

sinam2a  = 


10) 


cos  am  2a 


Ä-2 

k^ 

_  2ABCG0s{i 

2-ß-r) 

k^- 

■A^ 

^2 

k'^ 

A'^C^ 
k^ 

B'- 

-A'C' 

A^  k^'—A* 

k' 

k^ 


13* 
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11) 


sm  am  ihi  =  % -— ^^ — -^ '-^ 

k"-  —  A^ 

cosam2i^«  ■- 


A  am  ^hi 


k^C^-{-A'^B'^ 


k'^—A^ 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  von  10)  und  11)  geben  durch 
Division : 

tang  am  2«  =  ß^i^jic^  GO^(a  —  ß~y), 


tang  am2&2  ==  ^,^^^^^  sm(a— ^— /). 


12) 

Setzt  man  weiter: 

13)    B  =  ^6' tang  d, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  12)  einfacher  schreiben: 
( tang  am  2a  =  tang  2d .  cos  (a  —  ß  —  7) , 
^     j  tang  am 2^2  =  /sin2(). sin(«  —  ß  —  7). 
Die  letzte  Gleichung  14)  lässt  sich  auch  schreiben: 

sin  am  (2&,  k^)  =  sin  26 .  sin  (a  —  ß  —  7). 
Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  a  und  b  für 
einen  gegebenen  Modul  k  bestimmen.  Man  kann  also  immer  den 
Parameter  n  in  der  Form  — Är^sin^amc  voraussetzen,  wo  c  eine 
beliebige  reelle,  imaginäre  oder  comj)lexe  Quantität  ist.  Ueber  diese 
Darstellung  vergleiche  man:  Durege:  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen §  67. 

§  32.    Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  nach 

Jacobi's  ßeihenentwickelungen.    Jacobi's  erste  Darstellung 

des  Additionstheorems. 

An  Stelle  des  von  Legendre  gewählten  Typus  eines  elliptischen 
Integrals  dritter  Gattung  hat  JacoU  auf  p.  144  der  „Fundamenta" 
eine  andere  Normalform  aufgestellt,  welche  von  der  ersteren  nur 
unwesentlich  unterschieden  ist.  Das  von  Jacohi  gewählte  Integral 
gestattet  eine  unmittelbare  Entwickelung  in  einer  unendlichen 
Reihe,  deren  genauere  Untersuchung  schliesslich  darauf  geführt  hat, 
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für  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  keine  besondere  Nor- 
malfonn  anznnelimen,  sondern  jedes  der  16,  respective  20  Integrale, 
welche  sich  ergeben,  als  mit  der  Normalform  gleichberechtigt  anzu- 
sehen. Da  die  ersten  Untersuchungen  von  Jacohi  über  diesen 
Gegenstand  von  grossem  Interesse  sind,  so  möge  derselben  hier 
eine  kurze  Erwähnung  geschehn. 
Es  ist: 

d  sinam^cosami  Jamösin^amw 


sin2  am  {u-\-h) — sin^  am  (w — h)  =  2 


du       1 — Ar^sin^am^sin^amw 


mit 


2ä^              2K(i 
Setzt  man  w  =  ,  b  =  ,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten 

2^2^^ 


Jt 


,  so  folgt: 


1) 


2Ka  2Ka  ,       iKa  .  ,        IKx 

,  sm  am cos  am A  am sin-^  am 

iÄ    2  d  Jt  Jt  ji  Jt 

It      Ix  \      77TZ       2KäT'^        Wx 


1 


Jc^  sin2  am  -^^  sin^  am 

Jt  Jt 


m' 


'IKix  +  d)         ,   ,        IKioc  —  d) 
2  am  — ii ^  —  sin2  am  — ^^ 

Jt  Jt 


sm^  am 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  Glei- 
chung 22)  §  22  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  2(x-\-a) 
und  2(x^-a)  entwickeln  und  mithin  auch  als  Differentialquotient 
zweiter  Ordnung  in  Beziehung  auf  x  einer  noch  näher  darzustel- 
lenden Reihe  ausdrücken.    Man  findet  leicht: 


m 

r  = 


2K{x  +  a) 


Jt 


1K{x  —  a) 

Jt 


8  2  [cos  2r  {x  —  d)  —  cos  2r  {x  +  a)]  r 


rq'' 


Die  rechte  Seite  ist  aber  der  zweite  Differentialquotient  nach 
X  von: 

cos  2r  {x  +  d)  —  cos2r(a:  —  d)      q"" 
1 


•^2 


X'—q^r 


log 


d^jx  —  a) 


^{x  +  a) 
wie  mittelst  der  ersten  Gleichung  25)  des  §  22  unmittelbar  folgt. 
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Mit  Ettcksicht  auf  das  Vorstellende  lässt  sich  die  Gleichung  1)  auf 
folgende  Form  bringen: 

sm  am cos  am A  am sm^  am 

2^      d  ^r JT JT jr_  ^^ 

1 — Ä:-^sin2am sin^  am 

^{x  —  a) 
42;^[cos2r(^— «)  — cos2r(a;  +  a)]  j— -p;  =  ^  ^, 

Diese   Gleichung   zwischen    den    Gränzen  0   und    x   integrirt 
giebt,  da  ^'(— a)  =  —r(d): 

^ ,,     sm  am cos  am J  am sm^  am 

^      Jt                  ,       ,.   .  .       2Ka   ,  .        2Kx 
1  — k^  sm^am  —  sm^  am  

Jt  Jt 

00 

2^  [sin  2r  (x  —  a)  —  sin  2r  {x  -\-a)-\-2  sin  2m]  - 


Q' 


,2r 


/7l         ^  (^ ^) 

Von  der  Gleichung  2)  macht  Jacobl  in  den  „Fundamenta" 
einen  doppelten  Gebrauch,  sie  dient  ihm  sowohl  zur  Reihenent- 
wickelung eines  elliptischen  Integrals,  wie  zur  Herstellung  eines 
Additionstheorems,  welches  nicht  wesentlich  von  Legendre's  Theo- 
rem verschieden  ist. 

In  der  Gleichung  2)  werde  nach  x  zwischen  den  Gränzen  0 
und  x  integrirt.  Bezeichnet  man  die  Integrationsvariabele  durch  Zy 
so  ist: 


2Ka             2Ka  .       2Ka   .  „        2Kz 
^^^     .  iX  k^  sm  am cos  am A  am sm^  am 

^     2K   I  Jt  Jt  Jt_     ^   ^     '_ 

^)  —       ~~"^V~,7r,    2Kcr~,  ~2Kz      "''^~' 

^0  1  —  k^  sin2  am sm^  am 

X  Jt 


2K  f 


2 


2x  sin  2ra  —  cos  2r  {x  —  a)-{-  cos  2r  {x  -\~  d)      g'' 


1  ^»{x  +  a)^     9^{a) 


'f 
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Nimmt  man  am  ~ — '  =  «,  am — ^  =  9)   und   substituirt   in 
dem  links  stehenden  Integrale  der  Gleichung  3)  am ==  «^,  so 

Je 

geht  dieses  Integral  über  in: 

*^k^  sin  «  cos  «  zl  (a)  sin^  w  drv 


£ 


1  —r-  sin2a  sin2;?;       \J\  __^2  ^^^i^^ 

Nach  den  Bezeichnungen  von  Legendre  ist  dieses  Integral 
gleich : 

COS«Zl(cc)  .^,        ,0    •    o  \  r.(     M 

; — ^^  1 77( —  k^  sm^  a.(p)  —  F iw)] . 

JacoU    bezeichnet  (Fund.  pag.  144)    dasselbe  Integral    durch 

jji ;^    oder  kurzer  durch  77  ,  .    Diese  Bezeich- 

\  Jt      ji       /  \  Jt       Jt  / 

nung  hat  die  Unbequemlichkeit  eine  schon  von  Legendre  fixirte 
Characteristik  in  anderer  Bedeutung  zu  gebrauchen  und  ihren 
Zweck  insofern  nicht  ganz  zu  erfüllen,  als  nach  15)  andere  Integrale 
exi  stiren,  welche  dem  in  3)  enthaltenen  Integrale  analog  sind. 

Das  Integral  der  Gleichung  3)  enthält  die  Variabein  .r,  a  und 
k.  Da  die  Quantität  q  der  Theta-Functionen  nur  von  k  abhängt, 
so  folgt,  dass  in  der  Summe: 

nur  Functionen  von  zwei  Argumenten  vorkommen.  Diese  merk- 
würdige Eigenschaft,  dass  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung 
von  Legendre,  welches  drei  Argumente  enthält,  sich  auf  Functionen 
mit  nur  zwei  Argumenten  reduciren  lässt,  hat  zuerst  JacoU  gemacht 
und  besonders  hervorgehoben  auf  p.  140  der  „Fundamenta".*) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  2)  lässt  sich  auf  folgende  Art 
darstellen : 


*)  Man  vergleiche  hierüber  auch  die  „Annales  de  l'Ecole  Normale",  wo 
sich  t.  VI.  p.  152  folgende  Bemerkung  Jacobi's  an  Legendre  findet: 

—  D'ailleurs  eile  montre  que  les  Fonctions  Elliptiques  de  troisieme 
espece  dans  lesquels  entrent  tiois  variables  se  ram^nent  ä  d'autres  trans- 
cendantes  qui  n'en  ont  que  deux,  decouverte  qui  vous  interessera  beau- 
coup. 
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2  d^{x~a)       2  d^ix  +  ay'  ^(a)   ~ 
1     log-d^{x  —  a)d^{x-\-a)       d\og^(a) 
2^  da  ^        da       ' 

Integrirt  man  die  Gleichung  2)  nach  a  innerhalb  der  Gränzen 
0  und  a,  so  folgt: 


L    H^)    J 


^{x  —  a)d^{x  +  a) 


,       ,,   .  „       2Ka  .  ,        2Kx 
1  —  k^  sin2  am  —  sm^  am  — - 


^..  m-\-n  m  —  n  ^  ,   .   ,  . 

Für  a  =  — ^z— ,  x  =  — ^r —  folgt  hieraus: 


4) 


lH^>t 


2     ' 
m — n 


^(0) 


■&'{m) -8^(71) 


1—k^  sin2am  —^^ — ■ — ^  mi^  am   -^ ^ 


In  dieser  Gleichung  nehme  man 


m-]-n 


Jt 


X  —  Ö5, 


m  —  71 


2  -      -j      2 

also  m  =  ^  +  ?/  —  2a  und  n  =  x  —  y.    Ferner   setze   man 


Jt 
m-\-7i 


x-\-  a,    — ^ —  ==?/  +  «,  also  m  =  x-\-y  -\-  2a  und  w  =  x  —  y. 


Die  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  geben  durch  Division; 
'd-  {x  —  a)^  {y  —  aj 


5) 


1  —k^  sm^  am  — ^^ — — ^  sm^  am  — ^^— ' — -^ 


jr 


jü  {)'(x-{-y — 2a) 

~       '7~.~l       2I{(x—'a)TZ        2KÖy^a)  d^(x  +  y-^2a) ' 
1— Ar^sm^am — ^^ -^  sm^  am — ^ ^     '  -^  '       ^ 

Jt  Jt 

In  der  Gleichung  4)  mache  man  ferner  die  Substitutionen 
—^  =  x-^y  —  a,  — 2—  =  a  und  — ^  =  x^-y  +  «,  — ^—  =  «• 

Bildet  man  den  Quotienten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  so  folgt: 

~Hx±y_±a) 
ß{x->ty  —  d)_ 

.       ,«  .  «       2Ka    .  .-,       2K{x  +  y  —  a) 

1  —  Ä'2  sin2  am sm-  am  — ^^ ^  ,     .       ,  ^  ^ 

Jt  Jt  P-^x-^y  -f  2a) 

,       TT'^I       2Ka    .  ,       WCx  +  Y-Va)  ^x-^y  —  2a) 
i  —  k^  sin2  am sin-  am  — ^^ ^-^ — ^     v     •  ^  / 

Jt  Jt 
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6) 
wo: 


Diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  5)  multiplicirt  giebt: 


_d^{x  +  d)d^{ij-\-a)d'{ 


7) 


1  —  A'2sm2am  — ^^ — ■ — ^  sin2  am  — ^^^-' — ^ 


1  — Är^sm^am  — ^^ ^  sm^  am  — — ^ 

,„   .  „       2Ka    ,  ,        2K(x  +  y~-a) 
1  —  A:2  sm2  am sm^  am  — ^^ — -^ ^ 


^,  ^  ^ 


1  —  k^  sm2  am  —  sm^  am  — ^^ — -^—^ — ^ 
In  der  Gleichung  3)  setze  man  zur  Abkürzung: 

^  __  k^  sm  am  —  cos  am A  am sm^  am 

^^^     IK  Ol  Jt  Jt  Jt  .V 

^>     IT  ,       ,,   .  ,       2A-«    .  ,       2fc =  '^<^>' 

1  —  k^  sm^  am  — -  sm^  am 

Jt  Jt 


dann  ist  kürzer 

0 
0 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  unmittelbar  durch  Vertau- 
schung von  x  mit  y  und  x-{-y 


9)       f\(z-)dz.-    Moc^^^-^^l   /^("^ 


/x  py  px-\-y 

'\p{z) dz+  I     f{z) dz—  i  ip(z)  dz  = 

2     ^^(x  +  a)  ^y-{^a){h(x  +  y  —  ay 


Wegen  der  Gleichung  6)  folgt: 

/x  py  p 

^p{z)dz+  I     f(z)dz—i 


x+y  ^ 

tp(z)  dz  =    —  log  ff,  ffy  . 


Nach  der  Bezeichnung  von  Legendre  ist  nun: 

/x                cos  am A  am , 
,{  \-t                       ^              -^   TT/      /q  •  o       2A1a     .          IKx 
ip{z)dz  =  -— n{  —k^BmHm ,  sm  am 
2Ka            \                     Jt  ^                 Jt. 
sm  am ^ 

Jt 

2Ka  .       2Ka 
^ ,,    cos  am A  am 

IKx  Jt  Jt 

~Jt  .  ~      ^IKa 

sm  am 

Jt 
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Die  Gleichung  10)  enthält   folglich   das  Additionstheorem  der' 
elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  wenn  der  Parameter  gleich 

—  k'^mn^Sim ist.     Setzt  man: 

IKa                   IKx  IKy 

am =  «,  am =  ^,  am — -  ==  -^p. 

Jt  Jt  Jt 

1K{x  +  y)                   2K(x-\-y  —  a)        ,  2K(x-^y-^d) 

am  — ^^ — -^^  ==  ö,   am  — ^^ — — ^  =  X,  am  — ^^ — --^      ^  =  u, 

Jt  ^  Jt  Jt  ^^ 

so  muss  die  Gleichung  10)  auf  die  von  Legendre  gefundene  Form 
führen.  Dieses  kommt  darauf  hinaus  zu  zeigen,  dass  die  Quanti- 
täten /f  und  ^1,  definirt  durch  die  Gleichungen  7),  auf  die  Glei- 
chung führen : 

11)    HH^  = 

,,    .          IKa  ,          IKx    .           iKy  .         iKix -^  y — a)\'-' 
1—k^  sin  am sm  am sin  am  — -  sm  am  — ^ 

Jt  Jt  Jt  Jt  \ 

,    .   ,„    .           2Kär.          2^rT       ~2Ky   7~"~2F{är+ y -\- aM  ' 
1+^2  gin  am sm  am  —  sm  am  — -  sin  am  — ^ ^ 

Jt  Jt  Jt  Jt  ' 

Um  sein  Resultat  mit  dem  von  Legendre  aufgestellten  in  Ueber- 
einstimmung  zu  bringen  hat  Jacobi  auf  pag.  157  u.  158  der  „Fun- 
damenta"  den  Beweis  der  Gleichung  11)  gegeben,  welchen  er  mit 
den  Worten  einleitet:  „Transformatio  satis  abstrusa  hunc  in  modum 
peragitur".  Es  möge  hier  genügen  auf  die  von  Jacobi  gefundene 
Form  des  Additionstheorems  hingewiesen  zu  haben,  die  von  Legendre 
gefundene  Form  lässt  sich  einfach  mittelst  des  Multiplicatioustheo- 
rems  der  Theta- Functionen  herleiten,  wie  im  nächsten  Paragraph 
gezeigt  werden  soll. 

In  der  bemerk enswerthen  Abhandlung  „Formulae  novae  in 
theoria  transcendentium  fundamentales"  (Grelle.  J.  t.XV  p.  199 — 204) 
hat  Jacobi  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  zum  Ausgangs- 
punct  der  Herleitung  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  genommen.  Jacobi  citirt  bei  dieser  Gelegenheit 
eine  ältere  Abhandlung  „De  functionibus  ellipticis  commentatio" 
(Grelle.  J.  t.  IV.  p.  371—390),  welche  weitere  Ausführungen  über 
einige  Theile  der  „Fundamenta"  enthält  und  ursprünglich  bestimmt 
war,  im  Verein  mit  anderen  Abhandlungen  einen  zweiten  Theil 
des  bemerkten  Werks  zu  bilden.    Die  weitere  Ausbildung  aer  glän- 
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zenden  Theorie  der  Theta -Functionen  scheint  dieser  Publication 
hinderlich  in  den  Weg-  getreten  zu  sein. 

Wenn  sich  auch  die  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Inte- 
grale  dritter  Gattung  ohne  weitere  Zuhülfenahme  der  Reihe  f(ir 

das  Quadrat  von  sin  am führen  lassen,  so  scheint  der  in  diesem 

§  befolgte  Weg  ausser  dem  historischen  Interesse  den  Vorzug  einer 
sich  von  selbst  darbietenden  Ursprünglichkeit  zu  haben.  Ftlhrt 
man  in  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  von  Legendre  ellip- 
tische Functionen  ein,  so  ist,  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 
1)  der  zu  verfolgende  Weg  vorgezeichnet,  wenn  es  sich  um  Dar- 
stellung des  in  Rede  stehenden  Integrals  in  Form  einer  unendlichen 
Reihe  handelt. 

§  38.  Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  und  die 
Theta-Functionen.  Das  ganze  Integral.  Vertauschung  von 
Argument  und  Parameter.  Additionstheoreme  der  Argu- 
mente und  Parameter.  Integrale  mit  zusammengesetztem 
Argument  und  Parameter, 

Die  fundamentale  Gleichung: 

>^  {rv)  ^  {x)  ^  {y)  ^  (z)  ~  d-,  (rv)  ^,  {x)  ^,  (y)  ^,  (z)  = 

welche  auf  die    elliptischen    Integrale   zweiter   Gattung    in   §  26 

führte,  kann  auch  den  Ausgangspunct  für  die  elliptischen  Integrale 

dritter  Gattung  bilden.    Setzt  man  wieder  w  =  — (^'  +  2/  +  ^),  also 

w'  =  0.  x'  =  —  {i/  +  ^)^  ff  =  -—(x  +  z),  z'  =  —(x+y),  so  ist: 

1)     ^ {x) {^ (y) .9-  (z) ^ {x  +  y+z)  h  ^i  (x) r%  (y) d,  {x  +  y  +  z)  = 

^  (0)  ^  {x  +  //)  ,9-  (x  +  z)  ^  (y  -f  z). 

Diese  Gleichung   nach   z   diiferentiirt,   darauf  z  =  0  gesetzt 

führte  auf: 

^.     2ä^^„  .         2KX  .         2Ay  ,         2/{(x+y) 
2)    —  k^  sm  am sm  am  — -  sin  am  — = 

ji  Jt  ji  Jt 

r(x)       ^'(y)       ^^{x  +  y) 

^^G^)     ^^(y)     ^"^(x  +  uY 

In  dieser  Gleichung  nehme  man  successive  y  =  a  und  y  =  —  a, 
bilde  die  halbe  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungeu.    Es  ist  dann: . 
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—  k^  sm  am sm  am 

JT  Jt  Jü 


"IKix  +  d)  ,     .          1K(x  —  a)' 
sin  am  — ^ +  sm  am  — ^^ 


~  2d^(x~a)       2^(.r  +  a)  "^  ^(«)* 
Wendet  man  auf  die  linke   Seite   das  Additionstlieorem   der 
elliptischen  Functionen  an,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

—  Är^smam cos  am Jam sm^am 

^                        ;,       TTTZ       2Kx  .  „       2Z«~  ^ 

1  —  Ä:2  sm2  am sin^  am 

2  d'{x  —  a)  2 .9- {x  -\~a)'^  d- (a)  ' 
Die  vorstehende  Ableitung  hat  den  Vortheil ,  dass  x  und  a  ganz 
beliebige  Grössen  sein  können.  Integrirt  man  in  der  Gleichung  3) 
nach  X  zwischen  den  Gränzen  0  und  x^  bezeichnet  die  Integrations- 
variabele  durch  Zy  so  erhält  man  wieder  die  im  vorigen  §  gefundene 
Gleichung  3),  nämlich: 


^  J 


IKa            IKa  .        2Ka   .  .  'IKz 
X  sm  am cos  am A  am sm^  am 


1  —  k^  sm^  am sm  ^  am  — 

r^^Hx-^-ay'^^ia)' 
Aus  dieser  Gleichung    ergeben   sich    unmittelbar    einige   von 
Legendre  gefundene  Sätze.     Für  x  =  ^    verschwindet  der  Loga- 
rithmus auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4).    Dieselbe  reducirt 

jid"'  (a) 
sich  einfach  auf  -^-x-r-r  ^l-i-  »ach  §  26  auf: 

2  ^{a) 


'2K  ^(      2Ka\      2Ka  2E 
E\  am 


Jt         \  jc    I  Jü        Jt 


Setzt  man  in  der  Gleichung  ^)  x  =  ^,  ferner  =  rv  und 


2'  Jt 


2Ka 
einfach  a  statt ?  so  giebt  dieselbe: 

Jt 


/ 


'^k^  sin  am  a  cos  am  a  J  am  a  sin^  am  rv  , 

drv 

1  —  k^  sm2  am  a  sm^  am  w 

KE{sima)  —  a.E, 
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oder  am«  =  «,    B.mw  =  &  gesetzt: 


/ 


^/i2sinßCOSßzl(ß)sin2ö    dO 


0 

Diese  Gleichung'  in  Verbindung  mit  den  Resultaten  des  §  31 
enthält  das  Theorem  von  Legendre  betreffend  den  Ausdruck  des 
ganzen  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  durch  elliptische  Inte- 
grale erster  und  zweiter  Gattung. 

In  der  Gleichung  4)  vertausche  man  x  mit  «,  es  bleibt  dann 

d'{x  —  a) 
HxTa) 

ungeändert.    Bildet  man   also  die  Differenz  der  Gleichung  4)  mit 

'2Kz 

der  neuen  Gleichung,  so  folgt,  wenn  in  den  Integralen   =  w 

ji 

gesetzt  wird: 


~^  sm  am cos  am A  am sin^  am  7v 

5)       k-^  I  £ ^«-^^ ^'^ 

\ —  A:2  sin'^  am sin^  am  w 


/ 


jt 


'^Ka  .  2Kx  iKx  ^       2Kx  .  ., 

sin  am cos  am Jam sm-am«; 

_A-2  /         — ^ ^L ^ ^;^ 

IKx 
1  —  k'^  sin^  am  — —  sin^  am  w 

Jt 


■/ 


Die  rechte  Seite  ist  auch  gleich: 

Mx^f      lKa\      IKaJ      2Kx\ 

E[  am Ei  am . 

jr\         Jt  J        Jt      \        Jt  J 

2Kx                                 '2Ka 
Nimmt    man    zur    Vereinfachung   =  u  und  a  statt 

Jt  Jt 

so  wird  die  Gleichung  5)  einfacher: 
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smamttcc 

— r^ 

0 

2  /*^  sin  am  u  cos  am  w  J  am  w  sin^  am  w; 
/  i  — k^  sin^  am  u  siii^  am  w 

=  w^(ama)  —  a^(amw). 

Diese  Gleichung  repräsentirt  den  von  JacoU  genannten  Satz 
von  der  Vertausch ung  des  Arguments  mit  dem  Parameter,  welches 
Resultat  nach  §  29  von  Legendre  herrührt. 

In  der  Gleichung  1)  setze  man  z  =  — a  und  z  =  a,  die 
beiden  resultirenden  Gleichungen  geben  durch  Division: 

■d'(x  —  a)d'{y  —  a) 

_  d^{x)^{y)^{a)  d'{x-\-y~a)--d',  (a)^,  {x)d^,  {y)&,  {x  +  y  —  a) 
'^  ^{x)^{yy^(a)'9'{x  -\-y  +  «)  +  ^%  (ö)^i  (xj-S-^  (y)^,  (x  +  y'-{-a) 

oder  auch: 

.     i9'{x  —  a)^{y  —  d)'d^(x-\-y-i-a)   ^ 
^    ■d^lx-{-a)d'{y-i~a)^(x-\-y  —  a) 

Mo)  M^)  d^,{y)  &,{x-i-y  —  a) 
^{a)    d^{x)  d-jiy)    d^{x+y-^a)  ^ 
M^  ^i(^)  ^i(y)  ^i{x  +  y-^a) 
"^  ^{a)   ^(x)   ^(y)   ^(x-{-y  +  a) 

,       ,,  .         2Fa  .         2Fx  .         2Ky  .         1K(x  +  y—a) 
1  — /r^ginam smam smam — ^smam — ^ 


ji  ji      ■  Jt  jt 


,    ,   ,„  .         2Ea  ,         2Kx  .         2Ey  .         iKix  +  y  +  aY 
1  +/f2gijiam sin  am smam — ^smam^ — ^^ 

üi  Jt  Jt  Jt 

Hält  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  4)  zusammen, 
so  ergiebt  sich  unmittelbar  Legendre's  Additionstheorem  der  ellip- 
tischen Integrale  dritter  Gattung  „quod  vocabimus  de  Additione 
Argumenti  Amplitudinis  theorema"  (Fundamenta  p.  154).  Vertauscht 
man  in  der  Gleichung  4)  x  successive  mit  x,  y  und  x-^-y,  zieht  von 
der  Summe  der  beiden  ersten  so  erhaltenen  Gleichungen  die  dritte 
ab,  so  lässt  sich  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  der  Gleichung  7)  durch 
elliptische  Functionen  darstellen.  Um  das  Resultat  etwas  zu  ver- 
einfachen setze  man  in  den  drei  Integralen  auf  der  linken  Seite 
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=  jv,  ferner =  ?/,  — -  =  v  und  emtacQ  a  statt 

Es  folgt  dann: 

.        _     /f^sinamftcosamö  Jama.sin^amw 


-     k^  sin  am  a cos  am  a  A am  a  sm^am  w  , 
1 — Ä:^  sm- am  ö  sm^  am  w 


Ar^sinamacosama  Jamttsin^amw;  , 


r 

/  1  —  Ä^sin^amasin^am/z; 


1 ,     1  —  k^  sin  apa  a  sin  am  u  sin  am  t;  sin  am  (w  +  z; — «) 

2  ^  1  +  A:^  sin  am  a  sin  am  u  sin  am ?;  sin  am  {ii-^-v-^-a)' 
Da  für  einige  der  folgenden  Sätze  die  Wiederholung  der  ellip- 
tischen Integrale  etwas  beschwerlich  ist,  so  sollen  dieselben  auf 
eine  Art  bezeichnet  werden,  welche  sich  direct  an  die  Bezeichnung 
von  JacoU  anschliesst,  ohne  mit  der  Bezeichnung  von  Legendre  zu 
coincidiren.    Zu  diesem  Zwecke  soll  das  von  Jacohl  gewählte  Zeichen 

U  nur  mit  einem  unteren  Index   versehn   werden.     Setzt  man  im 

iKz 
Integral  der  Gleichung  4)  =  w,  so  sei: 


„  «(?s,?f--)= 


/TT 


sm  am cos  am A  am sm^  am  w 

ji               jt              ji  , 

— ^^ 


1  —  k^  sin^  am sin^  am  w 


also  auch  nach  4) 

(2J^x  2Ka\  _  1  ,    .^(0^-«)   ■  ^^'{a) 
^^^     ^\~ir^ir)  -  2^^^^(.:  +  a)  +  ^^(«)- 
Die  Gleichungen  6)  und  8)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 
11)     ni{u,d) — ni{a,u)  =  uE{sima)  —  aE{simu), 
12)     /7i  {u,a)  +  /7i  {v,a)  —  öi  (w  +  v,a)  = 

1  ,      1 — k'^  sin  am  a  sin  am  u  sin  am  v  sin  am  (z^  -f-  ^ — ^) 

2  1  +  A:2  sin  am  a  sin  am  u  sin  am  v  sin  am  {u  -^v  -{-a)  ' 

Aus  der  Gleichung  11)  folgt  durch  Vertauschung  von  a  mit  b 
und  a-\-  bf 
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Ui  (uy  h)  —  Z?i  (&,  ii)  =«  uE  (am  h)  —  h{E  am  u\ 
IIi  (u, a-\-b)  —  n^  (p  +  a,u)  =^  uE[sim(a  -\-  b)]  —  (a  +  b)  £'(am u). 
Diese   beiden   Gleichungen   in  Verbindung-   mit  der   Gleichung 
11)  geben  durch  Addition  und  Subtraction: 

13)  n\  (u,  a)  +  77i  (w,  h)  —H^  {u,  a  +  b)  = 
IIi{a,u)-\-n^{bju)  —  n^{a-\-bjU)  + 

u\E{dima)-\- E{2imb)  —  ^[am(a +  Z>)]j. 
Yei-tauscht  man  in  der  Gleichung  12)  w  mit  a,  setzt  v  =  b,  so 
lassen   sich   die   drei    ersten    Terme    auf   der    rechten    Seite    der 
Gleichung  13)  durch  einen  Logarithmen  darstellen.     Da  ferner  nach 

§26: 

E  (am  a)-i-E  (am  b)  ~  ^[am  {a  +  b)]  == 

k^  sin  am  a  sin  am  b  sin  am  («  +  &), 
so  nimmt  die  Gleichung  13)  folgende  Form  an: 

14)  //i  {uy  a)  +  A  {u,  b)  — 77i  {u,  a+b)  = 

1 ,      1  —  /c2  gji^  2imu  sin  am  «  sin  am  b  sin  am  («  +  ^  —  u) 
2    ^i  -|- Z:"^  sin  am  w  sin  am«  sin  am  ^  sinam(«  +  b  -\-u) 
+MA^2ginam  a  sin  am  b  sin  am  (a  +  b). 
Diese   Gleichung   enthält    nach  Jacobi   das    Additionstheorem 
der  Parameter^  „quod   vocabimus   de  Additione   Aigumenti  Para- 
metri  theorema"    (Fund.  p.  154). 
Die  Gleichung  10)  giebt: 
^  fmx±y)   ma±h)\      jj  mix-y)    2K(a-b)\  _ 

\  Jt  ^  Jt  )  ^\Jt^  JT  J 

i,     »(x  +  y-a-V)    »(x-y-a  +  b)  .»'{a  +  b) 

\   Jt  ^     n  )  \  Ji  -)     üi  ) 

^^%^(x-\-a)^{xi  ■\-by  ^  ^(a)  ^  ^x^ib) ' 
Man  bilde  die  DiiFerenz  dieser  Gleichungen  und   setze   rechts 
Ix  =  x-^y  +  x — y, 
2y  =  x-\-y—{x  —  y) 
es  folgt  dann: 
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15)   n, 


log 


'  7t 


jt 


+  n, 


'2K{x—y)   2K{a—h)~ 


Jt 


Jt 


{x-^y—a- 


h)d^{x  —  y  —  a-\-}))  ^(x  +  ayd^jy  +  by 

{x  -h  y  +  a  +  b)d-lx—y'-h  a  —  b)  d'lx  —  aY^ly—bY 
'^'(a)  ,  d-'^b)      ^'(a  +  b) 


ix-by) 


.^(«)       ^(*) 


+  {^—y) 


-S'^ja  —  b)      -e^'^b) 
_^{o,—b)  "*~  d^{b) 


^(a  +  b) 


^(«)J 


Die  Gleichung  1)  reducirt  sich  für  x  =  c  und  y  =  — c  auf: 
oder  durch  ^{zy^{cy  dividirt: 

Setzt  man  hierin  z  =  x — a,  c  =  y — b^  dann  z  =  x  +  a^ 
c  =  y  -\-bj  dividirt  die  erhaltenen  Gleichungen,  so  findet  man; 
^  (o:  +  y  —  a—b)  ^  {x—y—a  +  b)  ^{x  -hay^(y-{-by  _ 


d^{x  +  y-\-a-^b)d^{x 
1 — Är^sin^am 


—  y-\ra- 

2K(x—a) 

Jt 


b)  d^ix—ay^iy  —  by 

2K(y-b) 

Jt 


sin2  am 


,       ,„  .  ,       2K(x-ha)   .  ,        2K{y-\-by 
1  —  k^  sm^  am  — ^^ — ■ — ^  sm2  am  — ^^-^ — ^ 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  2) 
lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  15)  durch  elliptische 
Functionen   ausdrücken.     Setzt  man   zur  Vereinfachung  a  und  b 


statt 


IKa 


und 


1Kb 


ferner 


2Kx 


"IKy 


V,  so  giebt  die 


Jt  Jt  Jt  Jt 

Gleichung  15  folgende  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen: 

16)       i7i(w  +  2;,a  +  &)  +  I7i(w  — 2;,«— &)  — 2/7i(w,a)--2/Ji(t;;ö)  = 

j_ ,     1 — /:^sin^am(^ — a)  sin^am(i; — b) 

2  ^^1— Ä:2sin2am(w  +  a)sin2am(t;  +  &) 

• — k'^{u  +  v)  sin  am  a  sin  am  b  sin  am  («  +  b) 

— k'^iu — v)  sin  am  a  sin  am  b  sin  am  {a  —  b\ 

In  dieser  Gleichung  vertausche  man  a  mit  &,  addire  die  so 

erhaltene  Gleichung  zur  Gleichung  16)  und  dividire  durch  2.    Da 

in  Folge  der  Definition  nach  9)  i7i(w,  —  a)  «=  — ni{u^a)  ist,  so 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  14 
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ergiebt  sich  die  folgende  allgemeine  Relation  zwischen  elliptischen 
Integralen  dritter  Gattung,  welche  ausdrückt,  dass  ein  derartiges 
Integral  mit  zusammengesetztem  Argument  und  zusammengesetztem 
Parameter,  sich  durch  Integrale  mit  den  einfachen  Argumenten 
und  Parametern  ausdrücken  lässt.    Diese  Gleichung  ist: 

/7i  (w  +  f,  ö  +  &)  — /A  K  a)  —  ni  (u,  h)  —  n^  (v,  a)  —  n^  {v,  h)  = 

1  .      1  — /f2  sin2  am  (u — a)  mi^Sim{v — b)  1  — k^^m^Sim{ii—b)sm'^Sim(v — a) 

4     ^  1 — k^m\^Sim.(u  -{~a)mi'^Sim(v-\~b)  1  — k^^Bm^8im(ji-i^b)Bm'Simlv-^a) 

—  A-2  (u  +  v)  sin  am  a  sin  am  b  sin  am  (a  +  b). 

§  34.    Die  verschiedenen  Formen  der  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung.    Literarische  Anmerkungen. 

Im  Jahre  1849  theilte  Jacobi  der  Pariser  Academie  (Comptes 
Rendus  t.  XXIX  p.  97)  die  vollständige  Lösung  eines  mechanischen 
Problems  mit,  betreuend  die  Drehung  eines  Körpers,  auf  welchen 
keine  äusseren  Kräfte  wirken.  Die  Abhandlung  selbst,  welche  später 
mehrfach  als  Vorbild  bei  Anwendungen  von  elliptischen  Functionen 
auf  Probleme  der  Mechanik  gedient  hat,  findet  sich  abgedruckt  in 
Crelle's  Journal,  t.  39  p.  293 — 350,  oder  auch  Jacobi:  Math.  Werke 
t.  II  p.  139^ — 186  unter  dem  Titel:  „Sur  la  rotation  d'un  corps". 
Das  häufige  Auftreten  von  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung 
veranlasste  Jacobi  dieselben  bei  dieser  Gelegenheit  einer  genaueren 
Betrachtung  zu  unterwerfen  und  die  wesentlichsten  Formen  dieser 
Integrale  ohne  weitere  Ableitung  aufzustellen.  Es  findet  sich  hier- 
bei die  folgende  Bemerkung: 

II  parait  que  Ton  pourrait  se  passer  entierement  d'une  notation 
particuliere  des  integrales  elliptiques  de  la  troisieme  espece. 
Les  valeurs,  en  effet,  exprimees  par  les  fontions  0,  sont  assez 
simples  pour  entrer  elles-memes  dans  le  calcul  et  sans  se  cacher 
sous  une  notation  laquelle  ne  saurait  mettre  en  evidence  ni 
leur  nature  logarithmique  ni  la  liaison  intime  entre  leur  argu- 
ment  et  celui  du  parametre  ni,  enfin,  leur  decomposition  en 
deux  parties  Fune  proportioneile  ä  leur  argument  et  l'autre 
pöriodique".     (Grelle.  J.  t.  39  p.  348.    Werke  t.  II  p.  194). 
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Die  in  den  vorstehenden  Worten  enthaltene  Verwerfung  der 
Bezeichnung-  von  Legendre  erscheint  sehr  gerechtfertigt,  wenn  es 
sich  darum  handelt,  die  bei  Anwendungen  äusserst  lästige  Be- 
schränkung eines  Normal-Integrals  dritter  Gattung  fallen  zu  lassen. 
Auf  der  andern  Seite  sind  es  gerade  die  von  Legendre  gebrauchten 
einfachen  Methoden  und  schönen  Resultate,  welche  Abel  zu  seinen 
grossartigen  Entdeckungen  angeregt  haben. 

Die  Gleichung  3)  des  vorhergehenden  §,  nämlich: 

sm  am  —  cos  am A  am sm^  am 

2^  n  ji  jt      jr_  

1 )    <  1  — k^  sm2  am sm^  am 

1  d^\x--a)       1  d^'{x-{-a)      d'Xa) 

2  d'{x-~a)      2  d'{x  +  ay    ^{a) 

gilt  für  ein  beliebiges  x  oder  a.  Lässt  man  x  um  passende  Quan- 
titäten zunehmen,  so  kann  in  den  Ausdrücken; 

1  d^\x±a) 

2  d'{x±a) 

jede  der  Functionen  ^i,  d'i,  ^s  an  Stelle  der  Function  ^  treten. 
Man  erhält  so  drei  weitere  Gleichungen  aus  1).  Aus  jeder  dieser 
Gleichungen  und  der  Gleichung  1)  lassen  sich  durch  Aenderungen 
des  Argumentes  a  je  drei  neue  Gleichungen  ableiten.  Man  erhält 
auf  diese  Art  16  Gleichungen,  welche  zu  ebenso  vielen  Integralen 
Veranlassung  geben,  deren  Zahl  auf  20  steigt,  wenn  die  Gränzen 
der  Integrationsvariabein  bei  vier  derselben  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Integrale  endlich  bleiben. 

Diflferentiirt  man  jede  der  Gleichungen: 

^(^  +  f)  =  ^3W,  ^{z  +  l  +  llog^)  ==  q-U^iUz\ 

in  Beziehung  auf  z  und  dividirt  die  so  erhaltene  Gleichung  durch 
die  primitive  Gleichung,  so  folgt: 

14* 


2iä 


2) 


-i+M^) 


'*f^+-|-log*j 


*■+  ,h{z) 


Ebenso  findet  man: 


3) 


J  d-iz  +  Jt)  d^izY  ^(z  +  jr  +  üogg)  "^  d-(z) 

In  der  Gleichung  1)  lasse  man  x  und  a  gleichzeitig  um  — , 

jt        i  i 

~  +  -^log^  und  irlog^  zunehmen.    Mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 

chungen  2)  und  3)  folgt; 

k^  sm  am cos  am cos^  am 

^.      2jK  Jt  ji:  Jt 

4)     — 


Jt     ^       2Kal,       ,,   .  „       2Ka  ,  .        2Kx\ 
A  am  —    1  — k^  sm^am sm^  am 

:7r    \  Jt  Jt  J 

\d''{x-^a)       l^'(x—ä)      d''^{a) 
2  ^(x  +  a)       2  d'{x—a)       d^^{a) 


5)     r^ 


2Äa    ,         2J^a  .,       2Kx 
tang  am A  am  —  J2  am  — - 

2K  Jt 


Jt  Jt 

Jt       ,       ,,  .  „       2Ka     ~        2Fx      ^ 
1  —  k^sm^  am  —  sm^  am 

Jt  Jt 

\d^\x^a)       1  d'^x  —  d)      d^\  (d) 

2  d^lx-{-a)      2  d'lx  —  a)       ^2(«) 

2Ra  ^       2Ka 
^  ^.      cotang  am  —  A  am 

^v      2K  Jt  Jt 

^    ~n    .       ~~       2Ka  .  ,        Wx  ^ 
1  —  k^  sm^  am  —  sm^  am 

Jt  Jt 

ld''{x  —  a)      1  d^'jx  +  a)      ^\{a) 

2  ^(ä:  — «)■     2  d^lx^ay    ^i(a) 
Die  Gleichungen  2),  4),  5)  und  6)  nach  x  zwischen  den  Grän- 
zen  0  und  x  integrirt  geben,  wenn  die  Integrationsvariabele  durch 
z  bezeichnet  wird: 
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X  sm  am cos  am A  am  —  sm^  am 

1  —  Iv-  sm2  am sm^  am 

2ä^«  2Z«      ,       2ä^z 

n  r^        /»^       sm  am cos  am  —  cos^  am 

ft^     _i-2    /      ^ ^ Jg  _ 

^^     jt^   I        .       1Ka(,       ,,  .  ,       2ä^«   .  ,       2^^\^^  - 
c/q      A  am  —    1  — k^  sm^  am  —  sm^  am  — ■ 

Jt     \  Jt  JT    J 

^  ,,   /^o^tanfi-am zlam — zi^  am  — 

Qs     2^  /  üt üz_ M_      

^  /        i       7.  •  0       2^«  .,        2irz  ^^~ 
*/o        1  —  /:2  gixi2  ajn gin2  am  — 

2Z«  ^       2^^« 
^  V  P^      cotang  am  —  A  am  — 

«/q      1  —  ^^  sm2  am  —  sm^  am  — 

Jt  Jt 

Durch  Aenderung  von  «  um  -^  geben  die  Gleichungen  7)  — 
10)  zu  den  folgenden  Integralen  Veranlassung: 


^„  ,-^        cos  am  —  smam  —  sm^am 

11)     -k^k'^l     -— 2]r«— ^'- 

,,       2Ku(^      ,,r'  '*'"  T    .  ,        2Kz\ 
J-^am 1 — k^ tr— r—  sm^am  — 

Jt   \             ...       2Ka  Jt  ) 

^  J^am ^ 

Jt 
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sm  am cos  am  —  cos^  am 


*^o  nr^    /  cos2  am  —  ^ ,, . 


J  am 1 — k^ ^r^  sm2  am 

jt    \               .^        2Ka        .        üi  } 
^  J^am ^ 

^^.  j,^  COS  am — J2am  — 

smam^ Jam —  1 — k^ -z—-  sm^am  — 

^  z|2  am  —  ^ 

Jt 


sm  am 


14)  ^..y^" . ---^ .. 


„       2^a 
cos^am 


2^-«  .       2ZöA      ,,  Jt     .  ^      1Kz\ 

cosam  —  Jam 1 — k^^ x-rr  sm^am  — 

Jt  Jt  \  .„      Wa  Jt  J 


Jt 


^^^M^  +  a)     I  »'2(«) 

In  der  Gleichung  6)  lasse  man  x  um  ^  log»/ zunehmen.  Dann 


folgt: 

15) 


^  ,,  cotanffam A  am sm^  am 

^K  Jt  Jt  Jt     

~jt             TT       ^IKx        ~        VHa  "~ 

sin2  am sm^  am  — 

ji  Jt 

1  d-^^x  —  d)       1  ^1^0^  +  «)      ^iJa) 

2  ^1  (x  —  a)       2  ^1  (x  -4-  ö)      '^1  («)  * 
Für  den  Fall  dass  x>a^  ist: 

d^\{x  —  d)  _  d\^^d^^{x  —  d) 
^i(x  —  ä)  dx 

Hat  man  dagegen  a<x,  so  ist: 

{)^\{x—a)   ^   _^V(«2l£)  ^  o?log^i(<<— 0^) 
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Integrirt  man  in  der  Gleichung  15)  nach  x,  so  seien  die  Grän- 

zen  0  und  x,  wenn  x<a,  dagegen  x  und  ^,    wenn  x>a.     Man 

gelangt   zu   ähnlichen  Gleichungen   wie  die  Gleichung  15),   wenn 

man  in  jeder  der  Gleichungen  5),  4)  und  1)  x  um  ylog^  zunehmen 

lässt.  Integrirt  man  in  diesen  Gleichungen  unter  denselben  Be- 
dingungen wie  in  der  Gleichung  15),  so  ergeben  sich  die  folgenden 
acht  Integrale: 


ix  cotang  am  —  A  am  —  sm^  am 

sm^am sm^  am  — 


?/ 


2Ka  .       IKa      ,       IKz 
c^rr    ä^x  tang  am  —  A am  —  cos^am 

sm2  am sm^  am  — 


"/ 


2  ^^i(a-a;)  ^aW 


^  ^,    ,-^       sin  am —  cos  am J^am  — 

l^j      —   /        öl^^—? KTFZ ö7^»^ 


2F  f''_ 


1Ka(  ,  „         2Ka        .  ,       2Kz\ 
am sm2  am sm^  am 

2^^^^i(a:— iu)       '^  ^3(«) 


2Ka  2Ka   .       2Ka 

19)    _/  ,  2Ara — -2ÄF-''^  = 

sin2  am  — •  —  sm^  am  — 

JT  Jt 


2K  r 


2'''^^i(a  — ;r)  ^(«) 


Für  x^ a  erhält  man 
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nr,    /  -»T  taiig  am  —  A  am cos^  am 


c^.r    /»9  cotan«:  am Jam —  sm^am  — 

2^>     IT/       .  ,       2Kz        ,  ^~2Ka ^' 

«4  sm2  am sm^  am 

Jt  üt 

1 

*/ic  sm^  am sm'*  am  — 

üt  üt 

\.Mx  +  a)      (üt         U'^). 

^         .         2£a  2Ka  ^,       IKz 

n  rr    /»^      sm  am  —  cos  am  A^  am  — 

oo\     ±^  /     ^ ^ ^       ^^ 

^      üt   I        .       ^Kaf  .  .        2Kz        ,  ,        2Ä^«V'' 
*/r      J  am sm^  am sm^  am  — 

JT    \  üt  üt   j 

\  ^,{x-Vd)      /^  _    \ ^^) ^ 


« rr   /»Tsm  am cor  am A am 

.     1K  i  ^  üt  üt  üt    . 

^x  sm^  am sm^  am  — 

üt  üt 

£,     Q'^{x-\-d)  ,   (üt         \^\d) 

Aus  den  Gleichungen  16)  — 19)  leitet  man  endlich  die  folgen- 
den ab,   wenn  a  mit  -^  +  a  vertauscht  wird: 


■/ 


24)     — -  / ^ <*. 

COS  am zl  am —  ^—- — sm^am 

üt  ^   \     ^o        ^Ka  üt  I 

^    J^am  - —  ^ 

üt 

1.     »2(a  +  a^)        »'M 
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^^^    .,^                     cos  am  —  cos2  am  — 
25)     -j ^^ äz 

2Ka ,       2Ka/''''^   ^"^  ~^        .  ,       2Kz\ 
smam Jam r— sin^am 

^    A^  am  ^ 


'-£ 


2K  f" 


2Ea             2Ka  .„        IKz 
c^r    y-^       sm  am  —  cos  am A^ am 

A  am jr—  —  sm2  am  — 

:7r    V      ..         2Ka  jt  J 

^   J2  am ^ 

2Ka  2Ka 

c^  rri  /o     y  *^  sm  am cos  am 

27)      -^  I ^^ dz 

A^  am jr— sm-^  am 

^   A^  am ^ 


Die  im  Vorstehenden  aufgestellten  Gleichungen  umfassen  alle 
Fälle,  welche  bei  Parametern  mit  reellem  Argument  vorkommen. 
Die  entsprechenden  Integrale,  deren  Parameter  imaginäre  Argu- 
mente haben,  lassen  sich  unmittelbar  aus  den  vorhergehenden  durch 
Vertauschung  von  a  mit  ai  herleiten.  Da  die  Aufstellung  von  16 
neuen  Gleichungen  etwas  weitläufig  ist,  so  sollen  nur  vier  derselben 
angemerkt  werden,  aus  welchen  sich  mittelst  der  folgenden  Glei- 
chungen die  übrigen  ohne  Schwierigkeit  ergeben. 

Die  Gleichungen: 

-^j-{  =  yksmiim  — ,     -^-^  ==     /  _  cos  am , 

^(«)         ^  Jt  ^     &{a)         V    k'  Jt   ^ 

2Ka 

„   ,  .          J  am  — 
^3W    ^    £_ 
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geben  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a: 

G// \         n/ /  \      ^..cosam Jam  — 

^\a)  _  ^'t  (a) 2Z jr % 


sin  am 


Jt 


^2(0)      ^  ^^ 


cos  am 


:;r 


2Zö  2Fa 

a/  /  \      oiz;^^!»^"^ cos  am  — 

~Ö^y      Jt  ~       ila  ' 

^  ^  Jam  — 


Man  setze  ai  statt  a,  dividire  auf  beiden  Seiten  durch  i  und 
ftlhre  zur  Vereinfachung  die  Bezeichnung: 


28)     am 


/2Ka 

\  Jt 


,k')  = 


ein.    Es  ist  dann: 


29) 


i  d^iai) 


1  d^\ai)  _   \^\(ai)        2K  J{ß,  k') 
i  d'i{ai)         Jt  miß  co8/9 

1  ^^2(^0  ,    2Ä^sin^  J(ß,  k') 
i  d-^iai)         Jt         cos/? 
1  ^^3(<?0        ^Kk'^        sin^ 
i  ^2(^0  ^    GOsßA{ßjk^] 


In  den  Gleichungen  7),   11),  16)  und  24)  vertausche  man  a  mit 
a  i  und  führe  den  Winkel  ß  mittelst  der  Gleichung  28)  ein.     Ferner 

2Kz 
setze  man  in  den  Integralen  —  =  rv.     Hierdurch  ergeben  sich 

die  folgenden  vier  Integrale,  wenn  auf  beiden  Seiten  durch  i  divi- 
dirt  wird: 

k'^  sin^  J{ßj  k')  sin2  am;y  ^^ 

cos^^  (1  -f  Ä:2  tang2/?  sin'^  am  w) 


30) 


r 


1   .Mai  +  x)      xrjai) 
2i  '''^^{ai  —  xy    i  Hai) 


ai9 


2Kx 
31)       / -^ ^dfv 

IKx 

^  .        /*  ^         cos/3  J(i9, /t')sin2am;?;  

"^      /         sin3i9(l  4- cot^am/?  sin^amw) 


2Ji:x 


r  ^   sin/j 


Qq^       /  .^xx.^  cosg  zl(/3,  /f')sm2amw; 


Die  Factoren  von  —  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichun- 
i 

gen  lassen  sich  mittelst  der  Gleichungen  29)  transformiren.    Bringt 
man  jeden  Term  — -  H,  wo  H  von  ß  abhängt,  auf  die  Form : 


%Kx 


/n 


HdWj 


vereinigt  das  Integral  mit  dem  links  stehenden  durch  Addition  oder 
Subtraction,  so  ergeben  sich  die  übrigen  zwölf  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  mit  imaginären  Parametern. 

Die  20  Integrale  der  Gleichungen  7)  — 10),  11)  — 14),  16)  — 19), 
20)  —  23)  und  24)  —  27)  lassen  sich  je  zwei  durch  Addition  oder 
Subtraction  vereinigen.  Die  rechten  Seiten  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen lassen  sich  unmittelbar  durch  elliptische  Functionen  aus- 
drücken, hierdurch  kann  man  eine  Menge  von  Keductionsformeln 
herstellen,  welche  die  von  Legendre  angestellten  Untersuchungen 
über  den  Parameter  (§  28)  umfassen.  Zu  analogen  Resultaten 
geben  die  Gleichungen  30)  —  33)  Veranlassung. 

Die  Logarithmen  der  Theta- Functionen  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  20)  —  33)  hat  Jacohi  in  Reihen  entwickelt.  In 
Folge  der  Bemerkung  am  Schlüsse  der  Note  IV  ist  allgemein; 
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{h(z)  =  7/(1  --^'')7/(l  —f/'-^e''')  (1  —^2.-1^-2«), 

1  1 

Vertauscht  man  z  mit  x-\-ai  und  x  —  m,  wo  a  positiv  ist,  so 
folgt  durch  Division; 

d'{x-{-ai)    _      y^   1— ^2r-lg-2ag2a:i     ^  _  ^2r-lg2ag-2^t 


oder : 
gesetzt  ; 


34)    e-^«  =  ^i 


Wendet  man  hierauf; 


1,     a-hßi  .        ß 

—  log --.  =  arc  tang  — 

2i    ^a  —  ßi  a 


an,  so  folgt; 


'^^KYr^^{x-ai) 


^r       X  /?^^-i-^sin2.r 

2r'  *^^^  i^,^^-i-^cos2x-^^'^  *^"^  r 


^.2r-i+ö  gin  2a: 


^2^-1+^  cos  2a: 
Aus  der  Gleichung  34)  folgt  2«  =  — ^log^  =  hjc--,  also 

36)     —  =  hK\ 

Die  Gleichung  28)  wird  hierdurch: 

am  {})K',  k')  =  ß. 

Nimmt  man  nun  i^<-öj  so  ist  hK'<K'  d.i.  &<1.    In  den 

Gleichungen  34),  35)  und  36)  kann  immer  h<\  angenommen  wer- 
den. Es  ist  dann  in  allen  Termen  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 35)  der  Exponent  der  verschiedenen  Potenzen  von  q  positiv, 
da  die  Exponenten  zunehmen,  so  nehmen  die  Terme  unbegränzt 
ab.  Die  Reihe  enthält  abwechselnd  positive  und  negative  Terme. 
Wird  die  Reihe  mit  einem  positiven  Terme  abgebrochen,  so  ist  das 
Resultat  zu  gross,  dagegen  zu  klein,  wenn  man  bei  einem  negativen 
Term  stehn  bleibt.  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  35)  liegt  also 
zwischen  den  Gränzen; 
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q^-^  sin  2x 
arctang— -^_-^2S' 
ö^-^  sin  2a;  ^  0^+^  sin  2a; 


1  —  q^-^  cos  2a:  ®  1  —  ^^+*  cos  2a; 

(^1-^  — ^i+&)sin2a; 
arc  tang  ^  _^^j_,  _^  ^^^^^  ^^^  ^^  _^  ^^^ ' 

Die  Maxima  dieser  Terme  finden  für  cos  2a;  =  0  statt. 

Statt  der  obigen  Reihenentwickelung'  lässt  sich   die  Gleichung 
30)  auch  auf  folgende  Art  behandeln.    Man  setze: 
2Kx 


r 


^_v        -  k'^  sinjg  A{ß^  k')  sin^  am;y  

^      '  m%W{\  +^2  tang2^1in2^äm^        ~  ^' 


wodurch  die  Gleichung  30)  übergeht  in: 

Setzt  man  weiter: 

d^\ai)  1  dlog^(ai)  m 

d'{ai)         i        da  i  ' 

so  ist  in  Folge  von  §  18  m  eine  reelle  Quantität.    Die  Gleichung 
38)  wird  dann  einfacher  mit  i  multiplicirt: 

{y  ~\-mx)i         2  ^""^^(^ai-x)         ^""^  1/  ^ai  +  x) 
oder : 

39)    e(v^^).'  =  \/W^V 
^  V  'S'{at  +  x) 

Vertauscht  man  i  mit  — /,  so  folgt: 


V  ^{ai—x) 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  39)  leitet  man  un- 
mittelbar die  beiden  folgenden  ab: 

(g{y^mx)i^^-{y^mx)i  ^f(ii  —  x)-i-d'(ai-^x) 

=  COS  (y  +  mx)  =  -^,  ^  —  )  ( • 

^^.     j  2\/^ai—x)^ai-hx) 

|g(y+n>x)t_g-(y+mx)i  ^  ^rai—x)  —  -d-(ai-\-x) 

__ =  gm  (y  +  tnx)  =      ^ ,         ^        ^         =L ' 

y  2«  ^         2i\/^ai—x)^ai-{-x) 

Diese    Gleichungen    gestatten    cos?/    und   sin?/    mittelst    sehr 
convevgenter  Reihen    darzustellen.    Die   in    dem  Nenner   auf  der 


22^ 

rechten  Seite  vorkommende  Quantität  d^{al  —  x)^(ai-i-x)  == 
'&{x  —  ai)  ^(x -\- ai)  lässt  sich  mittelst  der  Gleichungen  des  §  18 
als  reelle  Grösse  darstellen.     Nimmt  man  z.  B.  in: 

^Oy&{x-hy)^x  —  y)  =  ^(a:)2%)2^^i(.T)2,9'i(?/)2  = 


1  — 


H^y  Hyy 


HxY   Hy) 


"        ,,   .  ,       2Kx  .  ^       iKai 
1  —  Ä-2  sm2  am sm^  am 


^(a:)2%)2 
y  =  ai,  so  folgt: 

Andere  Formen  für  das  links  stehende  Product  leitet  man  auf 
dem  angegebenen  Wege  ohne  Schwierigkeit  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen des  §  18  ab. 

Zur  Vervollständigung  des  Vorstehenden  seien  noch  folgende 
literarische  Anmerkungen  beigefügt. 

Die  ersten  Bemerkungen  JacoMs  vor  Erscheinen  der  „Funda- 
menta"  über  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  sind  enthal- 
ten in  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques"  (Grelle  J. 
t3.  p.  303  u.  403,  t.4.  p.l89). 

Eine  besondere  Bemerkung  von  Abel:  „Theoreme  gönöral  sur 
la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  et  de  la 
troisieme  espöce"  ist  enthalten  in  Grelle  Journal,  t.  3.  p.  402.  Oeuvres. 
t.l.  p.417. 

In  Verbindung  mit  allgemeinern  Untersuchungen  sind  die  hier- 
hin gehörigen  Integrale  von  Abel  in  dem  „Precis  d'une  theorie  des 
fonctions  elliptiques"  behandelt  auf  p.  245 — 277  im  IV.  Bande  des 
Journals  von  Grelle.     (Oeuvres.  1. 1.  p.335 — 350.) 

Die  beiden  folgenden  Aufsätze  von  Abel  verdienen  besonders 
erwähnt  zu  werden,  weil  dieselben  Theoreme  enthalten,  welche,  die 
engen  Schranken  der  elliptischen  Integrale  von  Legmdre  durch- 
brechend, eine  grossartige  Theorie  geschaffen  haben,  mit  welcher 
der  Name  Abel  unzertrennlich  verbunden  ist. 

Remarques  sur  quelques  propri6tes  gönerales  d'une  certaine 
Sorte  de  fonctions  transcendantes.  (Grelle.  J.  t.  3.  p.  313 — 323, 
Ov.  1. 1  p.  288—298.) 


223 

DömoDstration  d'une  propriete  g^n^rale  d'uDC  certaine  classe 
de  fonctions  transcendantes  (Grelle  J.  t.  4  p.  200  —  201,  Ov.  t.  1. 
p.  324—325). 

lu  der  „Theorie  des  Fonctions  elliptiques"  Deuxieme  Supple- 
ment p.  128 — 159,  Troisieme  Supplement  p.  199—201,  hat  Legendr e 
die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  Form  von  Reihen  auf- 
gestellt, wie  dieses  in  §  32  geschehn.  Auf  p.  149  der  ersten  Ab- 
handlung wird  eine  neue  Function,  definirt  durch  die  Gleichung: 


'-('.-)-  /  SM*. 


r 


aufgestellt.  Diese  Bezeichnung,  ziemlich  unbequem  und  nicht  grade 
erforderlich,  scheint  später  total  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein. 
Ueber  die  numerische  Berechnung  vergleiche  man  Somoff: 
„Methode  du  calcul  des  fonctions  elliptiques"  (Grelle  Journ.  t.  47 
p.  269 — 289).  In  den  „Philosophical  Transactions.  For  the  year 
MDGGGLII"  (London  1852  p.  311  — 417)  und  „Phil.  Tr.  For  the 
year  MDGGGLIV "  (London  1854  p.  53)  hat  Booth  in  einer  sehr 
ausgedehnten  Abhandlung  betitelt:  „Researches  on  the  geometrical 
proporties  of  elliptic  Integrals"  versucht,  namentlich  durch  Unter- 
suchung sphärischer  Kegelschnitte,  die  von  Legendr e  gefundenen 
Resultate  geometrisch  herzuleiten.  Der  grosse  aufgewandte  Apparat 
von  geometrischer  Deduction  und  Rechnung  lässt  sich  mit  dem  ei*- 
haltenen  Erfolg  nicht  gut  in  Einklang  bringen. 

Bei  den  vielfachen  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen 
auf  Probleme  der  Mechanik  treten  häufig  elliptische  Integrale  dritter 
Gattung  in  den  Vordergrund.  Aus  den  hierhin  gehörigen  Arbeiten 
mögen  nur  die  folgenden  älteren  hervorgehoben  werden,  unter  denen 
namentlich  die  erste  den  Integralen  einige  Aufmerksamkeit  zuge- 
wandt hat. 

Tissoi:     These    de    Mecanique.    Journal    de    Mathem.   t.  XVII. 

p.  88— 116.    Annee  1852. 
Dumas:    Ueber  die  Bewegung  des  Raumpendels  mit  Rücksicht 
auf  die  Rotation  der  Erde.     Grelle  Journ.  t.  50.  p.  52— 
78,  126—186. 
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Lottner :  Reduction  der  Bewegung  eines  schweren,  um  einen  festen 

Punct  rotirenden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptischen 

Transcendenten.    Grelle  J.  t.  50.  p.  111— 125. 

Eine  sehr  schöne  Anwendung  der  elliptischen  Integrale  dritter 

Gattung    auf  dreifach    periodische   Functionen    enthält   die   schon 

früher  citirte  Preisschrift  von  Rosenhain:  Mem.  sur  les  fonct.  de 

deux  variables  et  ä  quatre  periodes.     (Mem.  present.  p.  div.  savans 

ä  l'Ac.    Paris  1851.    t.  XI.  p.  376).    Es  handelt  sich  hierbei  darum, 

aus  den  Gleichungen: 

f* {a-Yßx)dx 
(1  —  X^x)  \/x{\—x){\--k-^x) 

-     V 


{a  -{-  ßx)  dx 


(1  —  X^x)  \/xO.  —x)  (1  —  k'^x) ' 

{a^-\-ß'x)dx 

(1  —X'^x)  \/x{\—x){\—k'^x) 

'  {a^-\~ß'x)dx      


(1  —  X^x)  \/x  (1  —x){\—  k^x) 

Xi  und  X2  als  Functionen  von  u  uiid  v  zu  bestimmen.  Diese  Glei- 
chungen lassen  sich  durch  Combinationen  etwas  transformiren,  so 
dass  die  linken  Seiten  gu -^  hv,  g'u  +  h'v  werden,  wog,h,g',h' 
Constanten  sind.    Setzt  man  einfacher  für  den  Modul  k: 

r-         .         IKz    ,1—  .  2Ä^Wi    ,/—  .  2^W2 

\J X  =  sin  am ,  yx^  =  smam -,  yx^,  =  sin  am , 

ji  jt  ^ 

u  ==  V^    2«  =  1,  2/?  =  — ;i2,  A2  ==  A2sin2am— , 

23'  =  —---)-(  k^mvi^Sim \-k^smSim  —  cos  am ZI  am  — , 

^  ^K  ^{a)  Jt  jc  n  Jc 

so  gehn  die  obigen  Gleichungen  nach  §  33  über  in: 

41)      W'    =    W|  +^2? 

42)     2v  -  .    >K~-«)^(^2--«) 
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Zieht  man  die  Gleichung  7)  des  §  33  zu  Hülfe  flXr  x  ==  u^ 
und  X  =  U2,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  sin  am — — 

und  sin  am ^,  d.h.  nach  41)  und  42)  eine   Gleichung  zwischen 

diesen  Quantitäten  und  u%  v  und  a.    In  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung w'  =  ^^l^-^^2?  oder 

2Ku'          .                     .         2A"(wi -i- z^i) 
sm  am =  sm  am  u  =  sin  am  — ^^-^ 

erhält  man  auf  diese  Art  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  Ton 

2Ä2<i  ,/-  .  2ÄW2  ,/— 

smam ■   =  yx^.  smam =  yxi 

Jt  ^    ^  üt  ^    ^ 

in  Function  von  u,  v  und  a. 

Es  ist  dieses  eine  Andeutung  wie  Rosenhain  das  Problem  be- 
handelt hat,  eine  Andeutung,  deren  vollständige  Ausführung  zu  weit 
führen  würde.  Setzt  man  \/xx ,  \/x^  als  Functionen  der  beiden  Va- 
riabein u  und  V  ein,  so  findet  Rosenhain ^  dass  diese  Quantitäten 
ungeändert  bleiben,  bei  gleichzeitigen  Zunahmen  von  u  und  r,  so  dass 
wenn  u  um  2K  zunimmt,    v  um    0     zunimmt, 

„         ?/      „         0  ,,  ^      V      „       ITC  „  . 

Diese  besondere  Art  von  dreifach  periodischen  Functionen  mit 
zwei  Variabein,  basirt  auf  elliptische  Integrale  dritter  Gattung, 
dient  nur  als  eine  Art  Einleitung  zu  dem  eigentlichen  Gegenstand 
der  oben  bemerkten  ausgezeichneten  Abhandlung. 


Neunter  Abschnitt 


§  35.    Die  Transformation  der  elliptischen  Functionen. 
Erste  Untersuchungen  von  Jacobi^  betreffend  algebraische 

Principien. 

Am  Ende  des  ersten  Abschnitts  ist  ein  Theorem  der  „Funda- 
menta"  angeführt,  mit  dessen  Hülfe  sich  ein  elliptisches  Differential 

Enneper,  eilipt.  Funotionen,  15 
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auf  beliebig  viele  Arten  in  einen  ähnlichen  Ausdruck  transforrairen 
lässt.  Die  Vergleichung  derartiger  Differentiale  kommt  auf  die 
Vergleichung  elliptischer  Functionen  heraus,  welche  sich  sowohl 
durch  ihre  Argumente,  wie  durch  die  Moduli  unterscheiden. 
Namentlich  der  letztere  Umstand  hat  Veranlassung  zu  einer  Reihe 
von  Untersuchungen  gegeben,  welche  man  unter  den  Namen  die 
Transformation  der  elliptischen  Ftmctionen  zusammengefasst  hat. 
Die  ungemeine  Ausdehnung,  welche  diese  ziemlich  schwierige  und 
verwickelte  Theorie  allmählich  gewonnen  hat,  gestattet  an  diesem 
Orte  nur  eine  Hervorhebung  und  Deduction  der  wesentlichsten  Resul- 
tate, soweit  dieselben  bei  einer  einiger  Maassen  vollständigen 
Darstellung  in  Betracht  kommen. 

Die  Basis  der  Untersuchungen  über  Transformation  ist  ur- 
sprünglich eine  algebraische  und  findet  ihren  Ausdruck  in  dem 
folgenden  Problem,  welches  Jacobi  an  die  Spitze  seiner  „Fundamenta" 
gesetzt  hat: 

„Quaeritur  Functio  rationalis  y  elementi  x  ejusmodi,  ut  sit: 

dy ^ dx ,^ 

\/A'  +  B'y+  C'y'^  -f  B'y^  -f  E'y^       \/a  +  Bx  -f  Cx^  +  Dx^  +  Ex^' 

Hierzu  bemerkt  JacoM  „Quod  Problema  et  Multiplicationem 
videmus  amplecti  et  Transformationem." 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  setze  man: 

1)       F  =  A'  +  B'y  -h  Cy^  +  B' y'^  +  E'y^  = 

A^(\-a^y)(l-ß'y)(l-fy){\~.d^y), 

WO  «',  j3',  7'  und  d^  beliebige  Quantitäten  sind.  Durch  U  und  V 
bezeichne  man  die  folgenden  Polynome  von  x^  welche  prim  zu 
einander  sind: 

U  =    ÜQ-h  «1  X  +  a2X'^-{-  ...-i-  ttrX''  , 

Es  ist  dann: 

V^-  U^=  (r  ~ s) ar  h a^^+'-^  -h 
dx         dx         ^ 

[(r  —s-\-\)ar  bs-i  +{r--s  —  \)as br-i]x''+'-^  -}-...  +  «i  ^^o  —  «0  ^i- 
Die  rechte  Seite  ist  höchstens   vom  Grade  r -\- s — 1,   wenn  r 


2^1 

und  s  von  einander  verschieden,  für  r  ==  s  höchstens  vom  Grade 

r  +  *  — 2. 

In  dem  Ausdrucke: 

äy 

setze  man  F=  — .    Nach  1)  ist  dann: 

^.        dy  dx        dx 

3)  T^    =       /  -  z=:dX. 

\JY        \/A'  (F—  a'  U)  (V—  ß'  U)  (r—  Y  U)  {V—  6'  U) 

Das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  auf  der  rechten  Seite 

der  vorstehenden  Gleichung  unterwerfe  man  der  Bedingung,  gleich 

dem   Product  eines  Polynoms  vom  vierten  Grade  von  x  in   das 

Quadrat  eines  Polynoms  derselben  Variabein  zu  sein.    Man  setze: 

4)    A'  (V—  a'  U)  (V—  ß'  u)  (y—  Y  u)  {y—  6'  U)  = 
{A  +  BX+  Cx'^  +  Dx^  +  £x^)  T\ 

Die  Gleichung  3)  nimmt  dann  folgende  Form  an. 
_x        dy   1  dx 


l/r         M\/a+  Bx+  Cx^  +  Dx^  +  Ux^ ' 
wo: 

1     ^f-^f 

Q\       JL  =      dx         dx 
^  ^        M  f • 

Da  in  Folge  der  Annahme  U  und  V  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  so  ist  dieses  auch  nicht  der  Fall  mit  je  zweien  der 
Binomer— a'^,  V—ßV,  F—/^/,  V-—d'U.  Jenachdem  r^^,  ist 
das  Product  dieser  vier  Binome  vom  Grade  4r  oder  4^.  Sei  zuerst 
r  ^s.  Nach  4)  ist  dann  T^  vom  Grade  Ar  —  4,  also  T  vom  Grade 
2r — 2.    Es  ist  nun  identisch: 

^  dx                dx                 dx  dx 

Setzt  man  hierin  successive  e  =  «',  ß^y  /',  d',  so  folgt,   dass 

jeder   quadratische    Factor    eines    der  Binome  V — «'^,    V — ß^U 
V — y^Uj  V — ö^Um  der  ersten  Potenz  in 

^        dx         dx 

15* 
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vorkommt,  mithin  auch  die  Gesammtheit  T  dieser  Factoren,  es  ist 
also : 

dx         dx 
f 
eine  ganze  Function  von  x.    Nun  ist  der  Zähler  dieses  Ausdrucks 
höchstens  vom  Grade  r  -h  ^ —  1.     Für  r^s  ist  J  vom  Grade  2r  —  2. 
Hieraus  folgt:    r -^  s  —  1  ^  2r  —  2   d.i.  s^r — 1.     Da   nun  auch 
v^s,  so  ergeben  sich  die  beiden  Fälle  s  =  r  —  1  und  s  =  r. 

Nimmt  man  s  ^  r,  so  ist  T  vom  Grade  2^  —  2.  Man  hat  dann 
r-^s  —  1^2ä' — 2,  d.  i.  r^s — 1,  woraus  in  Verbindung  mit  6'^r 
die  beiden  Fälle  r  =  s  —  1  und  r  =  s  folgen. 

Diese  sämmtlichen  drei  Fälle  sind  in  dem  Falle  r  =  s  =  m 
enthalten,  wenn  man  setzt: 

WO  auch  eine  der  Quantitäten  hm  oder  am  verschwinden  kann. 
Es  ist  dann  der  Ausdruck  in  7)  vom  Grade  2m  —  2,  es  ist  ferner 
T  vom  Grade  2m  —  2,  da  nun  in  6)  auf  der  rechten  Seite  der 
Zähler  alle  Factoren  des  Nenners  enthält,  da  ferner  beide  Poly_ 
nome  von  demselben  Grade  sind,  so  ist  die  rechte  Seite  von  6) 
constant,  mithin  auch  M.  Die  Gleichung  7)  kommt,  abgehen 
von  dem  constanten  Factor  M,  auf  die  Gleichung  des  Problems  zu- 
rück. Die  gegebene  Differentialgleichung  ist  also  mittelst  der 
Gleichung  8)  integrabel. 

Dividiii;  man  in  8)  durch  eine  der  Constanten  «o?  •  •  «>»,  ^o?  •  •  ^m, 
welche  nicht  verschwindet,  Zähler  uhd  Nenner,  so  enthält  der 
Ausdruck  für  y  rechts  2w  -f- 1  Constanten.  Da  in  T^  unter  den 
4m — 4  Factoren  Im  —  2  gleiche  vorkommen,  so  erhält  man  eine 
gleiche  Anzahl  von  Bedingungen  zwischen  den  bemerkten  Con- 
stanten. Hieraus  folgt  unter  den  2m  H- 1  Constanten,  enthalten  in 
dem  Werthe  von  y^  bleiben  2m +1  — (2m  —  2)  ==  3  arbiträr.  Diese 
drei  Constanten  lassen  sieh  verwenden,  um  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  5)  auf  die  Normalform  der  elliptischen  Differentiale  von 
Legendre  zu  bringen. 


229 

Die  in  der  Gleicliung  8)  enthaltene  Substitution  nennt  JacoU 
der  w^*^"  Ordnung,  oder  einfach  zur  Zahl  m  gehörig. 

Man  kann  in    der  Gleichung  5),    ohne  Beeinträchtigung,  für 
beide  Seiten  die  Normalformen  annehmen  und  gelangt  dann   zu 
der  folgenden  Differentialgleichung,  deren  Untersuchung  die  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  involvirt: 
9)  ^y  ^  1  dx 

l/(l— 2/^)(l  — ^'?/')        ^l/(l—:t'2)  (1—^2  0:2)' 

In  der  vorstehenden  Gleichung  sind  k  und  /  positive,  ächte 
Brüche,  M  ist  eine  Constante. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  y  mit  x  verschwindet.  Da 
nach  9)  y  sein  Zeichen  ändert,  wenn  x  in  —  x  übergeht ,  so  muss 
in  der  Gleichung  8)  der  Zähler  nur  ungrade,  der  Nenner  nur  grade 
Potenzen  von  x  enthalten.  Es  bieten  sich  also  hier  zwei  Fälle 
dar,  entweder  der  Grad  des  Nenners  ist  um  eine  Einheit  höher 
wie  der  des  Zählers  oder  umgekehrt.  Ist  also  m  grade,  so  muss 
in  8)  am  =  0  sein,  dagegen  für  ein  ungrades  m  ist  hm  =  0.  Diesen 
beiden  Fällen  entsprechend  unterscheidet  Jacohl  (F.  p.  18  u.  19) 
Substitutionen  grader  und  ungrader  Ordnung. 

Die  Substitutionen  grader  Ordnung  sind  in  folgender  Gleichung 
enthalten : 

.         ^  x{a-)r  a^^x^  +  (hx^  -^  " '  +  cim-i x^""-^)  ^  U 
^    ^  \+b^x^-\-b2X^ -{-,.. -i-bmx'^"'  V 

Es  sind  die  Binome  V-^U,  V—  U^  V-{-lü,  V — lU  sämmtlich  vom 
Grade  2m,  von  den  Facto ren  1  +  .t,  1 — x,\-\-kx,\  —  kx  muss 
eins  der  Binome  je  zwei  enthalten.  Es  seien  A,  B^  C,  D  Polynome 
von  X.  Man  kann  nicht  setzen  V^JJ  =  {\ -\- x) (i  —  x)  A'^  = 
(1 — x^)A-.  Durch  Aenderung  von  x  in  — x  möge  A  in  B  und 
C  in  B  übergehen.  Durch  dieselbe  Aenderung  geht  nach  10)  Um 
—  ^  über.  Die  Annahme  V+U  =  {i—x^)A^  führt  durch  Ver- 
tauschung von  X  mit  — x  auf  V — U  =  (1 — x'^)B^,  d.  h.  V-\-U 
und  V — Uj  mithin  auch  /'  und  U,  haben  den  gemeinschaftlichen 
Factor  1  —  x'^ ,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Enthält  also 
F+^zwei  der  Factoren  \  -{- x,  1  — o;,  1  -f-  kx,  1  — kx,  so  kann  dieses 
nur  das  Product  von  1  ±  x  in  1  ±  kx  sein.    Man  kann  also  setzen 
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11)     V-^U=  {\-\-x){i+kx)A^,     V—ü=  (l—x){\—kx)B% 
12)     F+  lU  =  C\    V—IU  =  D\ 
Die  Gleichung  für   V — U  ergiebt  sich   aus  V-\-U  durch  Ver- 
tauschung   von    X  mit    —  x.     Dann   müssen  noth wendig    V  -{-lUy 
V — lU  vollständige  Quadrate  sein. 

Nimmt  man  k  als  gegeben  an,  so  ist  nach  11)  F-f-^  durch 
\-\-x  und  \-\-kx  theilbar,  zwischen  den  2m  Constanten  a^,a2...am, 
bi...btn  der  Gleichung  8)  ergeben  sich  zwei  Relationen.    Da  ferner 

V-\-  U 
nach  11)  .  \(\  j^h  \  ^^^  Quadrat  eines  Polynoms  vom  Grade 

m — 1  ist,  so  erhält  man  m — 1  Relationen  zwischen  diesen  Con- 
stanten. Die  Gleichung  V-^  W  =  C^  giebt  m  weitere  Relationen, 
so  dass  man  im  Ganzen  2-{-?n — l-fm  =  2m +1  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Quantität  /  und  der  2m  Constanten  der  Sub- 
stitution 8)  erhält,  wodurch  also  die  bemerkte  Substitution  vollstän- 
dig bestimmt  ist. 

Die  Substitutionen  ungrader  Ordnung  sind  in  der  Gleichung 
enthalten : 

Da  in  diesem  Falle  die  Binome  V-i-U,  V—U,  V+  IV,  V—W 
sämmtlich  vom  Grade  1m-\-\  sind,  da  ferner  Um  — V  durch 
Vertauschung  von  x  mit  —  x  übergeht,  so  kann  man  in  diesem  Falle 
setzen  : 

14)  F+  V  =  {\  ■\-x)A\    V—V  =  (1  —x)B\ 

15)  V-\'IV  =  (1  +kx)C^,  V—IV=  {\—kx)D\ 

Es  sind  A,  B,  C  und  D  Polynome  vom  Grade  m.  Nimmt  man 
wieder  k  als  gegeben  an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  2m  +  1 
Constanten  a, . .  «,„,  h^.,hni  und  des  Moduls  /  ebensoviele  Gleichungen. 

Es  muss  nämlich  V  +  U  durch  1  -h  x,  V  +  IV  durch  1  +  kx 
theilbar   sein,    was  zwei  Relationen    giebt.     Da   ferner  nach    14) 

und  15): 

V+V     V+IV 

\+x'     \+kx 
vollständige  Quadrate  von  Polynomen  m^^"  Grades  sind  so  erhält 
man  je  m  Bedingungsgleichungen,  also  deren  2m,  welche  in  Ver- 
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bindung   mit   den  beiden   erst  bemerkten   zur  Bestimmung  von  / 
und  der  Constanten  der  Gleichung  13)  hinreichen.    Eine  Substitution, 
enthalten  in  der  Gleichung  13),  ist  also  vollständig  bestimmt. 
Für  eine  Transformation  m^^^  Ordnung  sei: 

i/(i— ?/')(!— ^v)     v^f^/(l_^^^2)(l_/^2^2)'  y     V 

Für  eine  Transformation  von  der  Ordnung  m^  sei: 

Die  beiden  Differentialgleichungen  16)  und  17)  geben: 

l^x     dz ^  _1 dx 

l/(l— ^2)(i_/^2^2)  Ml    /(l  — :r2)(l— Ä:2^2)* 

Es  ist  q^^   die  höchste  Potenz   von  y  enthalten  in  l\  und   Fi, 
ferner  .x"*  die  höchste  Potenz  von  x  enthalten  in  U  und   V.    Setzt 

man  also  nach  \Q)  y  =  —  in  z  =  -^ ,   so  folgt  z  =    --,    wo    ^^2 

und  F2  Polynome  von  x  sind,  höchstens  vom  Grade  m.rrii.  Aus 
dem  Vorstehenden  folgt,  dass  aus  zwei  Transformationen  von  den 
Graden  m  und  nix  sich  eine  Transformation  vom  Grade  m.mi  zu- 
sammensetzen lässt.  Allgemein  führt  eine  Zusammensetzung  von 
Transformationen  von  den  Graden  m,  mj ,  ^2 auf  eine  Transfor- 
mation  vom   Grade  m.mi.m-j Es   gilt   auch   die   Umkehrung 

dieses  Satzes,  wie  später  gezeigt  wird,*  dass  eine  Transformation 
vom  Grade  m.mi.tn^ sich  herstellen  lässt  durch  successive  An- 
wendungen der  einzelnen  Transformationen  von  den  Graden  m,  nii^ 
Ml . .  etc.  Was  die  Transformationen  ungrader  Ordnung  betrifft, 
so  braucht  man  sich  auf  die  ungraden  Primzahlen  zu  beschränken, 
aus  denen  die  ungraden  Zahlen  bestehn.  Da  eine  grade  Zahl  das 
Produkt  einer  Potenz  von  2  in  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  reduciren 
sich  die  Transformationen  ^grader  Ordnung  auf  Zusammensetzungen 
von  Transformationen  ungrader  Ordnung  mit  einer,  wenn  nöthig 
wiederholten,  Transformation  zweiten  Grades.  Hieraus  folgt  dass 
sich  alle  Transformationen  aus  Transformationen  zweiten  Grades, 
combinirt  mit  solchen,  welche  zu  Primzahlen  gehören,  zusammen- 
setzen lassen. 
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Mit  Beziehung  auf  die  wirkliche  Substitution  der  Werthe  von 
y,  definirt  durch  die  Gleichungen  10)  und  13),  in  die  Differential- 
gleichung 9),  hat  Jacohi  eine  sehr  schöne  Bemerkung  gemacht, 
welche  sich  auf  eine  genauere  Untersuchung  der  Gleichung  13) 
bezieht.  Den  eigentlichen  Ursprung  seiner  ingenieusen  Idee  hat 
Jacohi  nicht  angegeben,  derselbe  beruht  darauf,  wie  schon  Legendre 
bemerkt  hat  (F.  E.  Prem.  Suppl.  p.  10),  dass  die  Differentialglei- 
chung 9)  ungeändert  bleibt,  wenn  x  und  y  gleichzeitig  ersetzt  werden 

11 

—  und  --,  hierauf  auf  beiden  Seiten  der  gemeinschaftliche  Factor 
Ktjc  ly 

—  unterdrückt  wird. 
t 

Der  von  Jacohi  gegebene  Satz  ist  folgender: 

Lassen  sich  die  Polynome  U  und  F  in  ?/  =  —    für    eine 

Transformation  ungrader  Ordnung  so  bestimmen,  dass  durch 

1  1  V 

die  Substitution  von  —  an  Stelle  von  x.  -  ==  —,  an  die 

kx  ^  ly        IV 

Stelle  von  y  tritt,  so  ist  von  den  beiden  Gleichungen; 

V^  F  =  (1  -I-  x)A\     V^IU  =  (\-\-  kx)  C\ 
eine  immer  Folge  der  andern. 
Durch   diesen  Satz   reduciren   sich   die   vier  Gleichungen  14) 
und  15)  auf  eine  Gleichung. 
Man  setze  zur  Abkürzung: 

U  =  x'ipipc^  ^(^2)  =  a  +  a^x'^-^-  a^x^  -|-  . . . .  -f-  «^  ^2"»^ 


^^)       I   F  =    ^Ct2),    ^(.t2)    =    \^h^  0:2  ^  l^^^i  _|_  .  . .  4.  ö^  x^m^ 

Nach  13)  ist  dann: 

_  x^(x^)  ^ 

Setzt  man  nun: 

J_    ^    ^^V^2^2J 

SO  geben  diese  beiden  Werthe  von  y. 


lxy)(x'^)        kx 


[k^xy 
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oder  rechts  Zähler  und  Nenner  mit  x-"*  multiplicirt: 

Bezeichnet  g  eine  Unbestimmte,  so  lässt  sich  die  vorstehende 
Gleichung  durch  die  beiden  folgenden  ersetzen: 

20)  ^(.^^2)_^^,.2,„^(^_l.)^ 

21)  /^(.^2)_^^^^..^^_i_^. 


^(x%  rp{x^),  x'"^(p(^^^,    x'^-tp 


Wegen  der  Gleichungen  19)  sind  aber; 

Polynome  2mten  Grades   von  x.    In   20)   und  21)   ist   also  g  con- 
stant.    Vertauscht  man  in  diesen   beiden  Gleichungen  x  mit  —  / 

nX 

so  folgt: 


,k'^xy      ^^^'-  ^^         ^-   ^\k'\xy 

Jede    dieser  Gleichungen    mit   den  Gleichungen    20)    und  21) 
combinirt  giebt: 

^2  =  Ik'"'~\  g  =  ^'"l/j' 

Die  Gleichungen  20)  und  21)  werden  hierdurch: 

Jede  dieser  Gleichungen  ist  Folge  der  andern. 
Nach  19)  ist: 

24^     £±_^  =  ^)(x^^^-x^(x^) 
^     1  +  ^^  1  +  ^ 

Der  Voraussetzung  nach  ist  die  linke,  mithin  auch  die  rechte 

Seite,  das  vollständige  Quadrat  eines  Polynoms  w^e«  Grades  von  x. 

\ 
Man  setze  —  statt  x  und  multiplicire  auf  beiden  Seiten  mit: 


Nach  23)  und  19)  ist  dann: 
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/   ^\k^xy~^  kx^[k^a 


.\ 


X^rnuAf-   "^V^^^V    '    kX^Kk'^xy    _    <P{X^)  +  IXXP{X'^) 

"^  kx 

^   V+IU 
\+kx' 

Ist  also  r— —  ein  Quadrat,  so  ist  dieses  auch  mit   ^    .   ,     der 
\-\-x  '  \-\-kx 

Fall,  wodurch  das  obige  Theorem  bewiesen  ist. 
In  der  zweiten  Gleichung  23),  nämlich: 


25)     ^(a;2)  =  Ä'"^/|.-.*,D(-^) 


setze   man   für   (p{x^)  und  t^(.r"^)   ihre  Werthe   aus  19).    Es   folgt 

dann : 

«  +  «1  a;2  4-  (h2.  x^  -{-  a^x^  -{- +  «m  x^""  = 

kA/^x'"^(\  4-  -^4-  A.+  +  _J1_^  = 

1/     /    ^      V      ^  Ä:2^2  ■+-  yt4a;4^ ^  k'^^x'^-') 

^  1/7  (*«.  4-'^— 1  ^'^'^  +  bm-2  k'x^  -\- +  k'^'^x'"'). 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  folgende  Relationen: 
bm  K-\k'^  bm~2k^ 

«  =  _„.  =  __,«,=  __ 

Es  ist  also  nun  nach  19): 

Diese  Werthe  von  ^)  (.r^)  und  ?^(a:2)  setze  man  in  die  Gleichung 
24)  und  ferner: 

27)     -^^i-^  =  (1  -h  «1  o;  +  «2^1:2  -f «„,a:;„)2. 

1  ~f~  X 

Die  Substitution: 

in  die  Differentialgleichung  9)  ist,  dann  auf  die  Untersuchung  der 
Gleichung  ^^  reducirt,  oder  besser  nach  24)  und  26)  auf  folgende: 


29)    {  +  ^ 
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hm  +  bm^i  k'^X^  +  bm-2  AtU'*  +  . . .  +  ^1  ^t^"»-^  ^2m-2  _^  ^2m  ^m 


l///^2m- 


=  (H-.t)(1  +a^x-\-a^x'-  +  .,..-^amX'^)\ 

Die  VergleichuDg  gleicher  Potenzen  von  x  giebt  für  ^i,  62.... 
&m,  2w-f-i  lineare  Gleichungen,  aus  denen  sich  ohne  Schwierigkeit 
m+  \  Gleichungen  zwischen  «i,  «2>  ...«m  und  k  und  /  ergeben.  Die 
Elimination  von  «1,  «2?  •••«;«  zwischen  diesen  Gleichungen  flihrt 
auf  eine  Gleichung  zwischen  k  und  /.  Es  können  übrigens  k  und  l 
heliehige  Quantitäten  sein,  da  die  vorhergehende  Deduction  keine 
Annahme,  weder  über  die  Grösse,  noch  über  die  Realität  von  k 
und  /  voraussetzt. 

Setzt  man  nach  19)  V  =  g)(x^),  U  =  x\p{x'^),  so  ist  nach 
27)  und  29): 

30)     F+^==  {\-^x){\  -f  «1  x-\-a^x^  +  .,,.  +  amXmy. 

Hierin  — x  statt  x\ 
31)     V—U  =  (1  —x)  [1  —  «i  X  -h  «2  '^"^  +  ...  +  (-"  iy"«m^r'"]-2. 

Die  Gleichung  30)  giebt,  x  mit  ■—     vertauscht,     darauf     mit 

rCX 

^2m+i  multiplicirt  : 

32)      V-\-lU  =  1/^1  (1  -h  A.r)  («m  +  «m-i  Ä-.r . . . .  ^-  Ä:-a:-)2. 
Hierin  — x  statt  .1^: 


33)     V—W  ^  \J  ^^  {\—kx)  (am-am-ikx+...-{~  (-l)-Ä-a:-)^. 

U 
Mittelst  der  Gleichungen  30)  —  33)  und  y  =  —  wird  die  Glei- 

chung  9): 

,.,   «l/'15'.(.f-.£')  = 

(1  4- «,  o:  +  «2  0:2  -h  . . .  -f.  ^^^^^^m)  (1  ^  ^^  ^^;  _|_  a.^  ^^2 ..._)-(—  1  )'»«,„^:'")  x 
(am  -f  «m-1  ^.T  -h  ...  -h  k^'x'^)  («;«  —  ...  +  (—  l)"'Ä:'»j;'»). 
Durch  diese  Gleichung  ist  M  definirt.     Für  x  =  0  ist  U  =  0, 

F=  1,   ^'  =  ■  .  ^^"     .     Die  Gleichung  34)  giebt  für  x  =  0: 

dx  \/lk^rn-l  ^        -^ 

35)      jU~J^     =   t4l/-l_. 
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Die  Vergleichung  der  Factoren  von  x"^"^-^^  in  der  Gleichung 
29)  giebt:  

36)       «^  ==  1/  —j-  . 
Aus  25)  folgt  hierdurch: 

o^\  ^m  ___     1 

wodurch  die  Bestimmung  von  M  von  derjenigen  von  hm  und  /  ab- 
hängig gemacht  ist. 

Im  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  algebraischen  Htilfs- 
mittel,  nebst  einigen  Erläuterungen,  mitgetheilt,  deren  sich  Jacobi 
zuerst  bei  seiner  Behandlung  des  Transformationsproblems  bedient 
hat.  Eine  Andeutung  hiervon  enthalten  die  Auszüge  zweier  Briefe 
Jacohi's  an  Schumacher  vom  Jahre  1827,  enthalten  in  „Astronomi- 
sche Nachrichten"  t.  7.  p.33— 38.  (Nr.  123).  Ebendaselbst  p.  133— 
142  (Nr.  127)  findet  sich  eine  weitere  Mittheilung  von  Jacohi  unter 
dem  Titel:  „Demonstratio  theorematis  ad  theoriam  functionum 
ellipticarum  spectantis",  zw  YfQ\Q\i^x  Legendr e  (p.  201 — 208,  Nr.  130) 
eine  Anzahl  interessanter  Bemerkungen  gemacht  hat.  Bedeutend 
erweitert  erscheinen  die  rein  algebraischen  Untersuchungen  auf 
p.  1 — 20  der  „Fundamenta".  Ein  weiterer  Erfolg  in  dieser  Richtung 
ist  wegen  der  steigenden  Complication  der  Rechnungen  nicht  zu 
erwarten.  Die  i\.nwendung  der  Gleichungen  26),  28)  und  29)  auf 
die  Gleichung  9)  ist  schon  für  m  =  \  und  m  =  1  nicht  ohne 
Weitläufigkeiten,  welche  bald  durchblicken  lassen,  dass  auf  diesem 
Wege  die  Bestimmung  der  Constanten  b^,  b2,...bm  der  Gleichungen 
26)  und  28)  für  den  allgemeinen  Fall  nicht  gesucht  werden  kann. 

Um  zum  Ziele  zu  gelangen  führt  Jacobi  den  Begriff  der  ellip- 
tischen Functionen  ein  und  beginnt  auf  p.  36  der  „Fundamenta" 
mit  Hülfe  derselben  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems  der 
Transformation.  Während  bisher  die  Deductionen  eine  grosse  logi- 
sche Schärfe  zeigen,  tritt  auf  p.  36  plötzlich  eine  vollständige  Dis- 
continuität  der  leitenden  Ideen  auf,  Jacobi  stellt  sein  Theorem  auf, 
ohne  die  mindeste  Andeutung,  wie  er  dazu  gelangt  ist.  Man  könnte 
hier  der  Vermuthung  Raum  geben,  wie  dieses  auch  schon  geschehn. 
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dass  Jacohi  durch  glückliche  Versuche  auf  seinen  Satz  gekommen 
ist.  In  Nr.  130  der  „Astron.  Nachr."  finden  sich  folgende  Worte 
von  Legendre: 

„Ici  on  doit  regretter  que  l'auteur  remplisse  la  täche  qu'il  s'est 
imposee  par  une  sorte  de  divination,  sans  nous  mettre  dans  le 
secret  des  idees  dont  la  filiation  l'a  amene  progressivement  ä 
la  forme  que  doit  avoir  1  —  y  pour  satisfaire  aux  conditions  du 
Probleme.  Au  reste  cette  suppressiou  des  idees  intermediaires 
s'explique  assez  naturellement  par  la  necessite  de  ne  pas  donner 
trop  d'etendue  a  une  demonstration  qui  devait  etre  inseree  dans 
un  Journal  seien tifique;  et  il  est  a  croire  que  quand  l'auteur 
donnera  un  libre  cours  au  developpement,  de  ses  idees,  dans 
un  ouvrage  compose  ad  hoc  il  retablira  les  intermediaires  dont 
l'absence  se  fait  remarquer." 

Dieser  Wunsch  ist  leider  nicht  in  Erfüllung  gegangen,  die 
„Fundamenta"  zeigen  in  diesem  Puncte  eine  sehr  bedauerliche 
Lücke,  welche  dem  Studium  dieses  ausgezeichneten  Werkes  eine 
nicht  leicht  zu  überwindende  Schwierigkeit  entgegenstellen  musste. 

§  36.    Das  Problem  der  Transformation  nach  Abel. 

Während  Jacohi  sich  darauf  beschränkt  hat  die  rationale  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  hinzustellen,  in  der  Form: 
«0  +  «1  ^^  +  «2  ^^  +  •  •  •  +  öma?"* 


1)   y 

Di 

2) 


})Q-{'byX  +  b^x^  + ...  -f  bmx'"' 
welche  der  Differentialgleichung: 

dy  \  dx 


1/(1  —  y^) (1  —  ^V^)  'M  l/(l--a;2)(l— A:2^2) 
genügt,  ist  Abel  mehrfach  auf  die  Integration  der  vorstehenden 
Differentialgleichung  zurückgekommen.  Jacobi  hat  Zähler  und 
Nenner  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  als  Producte  von  Fac- 
toren  in  Beziehung  auf  x  dargestellt  (Fund.  p.  36).  Wird  der  so 
erhaltene  Ausdruck  in  Partialbrüche  in  Beziehung  auf  x-  zerlegt, 
so  ergiebt  sich  für  x  ein  Ausdruck,  welcher  den  Ausgangspunct  der 
ersten  Untersuchungen  von  Abel  bildet,  enthalten  im  §  IX  seiner 
„Eecherches     sur    les     fonctions    elliptiques"    (Grelle.   Jouni.   t.  3. 
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p.  169— 181,  Oeuv.  1. 1.  p.  230— 242).  Diese  erste  Behandlung  des 
Problems  der  Transformation  ist,  wie  bei  Jacobij  rein  synthetisch; 
der  Ausdruck  flir  y  wird  ohne  weitere  Begründung  aufgestellt  und 
dann  bewiesen.  Die  weiteren  Untersuchungen  von  Abel  über  diesen 
Gegenstand  zeigen  eine  Tiefe  der  Auffassung,  verbunden  mit  einem 
Reichthum  überraschender  Ideen,  welche  allein  hinreichen,  die  Er- 
innerung an  sein  wunderbares  Genie  in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik lebendig  zu  erhalten.  Wird  die  Gleichung  13)  des  vorher- 
gehenden §  angenommen,  so  findet  Ahel  für  eine  ungrade  Zahl 
2m  -f- 1,  d.  h.  nach  JacoMs  Bezeichnung,  für  eine  Transformation 
von  der  Ordnung  2m  +  1 ,  dass  k  und  /  durch  eine  algebraische 
Gleichung  vom  Grade  Im  -f-  2  verbunden  sind,  welche  Gleichung 
sieh  mit  Hülfe  von  Gleichungen  niedrigeren  Grades  lösen  lässt, 
wenn  2m  +  1  keine  Primzahl  ist.  Hierbei  setzt  Abel  in  der  Glei- 
chung 2)   /  und  k  als  beliebige  Quantitäten  voraus.   (Grelle.  J.  3. 

p.  177.)    In  dem  folgenden  §X  wird  ein  besonderer  Fall  der  Glei- 

1 
chung  2)  behandelt,  wenn  /  =  k  und  —  eine  complexe  Zahl  ist. 

Uebrigens  hat  die  Form,  deren  sich  Ahel  für  y  bedient,  später 
Jacohi  benutzt  in  der  Abhandlung:  „De  functionibus  ellipticis  com- 
mentatio  altera".    (Grelle.  J.  t.6.  p.  397— 403.) 

Eine  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integi-alen, 
nach  Art  der  Behandlung  von  Legendr e^  hat  Ahel  in  dem  „Pr^cis 
d'une  thöorie  des  fonctions  elliptiques"  gegeben.  (Grelle  J.  t.4. 
p.  236— 277,  309—348,  Oeuvr.  I.  p.  326— 408.)  Diese  scharfsinnige 
Abhandlung,  welche  in  Folge  des  frühen  Todes  des  Verfassers 
unvollendet  geblieben  ist,  enthält  nicht  im  eigentlichen  Sinne  eine 
Lehre  der  elliptischen  Functionen,  deren  nur  in  der  Einleitung 
gedacht  ist.  Die  Untersuchungen  beziehn  sich  wesentlich  auf  die 
elliptischen  Integrale  und  basiren  in  dem  Theile,  welcher  sich  auf 
die  Transformation  dieser  Integrale  bezieht,  auf  einer  sehr  geist- 
vollen Anwendung  des  Additionstheorems  von  Euler.  Das  Problem 
der  Transformation  bildet  den  Inhalt  von  Ghap.  IV  und  V.  Die 
ersten  algebraischen  Betrachtungen  sind  denen  von  Jacohi  (vergl. 
%  35)  analog.    Ahel  betrachtet  nun  in  der  Gleichung  1)  umgekehrt 
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X  als  Function  von  y,  wodurch  sich  m  Werthe  für  x  ergeben.  Sind 
X  und  Xi  zwei  dieser  Werthe,  so  muss  jeder  derselben  der  Diffe- 
rentialgleichung- 2)  genügen,  man  erhält  so  zwei  Gleichungen,  deren 
linke  Seiten  einander  gleich  sind.     Hieraus  folgt  unmittelbar:. 

dX]  dx 

\/{i—x,^){l  —  k^Xi^)  ~~  l7(T— ^2)(i_-^* 
Diese  Gleichung  integrirt  giebt: 

_  X  t/(l  —  a'^)  {\—k^a^)  +  a  /(l  —x"^)  (1  -^^fe^ 

wo  a  eine  Constante  ist.  Auf  diese  Relation  basirt  Abel  seine  Un- 
tersuchungen, welche  wesentlich  die  Multiplicationsformeln  der 
elliptischen  Functionen  voraussetzen,  d.  h.  die  Ausdrücke  von 
sinamm<,  cos  am  m/  und  Jamrm.  Diese  Ausdrücke  lassen  sich 
durch  wiederholte  Anwendung  des  Euler'Bdhen  Additionstheorems 
herstellen.  So  ungemein  interessant  die  von  Abel  gefundenen  Re- 
sultate sind,  namentlich  in  den  Theilen,  welche  Anwendungen  von 
der  Lehre  der  algebraischen  Gleichungen  enthalten,  lässt  sich  der 
befolgte  Weg  nicht  wohl  übersichtlich  angeben,  ohne  die  Abhand- 
lung selbst  einem  grossen  Theile  ihres  Inhalts  nach  reproduciren 
zu  müssen.  Eine  meisterhafte  Behandlung  des  Problems  der  Trans- 
formation ist  enthalten  in  dem  Aufsatze: 

„Solution  d'un  probleme  general  concernant  la  transformation 

des  fonctions  elliptiques".    (Astronomische  Nachrichten,  Band  VI 

p.  365—388  Nr.  138.     Altona  1828.     Oeuvres,  t.l.  p.  253— 274.) 
Eine  Folge  hierzu  bildet: 

„Addition    au    memoire  sur    les    fonctions    elliptiques".     (A.  N. 

tVII  p.33— 44,  Nr.  147.  Altona  1829.  0.  t.l.  p. 275— 287.) 
Es  ist  namentlich  diese  letzte  Abhandlung,  von  welcher  im 
Folgenden  die  Rede  sein  soll,  welche  bei  der  Transformation  Prin- 
cipien  anwendet,  die  von  den  algebraischen  Betrachtungen  wesent- 
lich verschieden  sind.  Einige  supplementäre  Formeln  hierzu  sind 
enthalten  in:  „Note  sur  quelques  formules  elliptiques"  (Grelle  J. 
t.4.  p.  85^93,  Oeuv.  L  p.  299— 308). 

Der  Complementärmodul  von   /  sei  /',   so   dass  P  -\-  V'^  =  1. 
Die  entsprechenden  Integrale  bezeiche  man  durch  L  und  L%  also: 
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dw 


0  '  «^0  ' 

Nach  den  algebraischen  Betrachtungen  des  vorhergehenden  § 
über  die  Transformation  grader  und  ungrader  Ordnung,  kann  man 
in  der  Gleichung  1)  die  Constanten  «o»  «i,  •  •  «m,  h^^,.,.hm  als 
bestimmt  ansehn.  Die  Werthe  derselben  hängen  von  algebraischen 
Gleichungen  ab,  einem  bestimmten  Systeme  von  Werthen  derselben 
entspricht  ein  Werth  von  y  in  Function  von  x.  Das  allgemeinste 
Problem  der  Transformation  nach  Jacohi  besteht  nun  darin,  die 
sämmtlichen  Werthe  der  bemerkten  Art  von  y  zu  finden,  welche 
der  Differentialgleichung  2)  Genüge  leisten.  Abel  formulirt  das 
Problem  in  etwas  anderer  Weise,  indem  er  die  Aufgabe  stellt: 

Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquelles  on  pourra  satis- 
faire  ä  l'^quation  diff^rentielle  2)  en  mettant  pour  y  une  fonction 
algöbrique  de  a:,  rationnelle  ou  irrationnelle." 

Es  sei  /(«/,  x)  =  0  die  gesuchte  algebraische  Relation  zwischen 
X  und  «/,  welche  der  Differentialgleichung  3)  genügt.  Der  Einfach- 
heit halber  soll  angenommen  werden,  dass  x  und  y  gleichzeitig 
verschwinden.    Setzt  man  in  der  Gleichung  2): 

X  =  sin  am  (w,  /:),  y  =  sinam(2<i,  /), 

so  folgt: 

du 
du,  =  -^, 

also:  Wi  =  — ,  da  u^  mit  u  verschwinden  soll.    Die  Werthe  von  x 
und  y  sind  folglich: 

4)    a;  =  sin  am  (m,  k),    y  =  sinamf— ,  l\  . 

Die  algebraische  Gleichung  /(«/,  x)  ==  0  geht  durch  Substitu- 
tion dieser  Werthe  von  y  und  x  über  in: 


5)      r 


sinamf—, /)?  sinam(M,A- 


0. 


In  dieser  Gleichung  ist  u  allein  variabel,  dieselbe  rauss  also 
für  einen  beliebigen  Werth  von  u  bestehn.  Man  vertausche  u  mit 
u-{-  4:pK  und   mit  u  -\-2pKH,   wo  p    eine   ganze   Zahl   bedeutet. 
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Da  sin  am  (u  -f  4p  R]  k)  ==  sin  am  (u,  k) ,  sin  am  (u  +  IpK^i,  k)  = 
sinam(?<,  Ä)j  so  leitet  man  aus  der  Gleichung  5)  die  beiden  fol- 
genden ab: 


6)  f 

7)  / 


smami — -^ — ,l],  sinamfw, A- 


smam 


fu  +  ApF 
u  +  lpKH 


/ 1 ,  sin  am  ( w,  A 


=  0, 
=  0. 


M  /  \ 

Die  Gleichungen  5),  6)  und  7)  zeigen  nun,  dass  der  algebraischen 
Gleichung  f{yjx)  =  0  für  x  =  sinam(w,/t)  die  Werthe 


smam 


l'V' '' 


sm  am 


4p  K  \      .         (u  +  2pK'i 


.') 


von  y  entsprechen.  Wegen  der  Unbestimmtheit  der  Zahl  p  ist  die 
Anzahl  dieser  Werthe  unendlich  gross,  da  aber  die  Anzahl  der 
Werthe  von  y  eine  endliche  sein  soll,  so  muss  dieses  auch  mit 
den  obigen  Werthen  der  Fall  sein,  d.  h.  dieselben  können  nicht 
alle  unter  einander  verschieden  sein.  Sind  ^,  /i'^  v,  v'  ganze  Zahlen, 
so  erfordert  die  aufgestellte  Bedingung  die  Gleichungen: 


smam 


smam 


W  +  V5 
M       '^ 

M        ' 


sm  am 


u+  4fiE 

w 


l\  =  smam(^ — ,/), 


oder: 


M 
2vKH 


-{-4hL-^2h'L% 


M  M 

wo  ^,  h,  g\  h\  ganze  Zahlen  bedeuten  und  Z,  Z',  durch  die  Gleichungen 
3)  definirt  sind.  Setzt  man  einfacher  ^'  —  ^i  =  p  und  v^  —  v  =  p% 
wo  also  p  und  p^  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  gehn  die  Gleichungen 
8)  über  in: 


9) 


4pK 
M 


=  4gL-\-ViVi, 


10)    1=  ^  +  Mi 

^     M       pK^  2pK' 


2p' KU 
M 
\^  _ 


==  4g' L-^  2h' Vi, 
2g' L      h'L' 


p'K'i  '  p'K' 


Der  doppelte  Werth  von  M  giebt: 


11)     ^^-f^^'^' 


2^'Z      h'L' 


pK'  2p  K        p'K'i  •  p'K' 
Nimmt  man  zuerst  mit  Abel  an,  dass  k  und  /  ächte,  positive 


Enueper,  ellipt.  Functionen. 


16 
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Brüche  sind,  also  Ä,  K%  L  und  V  reelle,  positive  Quantitäten  be- 
deuten, so  giebt  die  Gleichung  11)  durch  Trennung  der  reellen 
und  imaginären  Theile: 

gL_  ^  Ä^Z'      }ilf_  _  _ V£ 
pK  ~  p'K''    2p K  ~       p'K' 
oder: 

gK^  _  h^      hK'V  _  _  V 
^      pK        p'V      pKL  // * 

Diese  Gleichungen  bestehen  entweder  gleichzeitig,  oder  eine 
derselben  verschwindet  identisch,  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungen 
auf  eine  reduciren.  Es  werde  zuerst  dieser  zweite  Fall  betrachtet. 
Dann  ist  ^'  ==  0,  ä  ==  0  oder  ^  =  0,  h'  =  0.  Für  ^'  =  0,  h  =^  0 
giebt  die  erste  Gleichung  9)  in  Verbindung  mit  der  ersten  Glei- 
chung 12): 

n^     1  ==  ^       iE    =  I!l£. 
^      M        pK'       pK  p'L' 

Für    den    vorstehenden  Werth   von  M  wird  die  Difterential- 

gleichung  2): 

14)  <^y  _  ^  ^^ 

l/(l— y2)(l_/2^2)  ;?Ä'/(l_^2)(l_^.2^2)* 

Die  Annahme  ^  ==  0,  ä'  =  0,  führt  aus  den  zweiten  Gleichungen 
9)  und  12)  auf: 

^     M       p'K'f     pL  p'K'' 

Für  den  vorstehenden  Werth  von  M  wird  die  Differential- 
gleichung 2): 

16)  ^y  _   V^  <^^ 

Setzt  man  in  der  Gleichung  16): 

ZI 


17)     X  = 


so  geht  dieselbe  über  in: 

dy  2g^L  dz 

l/(l  —y^)  (1  — Fp)  "~  />'^'  /(l— z2)(l— Ä'2^2)- 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Gleichung  14)  nur 
durch  Vertauschung  von  k  mit  A:',  durch  dieselbe  Vertauschung  geht 
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die  zweite  Gleichung  13)  in  die  zweite  Gleichung  15)  über.  Der 
Fall  ^  =  0,  h'  =  0  lässt  sich  also  mittelst  der  Gleichung  17)  auf 
den  Fall  g'  ==  0,  h  =  0  reduciren. 

Bestehn  die  Gleichungen  12)  gleichzeitig,  so  ergeben  sich  ftir 

—  und  -=  constante  Werthe;  mithin  auch  für  die  Moduli  k  und  /, 

L  K 

welche  nicht  mehr  ganz  beliebig  sein  können.    Man  findet  leicht: 


wo  g^  oder  h  negativ  sein  muss.  Wenn  dieser  Fall  nicht  die  Be- 
deutung der  vorhergehenden  Fälle  hat,  so  ist  doch  die  von  Abel 
angewandte  Behandlung  von  grossem  Interesse.    Nach  10)  ist: 

1  gL  .    hVi 


M       pK~^ 

'    2pK' 

da  nun  nach  12): 

hV 

2g^L 

2pK 

p'K' 

so  ist  auch: 

}_  _  gL  ,  ^g'L 

M       pK'^p'K't 
Setzt  man   diesen  Werth  von  M  in  die  Differentialgleichung 
2),  so  ist: 

19)   r,..       'l     _;^f£|+VXA 


|/(1_^2)(1__^2^2)  \pK         p'K'iJ   ^/(1_^2)(1_;^2^2)* 

Man  setze  nun  mit  Abel: 

20)  ^^  _^  ffL  dx 

\/{l—v'^){l—Pv^)        pK  \/(\—x'^)(l—k'^x^y 

^.s     drv 2/Z  dx 

l/(l— ^2)(i_/2^2)  ~  yWi  l/(l_a;2)(l_Ä:2^2)' 

dann  wird  die  Gleichung  19): 

dy dv  drv 

l/(l—?/2) (1-/2^2)  "~  /(l=^2j(ril^      l/(l—w;2) (1^112;^ 

Hieraus  folgt  nach  dem  Additionstheoreme  von  Euler: 
22^     ^  _  t;|/(l -^^2)(r_/2^2)  J^rv\/Jl  — i;^) (1  — /2^2) 

^       ^  l_/2j,2;i,2 

16  ♦ 
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Lassen  sich  v  und  w  aus  den  Gleichungen  20)  und  21)  in 
Function  von  x  ausdrücken ,  so  giebt  die  Gleichung  22)  y  in 
Function  von  x.  Die  Gleichungen  20)  und  21)  fallen  mit  den 
Gleichungen  14)  und  16)  zusammen. 

Sind  k  und  /  positive,  ächte  Brüche,  so  hängt  die  Transfor- 
mation wesentlich  von  der  Integration  der  Differentialgleichung 
14)  ab,  mit  der  Bedingung  nach  13): 


—  n 


Da  nun  /,  /',  L  auf  dieselbe  Art  von   e       ^    abhängen,    wie 
k,  k'  K  von: 


und  nach  23): 


K' 


so  folgt,  dass  der  Werth  von  /  sich  aus  dem  Werthe  von  k  ergiebt, 

ü 
wenn  in  demselben  q  ersetzt  wird  durch  q  ^ ,  wo  (i  und  v  positive, 

ganze  Zahlen  sind.  Dieses  ist  das  Resultat,  zu  welchem  Abel  in 
der  bemerkten  Abhandlung  gelangt.  Dass  die  Bedingung,  enthalten 
in  der  Gleichung  23),  nicht  allein  nothwendig,  sondern  auch  hin- 
reichend ist,  beweist  Abel  auf  eine  sehr  schöne  Art  durch  Anwendung 
des  Satzes  von  Cotes  auf  die  Factoren  der  unendlichen  Producte, 
welche  die  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  bilden. 
Die  hierbei  nöthigeu  Betrachtungen  sind  im  folgenden  §  ausführlich 
behandelt. 

Um  von  vorneherein  eine  unnöthige  Complication  der  Rech- 
nungen zu  vermeiden,  sollen  einige  Vereinfachungen  bei  der  Be- 
handlung des  Transformationsproblems  angemerkt  werden,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  in  23)  enthaltene  Bedingung,  zur 
Integration  der  Differentialgleichung  14)  hinreicht. 

Dem  Modul  l^  und  seinem  Complemente  /j '  mögen  die  Integrale 
Zi  und  L/  entsprechen.  Man  ersetze  die  Gleichung  23)  sowie  die 
Gleichung  14)  durch  die  folgenden: 
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^ns  dt  ^Zi  fite 


27) 


1/(1  _/2)(l_/j2^2)  Ä"   l/(l_^2)(l_P^2) 

6?^  pLi  dy 


/(l_^2)(l_^^2^2)  Z    l/(l_^2)(l_/2y2)- 

Der  Voraussetzung  nach  lässt  sich  nach  24)  in  26)  t  algebraisch 
dui*ch  X  ausdrücken,  und  ebenso  ist  nach  25)  aus  27)  t  eine  alge- 
braische Function  von  y.  Die  Gleichsetzung  beider  Werthe  von  t 
führt  auf  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y.  Die  Gleichung 
14)  folgt  aus  der  Gleichung  26)  für  l=k  und  ;?  =  1.  Es  soll 
im  Folgenden  der  Einfachheit  halber  p  =  \  genommen  werden. 

An  Stelle  der  Gleichungen  12)  und  14)  treten  dann  die  fol- 
genden : 


2s) 


dy^ L  dx 


wo  g  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.    Ist  g  ein  Product  von 
Factoren,  so  sei: 


g  =  ni.n2.n^...7i^y 


wo  nx,n2...n    Primzahlen  sind. 

Die  Integrale,  welche  einer  Eeihe  von  Moduln  l,  l^,  l2,.>l^_. 
und  deren  Complementen  entsprechen,  seien:  Z,  L^,  Li..,  L  _.  und 
L 1  ^  u  L\y . . .  L^y_y 

Die  Gleichungen  28)  ersetze  man  durch  die  folgenden: 

dy      ^^^   =  n  ^  ^^^ 


l/(l_y2)(l_^2^2)  Zi    /(l_y^2)(l_^^2y^2)' 

L'  L\ 

dyi  _  ^,  Xi  dy^ 

)l2 


m-yi'){^-h'yi')         ^^  \/(i-y2'){^-h'y2'y 


1^1  Li 
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^y^>-^  ^..-1  äx 


V — l  V- 

n 


=    71     -=. 

V — 1 

Lassen  sich  diese  Diiferentialgleichungen  algebraisch  integriren, 
so  reducirt  sich  die  Herstellung  der  Gleichung  /Xy,x)  =  0  auf  die 
Elimination  der  Quantitäten  y^,  y.j,...  y  _.  zwischen  einem  Systeme 
von  V  algebraischen  Gleichungen.  Der  einfachste  Fall  der  Gleichung 
28)  setzt  also  g  als  Primzahl  voraus;  da  sich  alle  andern  Annahmen 
auf  diesen  Fall  reduciren  lassen^  so  bleiben  nur  die  beiden  Voraus- 
setzungen übrig  g  ===  n,  wo  n  eine  ungrade  Primzahl  ist,  und  g  =  2, 
Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  28)  x  und  y,  ferner  k 
und  /,  so  folgt: 

dy  Z dx 

l^  — ^^)7l— /2^2)  ~  gK  /(l— a:2)(l— Ä^^?)' 

^  ^  K 

L        gK 
\ 
Es  ist  also  g  viü  ~  übergegangen.    Für  die  einfachsten  reellen 

Transformationen  geht  also  q  über  in: 

1 


t,  Q\  Q 


%  lA, 


wo  n  eine  ungrade  Primzahl  bedeutet. 
Die  von  Abel  gefundene  Relation: 

findet  sich  auch  bei  Legendre  auf  anderem  Wege  dargestellt.  (Fonct. 
eil.  Supplement,  p.  17,  19.  u.  f.) 

§  37.    Die  Theta-Functionen,  für  welche  q  durch  ^^  ersetzt 

ist.     Die  erste  reelle  Transformation  von  Jacobi. 

Uebergang  vom  grösseren  zum  kleineren  Modul. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 
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so  ist: 


1)       ^(x,q)  =  (p{q)  ff  {i  —  2q^'~^Q0^2x-\-q^'~% 

In  dieser  Gleichung  werde  x  durch  7ix  und  q  durch  q"'  ersetzt. 
Es  ist  dann: 

S  =  cr> 

2)     ^  {nx,  q'')  =  (p  (q")  JJ  (1  —  2q<^'-^)  cos  2nx  +  ^«(^^-2) ). 
s  =  l 

Der  Einfachheit  halber  sei  n  eine  ungrade  Primzahl.  Bei 
dieser  Darstellung  drängt  sich  fast  von  selbst  der  Gedanke  auf, 
jeden  Factor  des  unendlichen  Products  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  2),  mit  Hülfe  des  Theorems  von  Cotes  zu  zerlegen. 
Die  Ausführung  dieser  geistreichen  Idee  hat  zuerst  Abel  gegeben, 
die  ungemeine  Leichtigkeit  auf  diesem  Wege  das  Problem  der 
Transformation  zu  behandeln,  hat  Jacohi  schon  sehr  frühe  erkannt, 
wie  ein  Brief  desselben  vom  Jahre  1828  an  Cr  eile  zeigt,  welcher 
unter  dem  Titel:  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques" 
im  dritten  Bande  (p.  303  —  310)  vom  Journal  für  Mathematik  ab- 
gedruckt ist. 

Nach  dem  Theorem  von  Cotes  ist  bekanntlich: 


3)  1— 2i?«cos2na;-{-j9'^" 

r=n — t 

n 

r=0 


1— 2/?cos2(.t;  + 


">'-]  - 


M— 1 


// 


1— 2pcos2(.x'-{-  — )-|-i;2 


Durch   einige  einfache   Transformationen   lässt   sich   auch  fol- 
gende Doppelgleichung  aufstellen: 


4) 


«— 1 


// 

0 

«—] 

2 

n 


1  —  2jf>"  cos  %i  x  +  p^''  = 
1— 2i?  cos  2^:1:  +  ^^  W;?2 


«— 1 


2j,^^^i[cc  +  '^^]+p-^ 
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Wendet   man   die   Gleicliung    3)    auf   die    Gleichung*    2)    an, 
so  folgt: 

r=/i — 1  s=<x> 


r==0      5=1 


1—2^2^-1  COS  2 


h'^y^- 


n— 1 


2  5=00 


fir)  n  n 


n-l     s=\  l- 


rüi 


1  —2^2.-1  cos  2  Lr  +  -^    +  ^''- 


Man  erhält  hieraus  unmittelbar: 


n—\ 


und; 


5)     Hn^,r)  =  ^.-nH^  +  ~,<i) 


6)      *  („0.,  ,»)  =  J(Ö .  ^^  <,  (^  +  ?^,  ,). 


Jl 


Ist  ?^  nun  eine  ungrade  Zahl,  setzt  man  x-\--^  statt  x  in  den 
Gleichungen  5)  und  6),  so  gehn  dieselben  über  in: 

7)      *3  {nx, r)  =  ^7l *3  («^  +  '■^,  ?)  , 

Es  ist  allgemein: 

9)      ^3  (z  +  |logp,  jö)  =  p-^e^^^,  {z,p). 
Für  z  =  wo;  und  q  =  q^  folgt: 
10)     ^3  (^^  +  \  log  ^%  ^")    ==    ^9-3  Lx  +  ^  logp,  q-\  == 


4   _nxt 


In  der  Gleichung  7)  setze  man  x-{-~^\ogq  ^i2^iix.    Das  rechts 

stehende  Product  der  Functionen  ^3  geht  in  das  analoge  Product 
der  Functionen  ^2  Hber  mit  dem  folgenden  Factor  multiplicirt : 
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n—l 


(  q-^^y^e^^^  +  [  l  +  2  +  .  .  +  (W  —  1)]  TT«    ^^  4  ^nxi   Q 


2 


7t« 


Da  nun  n  ungrade,  also  — ^ —  ganzzahlig,  so  ist 


(-1) 


2 


Mit   Rücksicht   auf  die   Gleichung    10)    erhält    man   aus   der 
Gleichung  3): 

11)  *.(„..,  t)  =  (-ip'  ^» ^*^ (-^  +  "'  *) • 

Auf  ganz  analoge  Weise  leitet  man  aus  der  Gleichung  8)  die 
folgende  ab: 

n—l 

12)    *.(-,rt  =  ,gg^^.'^.(-  +  '^,.)- 

2~ 

Es  ist^2(^-l-^^Y^'^)  ^  — (— l)'"^iW'  oder  2m  4-1  =  n 
gesetzt : 

*.{z+f)  =  -(-1)"^  *.(.). 


In  den  Gleichungen  11)  und  12)  lasse  man  .t  um -^  zunehmen. 
Da  nun  n  ungrade,  so  ist  ( — 1)«  =  — 1.  Es  ergeben  sich  so 
unmittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

13)    ,.^,(„x,rt  =  gg)^.'^,(^  +  ^,,), 

»—1 

.4)     *,(-,.»)  ^gjl//>,(x  +  ^,*)- 


n—l 

2 


Aus   den   Gleichungen   5),  7),  11)   und   13)  erhält  man   durch 
Division : 
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15) 


^i{nx',  q")  ^    Vi 


^1 


0  ^ 


,    rüt 


,   rjt 


^« 


0       #• 


^(/^^,  ^'') 


,   rjt 


n-  1    ^9-3 

/i 

0     ^ 

,   r:jt 

Zu  einem  analogen  Systeme  geben  die  Gleichungen  6),  8)^  12) 
und  14)  Veranlassung,  nämlich  zu  den  folgenden: 


16) 


M^ix,  q-) 
&{nx,  q-)          ^ 

^^{nx,  q^) 
^{nx,  q-) 

Hnx,  q-) 
Hnx,  q-) 

n—l 
n-1       2      ^j 

,  rjt 

2 

.  rjt 
,  r:jt 

11 

,  rjt 

.  rjt 

11 

.  rjt 

Geht  q  in  q""  über,  so  mögen  k^  k%  K  respective  in  /,  /'  L 
tibergehn.  Diese  Quantitäten  sind  dann  durch  folgende  Gleichun- 
gen definirt: 


n)   fi  -  PM,  \/i'  =   ^^''^ 


=  ^^3(0,  q^). 


^3(0,  g'^)' '         M^hrY  V  :Jt 

In  den  Gleichungen  15)  ersetze  man  die  Quotienten  der  Theta- 
Functionen  durch  die  elliptischen  Functionen,  also; 


-1) — 1-£-^  =  i//smam 


^(nx,  ^") 


2nLx 


ji 


l 

—  cos  am 
i 


%iLx 


üt 


,  l 
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Jam 


'2nLx 


jt 


1/^ 


Der  Einfachheit  halber  soll  der  Modul  k  nicht  mit  angemerkt 
werden.    Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  nun  schreiben: 

n— 1 


18) 


smam 


cos  am 


2)1  Lx 


Jt 


=  I/t  II 


sin  am 


2K 


Jt 


x-{- 


VJt 


'In  Lx 

Jt 


cos  am 


(-')'l/S^//- 


.r  + 


rjr 


Jam 


2nLx 


Jt 


n— 1 


//^ 


am 


2/^^ 

.'^^1 

.r-h  — 

JT 

L      ^^  J 

2Ä::r 


Nimmt  man  zur  Vereinfachung  ^^^-^^  ==  w  und  setzt  mit  Jacohi: 


19)     f 


SO  nehmen  die  Gleichungen  18)  folgende  Formen  an: 

n-l 


20) 


smam 


cos  am 


-  / 


-   l 
M' 


-VjJJ'' 


-(.-') 


smam 


u-\~ 


2rK 

n 


«' 
/A:'« 


// 


cos  am 


w-f 


2rK 


Jam 


n—l 


=  \/l  11^ 


k'"" 


am 


u  -|- 


2rK 


Auf  ganz  analoge  Weise  erhält  man  aus  den  Gleichungen  16): 


21) 


sm  am 


cos  am 


Jam 


-   / 


w-*-l  /  —       n 


-(-ir  l/*7///^-' 


ra 


.   2rK 

u  -\ 

n 


-  / 


kV/_ 
T 


n 


cos  am 


u  + 


2rK 


=  l/ir„7/^am 


U  + 


2rK 


Es  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  Gleichungen   aufstellen,   in 
welchen  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  in  etwas 
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anderen  Formen  auftreten.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  man 
den  Satz  von  Cotes  auf  das  unendliche  Product  für  d-{nx,  ff)  in 
Anwendung  bringt,  in  der  Form,  wie  derselbe  in  der  Gleichung  4) 
enthalten  ist.  Es  soll  nur  ein  System  hier  angemerkt  und  direct 
abgeleitet  werden. 

Unterscheidet  man  je  nachdem  r  grade  oder  ungrade  ist,  so 
folgt  leicht: 


w— 1 

jTI  sin  am 


w— 1 
2 

TT  sin  am 

0 


u  + 


4rK 


n 


2rK' 


sm  am 


2(2r  — 1)Ä" 


Da  sin  am (w -|- 2A')  =  — mnsimrv,  so  kann  man  auch  setzen; 


n 


smam 


u-\- 


n— 1 


(-1)"  7/si 


sm  am 


2(2r~l)Ä' 


2(n-{-2r--i)K' 


Nun  nimmt  n-\-2r — 1  die  graden  Werthe  von  w+l  bis  2(n — 1) 
an,  wenn  r  die  Werthe  von  1  bis  — x—    durchläuft.     Es  ist  also 


auch: 

w— 1 

2 

Ti  sin  am 

1 

und  folglich: 


n— 1 

Jj[  sin  am 


2(2r— 1)^" 


w-l 


( — 1)       /r  sin  am 

M+l 


u-j- 


4rK' 


u  + 


2rK 


n — 1      w — 1 


=  (-!)'    //^sinam|^w+-^ 


Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  beiden  übrigen  Glei- 
chungen 20)  an,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  durch  die  folgen- 
den ersetzen: 
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22) 


sin  am 


cos  am 


u 

Jr 

'  u 

Jf 


=  (-1) 


n— 1  / —     «— 1 


ArK 


-  ][  cos  am 


z/am 


i1[f 


,^ 


Ik 

0 

IT    «—1 


—  i  i  mn  am   ?/  H 

/  ^.*  L       ^^ 

Ar  Kl 

u-i L 

n  J 


am 


u-\- 


4r  A'1 
n   J* 


Nach   19)  ist  —  =  7iL.    Man  hat  ferner  sinam[(2w-|-l)Z, /] 

K— 1 

=  ( — 1)"%  also   2m +1    =  n  gesetzt,   sinam(/iZ, /)  =  ( — 1)  ^  . 
Mit  Rücksicht  hierauf  giebt  die  erste  Gleichung  22),  u  =  K  gesetzt : 


23)     1 


k^   VV^     .               \rK 
—   //    sm  coam  = 


\rK 


// 


/   ±r       ^       ArK' 

0        ZI  am 

n 


Die  erste  Gleichung  22)  diiferentiire  man  nach  u,  setze  darauf 
M  =  0.  Zur  Bestimmung  von  M  ergieht  sich  hieraus  folgende 
Gleichung: 


24)    l  =   (-1) 


n— 1 

2~ 


k-    „   .  ArK 

—   /  /  sm  am 

7     Ä-l  n 


Die    beiden    letzten  Gleichungen   22)  endlich    geben,    u  =  0 
gesetzt  : 


25)     1  = 


A:«/'    ri              ArK     ,  \       V     "L},        ArK 

777-   // cosam ,   1   =    /  777   1 1  Aam — . 


In  den  Gleichungen  23)  und  25)  kann  die  Multiplication  in 
Beziehung  auf  r  von  r  ==  1  beginnen,  da  dem  Werthe  r  =  0  nur 
die  Einheit  als  Factor  entspricht. 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren,  welches  2?ur  Herstellung  der 
Gleichungen  23),  24)  und  25)  diente,  auf  die  Gleichungen  21)  an, 
so  findet  man  leicht: 
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26) 


M— 1 

lll 


sm^  coam  =  1  /  y 


// 


cos  am 


2rK 


Jam 


2rE 


M  ~ 

n— 1 


»—1 
2 


-   //  sm^arn , 


-7/cos^am— ,  1  ^\J-llA- 


Ik 


Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 


am 


2rZ 


27) 


/  =   Ä:" 


2A^  4J5^  w— 1     ^4 

cos  am  —  cos  am  — cos  am K 

n  n  n 


V  = 


M 


J  am  — J  am  — J  am K 

n  n  n 


/  .        2K    .        AK         .       n—l\^' 

Mam  —  J  am  —  ....ziam K] 

\  n  n  n       J 


2K  .  AK 

sm  am  —  sm  am  — 
n  n 


n—\  ,. 
smam K 


2K    .  AK 

sm  coam  —   sm  coam  — 
n  n 


71 1 

sin  coam  K 


Durch  diese  Gleichungen  sind  /,  /'  und  M  in  Function  von  k 
bestimmt.  Trennt  man  in  den  Gleichungen  21)  die  positiven  und 
negativen  Werthe  von  r,  so  lassen  sich  dieselben  mittelst  der  Glei- 
chungen 26)  auf  folgende  Art  schreiben: 

28) 
«-1  .  /t 

-TT-  ftin  am  l  - 


smam 


cos  am 


/u     \         sin  am  w  ^^  \ 


2rK ,     \    .         nrK      \ 

sm  am  i  • \-u   sm  am u 

n        1  \n        j 


sin^  am 


2rK 


&')= 


n-i              l%rK 
■j-  cos  am  I 

cos  am  z<  JJ >  ^^^ 

1  cos2  am 

n 


\rK      \             ßrK  ^     \ 
u   cos  am h  u 

^        /  \  ^         / 


n-i  ^        ßrK ,     \  .       ßrK      \ 
J  am  ( — ,  /  j    =     J  am  w  yy ^^  ^ 


J2am 
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Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  mittelst  der 
Formeln  des  §  24  für  sinam(a-j-?<).sinam(tt — u)  etc.  transformiren. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

?/  =  sinamf -— , /j,    o:  =  sinam(w,  Ä-), 

oder : 

f^  dt  _   u         r^  dt  _  ^ 


0 

folglich : 


1  /(i-^^)(i-wo  *^  1/(1 


<?x 


0 ^0       .-         ^-^Xl-^^^^) 

so  geben  die  Gleichungen  28)  zwischen  x  und  y  folgende  Relatio- 
nen, in  denen  zwischen  /,  /',  y¥,  k  und  k'  die  Gleichungen  27)  statt- 
finden : 

«-1              .  ,       IrK 
T  sm^  am 

1     1  — /:2^2  gii^2  ajn 


30) 


1 


X' 


n-i              .  ,            2rK 
~T~  sm2  coam 

ff^.  =  1/1=^-^  II       .^  .  ^    L^, 

1     1  —  k^x^  ^m^am. 

n 

^~   1  —  k^x^  sm2  coam 

1        1  —  k^x^  sin'^  am 

n 

Diese  Beziehungen  zwischen  den  Variabein  x  und  y  hat  zu- 
erst Jacobi  aufgestellt  in  einer  seiner  frühesten  Publicationen  über 
die  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  in  der  schon  erwähnten 
Abhandlung  „Demonstratio  theoremat.  ad  theor.  funct.  ellipt.  spec- 
tantis"  (Astron.  Nachr.  t.VI.  1828  p.  133).    Da: 
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für  wachsende  n  abnimmt,  also  /  gegen  Null  convergirt,  so  wird 
durch  die  Transformation  der  Modul  verkleinert,  wie  auch  aus  der 
ersten  Gleichung  27)  hervorgeht.  Aus  diesem  Grunde  nennt  Jacohi 
den  Uebergang  von  q  zu  ^"  die  Transformation  des  grösseren 
Moduls  in  den  kleineren  (Fund.  p.  56).  Aus  allgemeineren  Unter- 
suchungen hat  Abel  die  eleganten  Resultate  von  Jacohi  hergeleitet 
in  einem  Zusatz  zu  den  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques" 
(Grelle.  Journal,  t.  3  p.  187.  Oeuvr.  1. 1  p.249).  Weitere  Betrach- 
tungen und  Anwendungen  der  Gleichungen  30)  findet  man  bei 
Legendre,  (Supplement  p.  3  u.  f.).  Die  obige  Art  der  Herleitung 
der  Gleichungen  27)  und  30)  aus  der  Theorie  der  Theta-Functionen 
verleiht  denselben,  in  Folge  der  Entvvickelungen  des  §  21,  eine  be- 
deutend grössere  Allgemeinheit,  hinsichtlich  des  Werthes  des  Moduls, 
als  dieselben  nach  den  Untersuchungen  von  Abel  haben.  In  den 
Theta-Functionen  hat  q  nur  der  Bedingung  für  die  Convergenz  der 
Reihen  zu  genügen,  kann  also  auch  einen  complexen  Werth  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  27)  und  30)  nicht  nothwendig 
für  k  einen  reellen  Werth  voraussetzen.  Es  soll  für  das  Folgende 
angenommen  werden,  dass  der  Werth  von  q  nicht  nothwendig  reell 
ist  und  nur  der  Bedingung  unterworfen,  dass  lim^**  ==  0,  wenn  n 
unbegränzt  zunimmt.  Diese  Annahme  gestattet,  einige  Betrachtun- 
gen, welche  sich  auf  Transformationen  beziehn,  sehr  zu  vereinfachen. 

Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  30)  lassen 
sich  in  Beziehung  auf  x^  =  sin^amw  in  Partialbrüche  zerlegen. 
Da  eine  directe  Rechnung  sehr  beschwerlich  ausfallen  würde,  so 
soll  ein  einfaches  Verfahren  angegeben  werden,  die  bemerkte  Zer- 
legung mit  Leichtigkeit  ausführen  zu  können. 

Die  beiden  Gleichungen: 

q  =  e       '^,    ^«  =  e        ^ 
und  die  Gleichung  19),  nämlich; 

!^  =  1 
K  ~^  M' 
geben: 

„..        K  L       K  -^  K  .     K  ^ 
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u 
Für  u  =  K'  ist   also    -  =  L\    In  den  Gleichungen  30)  setze 

man  wieder: 

X  ==  sni  am  tc,     y  =  sm  am  (  — ,  n  • 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  durch  Zerlegung  in  Partialbrtiche ; 

sin^amw 

M^in  am   — ,  /  2  sm^  am- 


M'   /  rr  n 


32)    __V«_i  =     // 

1     1  —  k^  sm2  am  u  sm^  am 

n— 1 

1    1  —  k-  sm^  am  m  sm^  am 

n 

Um  ^r  zu  finden  multiplicire  man  auf  beiden  Seiten  mit: 

.       70    •  o            •  o       2rÄ^        .  sin^amz^ 

1  — k^-  sm^amw  sm^am =  1  — 


n  .  ,       ßrK 

sm^  am  I 


n  / 

und  setze  u  =  -^^ — \-iK\    Man  nehme  zuerst  u  ==  £-\-  —  +iIC\ 
n  n  ^ 

also  nach  31): 


l=^+^rL+W. 


Man  erhält  dann,  e  =  0  gesetzt,: 

iWsin  am  (^+  IrL  +  «X',  A 
Ar  =  lim ) ^—. ^-^x 


smam 


1  —  Ä:2  giii2  am  ( £  H h  2  A"  J  sin^  am 


IrK 

n 
oder  einfacher: 

(-1)^;^.^        sm^am(^.+  — j-^sm^am_ 
^''  -  *"'\~:      /    2rA^\  :      77-^\ 

/smam   £H smam    ~,  / 

Nach  leichter  Rechnung  folgt: 

33)    Ar  =  2( — 1)^—— cos  am — Jam 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  17 
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Multiplicirt  man  in   der  Gleichung  32)  auf  beiden  Seiten  mit: 

«— 1 

JJ ll — k^sin^Simu  sin^am— ), 

und  vergleicht  die  Coefficienten  von  (sinamw)"-^  so  folgt  für  Aq 
die  Gleichung: 

n — 1  B— 1 

1    sm^am  —  i 

n 

oder: 


2ir  A^K 

sin  am  —  sin  am  — ....  sin  am 
n  n 


n       \ 


In  Folge  der  Gleichungen  27)  ist  einfacher: 

Setzt  man  diesen  Werth  von  A^  und  den  Werth  von  Ar  aus 
33)  in  die  Gleichung  32),  multiplicirt  mit: 

l 
kM'^ 
so  erhält  man  schliesslich: 


smamw 


35)     -nr^sinami^TL,  / ) 
^     kM  \M'  ) 


^               .                        IrK  .       IrK 
2  smamwcosam Jam- — 

sinamw  +  2]^(— 1)^ ^' 

1  1  —  Ä:2  sin^amw  sin^am  — 

n 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art 
noch  etwas  transformiren.    Man  setze  zur  Abkürzung: 

"}=}              ,                       ^rK  ^       IrK 
2  sm  amw  cos  am A  am 

35)    S=22(-l)^ ?5 ^. 

1  1  —  k'^  sin2  am  w  sin^  am 

n 

In  dieser  Gleichung  setze  man  r  =  n  —  s^  dann  ist: 
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n—\  sinamMCosam  2ä^ Mam  2Ar 

36)  s^i^i-xy ^ ^^^^- 

2±.i  1  —  A-2  sin2  am  u  sin2  am  f  "IK j 

Da  n  ungrade,  so  ist  (—1)"-*  =  (—1)«+^  =  —(—1)*.    Setzt 

man  rechts  in  36)  wieder  r  statt  s,  so  ist  auch: 

2rK  ^       IrK 
n—\  sm  amw  cos  am A am  — 

.     s^i^i-^r -~^- 

^1  1  — K^  sin^amw  sin^am  — 

2  n 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  35)  addirt,  dann  durch  2  divi- 

dirt,  giebt: 

IrK  ,       IrK 
w— 1  sm  amw  cos  am A  am  — 

37)  5=2(-0^ --^ 2^- 

1  1  —  Ä:^  sin2  am  u  sin^  am 

n 

Trennt  man  in  der  vorstehenden  Summe  die  graden  und  un- 
graden  Werthe  von  r,  so  ist  auch: 

2  smamwcosam Jam  — 

^=2 ~ — ^ 

1      1  —  k^  sin^  am  u  sm^  am  — 

n 

^^    .                        2(2r— l)iir    .       2(2r  — 1)^ 
Ä    smamw  cosam— ^^ —  Jam—^^ ^— 

'^  n  n 

~^  ;  2(2r— 1)^^ 

1  1  — li^  sm^  amw  sm^  am  — ^^ ^— 

n 

In    der    zweiten   Summe    setze    man:    cos  am -^ ^   == 

n 

—  cos  am   2/r ^^ —    ==  —  cos  am  -^^ ^—  und  ana- 

\  n  J  n 

log    transformire    man    die    Argumente     von    A  am  -^^ —y 

sin  am  -^^ ^— .    Es  nimmt  dann  n  —  2r  +  1  alle  gradzahligen 

Werthe  an  von  2  bis  n  —  1 ;  die  zweite  Summe  ist  also  gleich  der 
ersten,  und  mithin: 

Ä    sm  am  u  cos  am  —  A  am  — 

38)  5=22 ^ ^- 

1     1 — /f2giji2amw  sin^am  — 

n 

17* 
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Wegen  der  Gleichungen  35),  37)  und  38)  lässt  sich  die  Glei- 
chung 34)  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen: 


smamw 


39)    ^.mam(|,/) 

n— 1 
+  2(-l) 


sin  amw  cos  am  —  A  am  — 


1  —  /f2  gi]j2  amw  sin^  am 


2rZ  ' 


40)     7-risinam{--,  /)  = 


smamw 


+1^ 


ü=i    .  4rÄ'.       4rÄ' 

sm  am?^  cos  am  —  A  am 

n  n 

—- —  ^-^ 


1      1  —  k'^  sin2  am  u  sin^  am 


Es  ist; 


sin  am  (w  +  «)  +  sin  am  {u — a)  = 


2  sin  am  u  cos  am  «  zl  am  a 
1  —  k^^  sin2  amw  sin^  am  a 


Nimmt  man  a  == 


4rK 


so  giebt  die  Gleichung  40): 


41)    J^si„am(^,/) 


2 


Sin  am  w 


+  2si 


smam  z<-|- 


4rÄ^ 


n—l 

2 


4-  ^^  sm  am  (  u 1 . 


Da  nun  sin  am  (w^  +  4ä")  ==  sin  am;?;,  so  ist  auch: 

i— 1 

4rÄ^ 


2 


yj  smam  i< =  ^ si 

1  L         ^  J  1 

n— 1 

2  r 

^^  sin  am  w 


smam 


u  +  iK— 


+  4^?=^Z 


n — 1 

^^  sin  am 


2 


u-\- 


n 


ArK 


Die   Gleichung   41)   lässt   sich   hierdurch   auf  folgende   Form 
bringen: 

n—\ 


42)     r^^sin  am 

^    kM 


M 


.1 


==    7i  smam 


,  4rÄ 

u\ 

n 


26t 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  30)  lassen  sich  ganz  auf  die- 
selbe Art  wie  die  erste  transformiren ;  da  eine  Ausführung  der 
vorkommenden  Rechnungen  eine  fortwährende  Wiederholung  der 
Operationen  sein  würde,  welche  zur  Herstellung  der  Gleichungen 
34),  39),  40)  und  41)  dienten,  so  sollen  die  betreffenden  Gleichun- 
gen, in  Verbindung  mit  den  bemerkten  Gleichungen,  ohne  weitere 
Ableitung  aufgestellt  werden. 


43) 


kM 


sin  am 


M' 


2 


smam 


u  +  2^i-iy 


IrK  '2rK 

sin  am  w  cos  am  —  Jam 

n  n 

1  —  k'^  sin2  amw  sin^  am  — 


kM 


cos  am 


cos  am 


«^  +  22(-l)^ 


cos  am  w  cos  am 


2rK 


1 — k'^  sin2  amw  sin^  am 


2rK 


— ,z/am 
M 


Jamw Jam 


2rK 


Jsimu  +  2 


1  —  k^^  sin2  amw  sin^  am 


2rK 


Der  Gleichung  42)  entsprechen  folgende  Gleichungen 


44) 


J_ 
kM 

kM 
1 


sm  am 


cos  am 


u 

Jr 

'  u 


n—\ 
=  ^  sin  am 

0 


M 


z/am 


-    / 


"       ArK~\ 
u^ , 

n  y 

==   >  cos  am  u-\ , 

"V  Jam 


^rK 


K 


Nach   31)   ist  --  =  nL\  lässt  man  in  der  Gleichung  40)  u  um 
K  zunehmen,  so  geht  die  linke  Seite  über  in: 
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kM  L^  J  ^       ^     kM     .       Vu 

J  am    — ,  / 


IM' 


Durch  die  bemerkte  Aenderung   des   Arguments  ergiebt  sich 
aus  der  Gleichung  40)  die  folgende: 

w— 1 

( —  1)  ^  /  cos  am 
45) 


-   / 

M' 


M  AsLm 


n— 1 


k  cos  am  u 


2      cos  am w  Asunu  sincoam 


n 


/isimu 

1 

Nun  ist  aber: 

^cosamw 

JsLmu 

folglich : 

n— 1 

( —  1)  ^  /COS am 

&'] 

4rÄ^ 

1 — A:2  sin^amw  sin^coam 

n 


,,      1  -f  /rsmamw 

c?log.       ,    . 

1        ^1  — /rsmam^ 

J  du 


«— 1 

2 


<^log 


1  _!_(_!)     /sin  am 


J/ 


,1 


M  Jam 


-   l 


1  ~(— 1)  '^  /sin am 


M' 


du 


Durch  Integration  und  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu  den 
Zahlen  erhält  man  aus  45): 


w— 1 

2 


l-i-( — 1)      /sin  am 


-   / 


1 — ( — 1)      /sin  am 


M'' 


.    .   , — '. •      2      1  -f-  /f  sin  am  u  sin  coam 

l  +  Ärsmamw    ^r  n 


1  —  Äsinamw 


1  —  ^  sin  am  w  sin  coam 


n 


n 


Man  bilde    das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung-,  lasse  u 

u 
um  iK^,  also  —  um  iX',  zunehmen.    Es  folgt  dann: 
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smam 


smam 


n— 1 
2 


n— 1 

2 

Sin  am  w  -f  1    rx 
ßinamw — 1  -'r 


sin  am  w  +  sincoam 


4rjr 


smamw  —  smcoam 


^rK 


oder  auch: 


n— 1 


1  -h  (—  1)      sin  am 


M 


n—l 


1  — (— 1)  '  sinaml^, /J 


1  -f-sinamw 
1 — sinamw 


n — 1 


// 


Sin  coam 


-f-  sin  amw 


4r^ 

sm  coam sm  amw 

n 


Durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  folgt: 


n— 1 
2 


47) 


14-(— 1)      sin  am 


il/' 


»— 1 

2 


1 — ( — 1)      sin  am 


&.'] 


1/ 


1  -f  smamw 


n—i                   ArK 
2     sin  coam f-  sin  am  u 


n 


1 — smamw  "".^      .  ArK 

1      sm  coam sin  am  u 

n 


In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  Resultate  enthal- 
ten, welche  Jacohi  unter  dem  Titel  „Formulae  pro  transformatione 
reali  prima"  (Fund.  p.  51)  aufgestellt  hat.  Ausser  den  von  Jacohi 
gegebenen  Gleichungen  sind  noch  weitere  hinzugefügt,  deren  Anzahl 
sich  mittelst  der  Entwickelungen  des  §  24  ohne  Schwierigkeit  ver- 
mehren lässt. 
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§  38.    Die  Theta- Functionen,  für  welche  q  durch  aq""  ersetzt 

ist,  wo  «"  =  1. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Theta- Functionen  mit  reellen 
und  imaginären  Argumenten,  enthalten  in  den  Gleichungen  1 8)  von 
§17,  gestatten  mit  einer  bemerkenswerthen  Leichtigkeit  die  im 
vorhergehenden  §  enthaltenen  Resultate  zu  weiteren  Untersuchun- 
gen zu  verwenden.    Wird  die  Gleichung  7)  des  §  17  nämlich: 

1)     log^.log^'  =  jr2 
mit  n  multiplicirt  und   durch  n  dividirt,    so   lässt  sich    dieselbe 
schreiben : 


2)    log  <2".  log/?'" 


jt\ 


Geht  also  q  in  ^"  über,  so  geht  q^  in  q' "  über.  Führt  man  in 
die  Gleichungen  des  §  37  imaginäre  Argumente  ein,  so  ist  das 
zweite  Argument  der  vorkommenden  Theta -Functionen  respective 

^'"  und  q\    Setzt  man  darauf  wieder  q  statt  ^',  so  folgt,  dass  sich 
i_ 

^(^)  ^")  durch  ein  Product  von  Factoren  von  der  Form  {^{x-\-a,  q) 

ausdrücken  lässt,  wo  a  unabhängig  von  x  ist.    Diese  Behauptung 

lässt  sich  auf  folgende  Art  sehr  einfach  darthun  und  erweitern. 

Es  ist: 


3)    M^,  q)  =  .   /-^  e 
og- 


logq 


^ 


JlXl 


log 


Setzt  man  nx  statt  x  und  q'^  statt  ^,  also  ^'"  statt  ^',  so  folgt: 


/" 


7lX^ 


4)     ^.,{nx,  q-)  =  .    /  -^  1   ^^''"'^  ^ 
;2log— 


(  JZXl 

rn\ 

V 

^  1 

log- 

1 

l       fl 

) 

In   der  Gleichung  3)  werde  .t-   mit  xA ^  ertauncbt.       Da 

n 


üi' 


log^ 


=  log^'  in  Folge  der  Gleichung  1),  so  ist: 
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^< 


,  rjt 


r^     x^        2rnx 

_        /_iL_  q^''\^'^     ^^log^  ^j 


jroji        ?r 


1         1  71 


logq%  q' 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassieii  sich  die  Gleichungen  11) 
und  12)  des  §  17)  auf  folgende  Formen  bringen: 


d^^inx,  q"")  =  (— 1) 


»-1      /  „X  n—\ 


^^-'f  \/    log 


—  /*%^^^^     ^ilog^>^ 


0        [log- 


2^ 


Z*'^        X^  "IVTtX 


9pfey 


«—1    i  /     log  — 


n— 1 


'  Jra:/        ?>  log  q^     ^ 
log- 


oder: 


i-^y^M 


(p{qy 


6;i 


\ogq 


X 


log- 

0 


— r--iog?',*'|, 


log 


■S-2(nx,q^y  = 

(p(q-) 
q>{qY 

n^--l     nx^       n-i 

fr  log  ^ 

Diese  beiden  Werthe  von  S-^inx,  q'')  vergleiche  man  mit  dem 
entsprechenden  Werthe  au:^  der  Gleichung  4).  Setzt  man  zur  Ver- 
einfachung ; 
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5) 


*■«  -  '^  \^\ 


n^\    (w— l)(2n-*-t) 


Q' 


6w 


Yn, 


^(^) 


n— 1      n^—l 
M    ]    2       -12»    ,/— 


^^^i 


so  erhält  man  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen 
1  n — 1  (n — i}7tx 

i  jtxi      ,"» ^         ,     ,  ^  ~T~ ..  /  .X      log  5' 


6)    ^ 


^,.'"    =(-1)    '    ^Me 
legi        j 


»— 1 

0 


jroje        «r 


log 


1        n 


lög^',  ö'' 


n— 1 
2 


7)        ^ 


JlXl 


log 


,p(?)  77  fl- 


jroj?       «r 


n-i      loff 


1        n 


log^',^'  . 


Die  beiden  Constanten  xp  (q)  und  rp^  (q)  lassen  sich  auf  Formen 
bringen,  welche  für  die  folgenden  Untersuchungen  übersichtlicher, 
wie  die  in  5)  aufgestellten  Definitionen  sind.  Die  vierte  der  Glei- 
chungen 18)  von  §  17,  nämlich: 


»,fe,)__,,  /-i^,"»«,  ri!i,v 


|/'-7 


H 


werde  nach  x  diflferentiirt  und  dann  o:  ==  0   gesetzt.     Hierdurch 
folgt: 


8)      ^\(0,q) 


üi 


log 


(l) 


^'i(o,^0 


Es  ist  nun  nach  §  20,  oder  auch   in  Folge  der  Gleichungen 
10)  von  §  15  und  2)  von  §  16): 

00 

*'.(o,«)  =  2^^7/(1 -«'OS 


oder  da: 
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so  ist: 


9)       <PiQ)  -  11(^-9'') 

1 


^'1(0,^)  =  2g^^(^)3. 


Die  Gleichung  8)  nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 


q^^<p{qy. 


q^^(qy  ==     -^ 
Durch  Ausziehung  der  Cubikwurzel  folgt: 

(log 


10)    ?•>(<?)  =  ^-^\V''x«o. 


In  dieser  Gleichung  ersetze  man  q  durch  ^,  also   q^  durch 
1 

^"*.    Es  ist  dann: 


1  1 


11)     ^-^(rt  == /-^\V^>(^"*). 
V^iog-y 

Die  Gleichung  10)  zur  wten  Potenz  erhoben  giebt: 

n  n        n 


Aus  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  leitet 
man  durch  Division  die  folgende  ab: 


<p(^y  (logi) 


^(qy 


Nach  5)  ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  tp(q),  folglich 

Die  Gleichungen  5)  dividirt  geben: 
Mit  Rttcksicht  auf  12)  ist  also 


(n-lf 
/    in 
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13)      Vi  (?)  =  ^/~  fgy^ 

Die  Werthe  von  ipi(q)  und  ip{q)  aus  13)   und   12)   substituire 
man  in  (He  Gleichungen  6)  und  7);  ferner  werde  einfacli  x  statt 

— - ,  also  xl  statt  , gesetzt.     In   den  vorkommenden  Tbeta- 

logl  ^'^^ 

Functionen  ist  r/  das   zweite  Argument.     Vertauscht  man  r/  mit 
q^  so  nehmen  die  Gleichungen  6)  und  7)  folgende  Formen  an: 

14)      *(a;,r)  =  (-ir  *  *••    jf^^ e^"-'''' ff  H^-'-^hsM). 


15)      i^(.r,5»)  =  |||^\//.M^-flog*,?). 

Die  Gleichung  15)  gilt  auch  für  die  Functionen  ^3,  ß-^  und  19-2. 
Setzt  man  x-{--^  statt  x^  so  erscheint  auf  beiden  Seiten  die  Func- 
tion ^3. 

Aus  den  Gleichungen  8)  des  §  16  folgt  für  n  =  2m +  1: 

ni,  .  .        .s r    nxi 


^(x  +  - logq,  q)  =  (—  lYq      ^  e      ^1  {x, q), 


2 


oder  q  "  statt  q  gesetzt: 


^(a;  +  -^log^,^«)  ==  (-0"^     '  e''''d^,{x,q-). 

1 

Lässt  man  in  der  Gleichung  15)  x  um  -^  log  q  zunehmen,  so 

folgt,  dass  ^9-  durch  ^1   ersetzt  werden  kann.    Durch  Aenderung 
des  Arguments  um  ~  erhält  man  dann   weiter   die  Gleichung  für 

i9-2  (xjq'' ).    Da  diese  vier  Gleichungen  besondere  Fälle  allgemeinerer 
Gleichungen  sind,  so  soll  ihre  weitere  Ausführung  unterbleiben. 

Die  Gleichung  15)  schreibe  man  auf  folgende  Art,  welche  eine 
directc  Verification  dieser  Gleichung  gestattet. 
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16)       ^{x,q^)  =   ^^  JJ^{^{x-irl0gq\q), 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art  erweitern.  Es  sei 
t  eine  positive  oder  negative,  ganze  Zahl,  welche  nicht  durch  n 
theilbftr  ist.     Nimmt  man: 

j  2t7fi     1 

q  ^    =  e  ^  p^ . 

—         2tjti       l 
so  ist  log^"    = 1 — lo^p  und  q  =  p»    In  der  Gleichung  16) 

i  2tni    ^ 

vertausche  man  ^"    mit  e  ^*  q'\  dann  ist: 

w—l 

2tni    ^  2 

17)       »{x,e~q-^)=^0,  nH^^r^-^^^=ß^^,q), 


wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Nach  der  obigen  Bemerkung  gilt  die  Gleichung  17)  für  jede 
der  vier  Theta-Functionen.  Hierdurch  ergiebt  sich  folgendes  System 
von  Gleichungen: 

n— 1 

2i7ti    ^  2 


19) 


_n-l 

2tm    ^ 

n 


2tni    ^ 


M^,  e~q^)  =  ,ft  J/»,ix  +  r^^^^^^p^,  q), 

IL 

2tni   ^ 

Die  Herstellung  dieser  Gleichungen   basirt  auf  der  einfachen 

1 

Betrachtung,  dass  bei  dem  Uebergange  von  ^  in  ^"^    die  letztere 
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Quantität  n  verschiedene  Werthe  hat,   welche  sämmtlich  enthalten 
sind  in: 

e""  q^  i^r  t  ==  0,  1,  2,  ...w— 1. 
Die  Gleichungen  19)  lassen  sich  direct  beweisen,  wenn  die 
rechts  stehenden  Theta- Functionen  in  Form  unendlicher  Producte 
dargestellt  werden.  Sowohl  mit  Rücksicht  auf  die  grosse  Bedeutung 
der  Gleichungen  19),  wie  auch  einer  allgemeinern  Darstellung 
derselben,  soll  der  Beweis  auf  die  angegebene  Art  ausgeführt 
werden.  Das  anzuwendende  Verfahren  ist  von  Jacobi  angegeben 
worden.  Die  erste  gedruckte  Notiz  hierüber  findet  sich  bei  Sohnke: 
Aequationes  modulares  pro  transformatione  Functionum  Ellipticarum. 
(Grelle.  Journ.  t.  16  p.  104  u.  f.). 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  9)  gebrauchte  Bezeichnung  <]p(q)  ist: 

OD 

^  (z,  q)  =  ^  (q)  77  (1  —  ^'*~'  «''0  (1  —  ^'*~'  ^"'")- 
1 
Man  setze  hierin: 

,     (ijt — «log^ 

n 
wo  fi  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  nicht  durch  n  theilbar  ist; 
dasselbe  finde  für  die  Zahl  t  statt.    Es  ist  dann: 


20) 


_  ,     ,     flJt  —  «log^     . 


1 
£s  ist  nun: 


oder: 


2r  1 

2*-l±-  -n(2s-i)±2r 


q  >»=(e"^")  ^  > 


2r(i7ti 
da  ^2^(2^-1)7«  ^  ^^    j^.^  vorstehende  Gleichung  mit  e'~    "^      multi- 

plicirt  giebt: 

+  2r  4.2r^7r«  2tm    1      _      ,^^„     +2r(2t—(iyiti 

2<— 1  ^—   ^ -^-— n(2s—iy\'2r   -    ^ 

21)       q  ^e       ^      ^{e""   q^^y  e  »»        . 
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Es  lässt  sich  fttr  ein  gegebenes  //  immer  t  so  bestimmen,  dass 
2t — fi  durch  n  theilbar  ist,  also: 

22)  2t  ^  fi{modn). 

Man  kann  z.  ß.  2t  =  fi -{- n  fi  =  (n -\- \)  fi  nehmen.     In  diesem 

Falle  ist: 

2r(2t—fi)7ti 

e  "  =1. 

Hierdurch  wird  die  Gleichung  21)  einfacher: 

^     2r    ,  2r/iini  2t7ti    1 

q  f*  e       ^*      =  (e  "  q^) 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

2t7ti 

23)  e  '^    =  «, 
so  ist: 

,  2r    ,  2ru7ti  1 

2*~1±-  ±-f-  .     -~ni2s~X)±2r 

Die  Gleichung  20)  lässt  sich    hierdurch    auf  folgende  Form 
bringen : 

24)       Hx  +  r^^^^^=^,g)^ 

OD  J_  1 

^  fe)77  [1  —  («  ^  '^ )w(2^-l)4-2r  ^2a^/-j  ^^  _  ^^  ^■^>jw(2*-l)-2r  ^-2ir»]  ^ 
1 
Ist  w  eine  ungrade  Zahl,  nimmt  s  alle  ganzzahligen,  positiven 

Werthe  an,  ferner  r  alle  ganzzahligen  Werthe  von  —  ^^^^  bis 

n — 1 
2    ?  so  durchläuft  jeder  der  Ausdrücke  w(2^ — l)±2r  alle  un- 

graden,  positiven  Zahlen.  Man  findet  dieses  leicht,  wenn  in 
ni2s — l)-f2r  successive  s=  1,2,...  gesetzt  wird  und  in  jedem 
der  so  erhaltenen  Ausdrücke  r  die  ganzzahligen  Werthe  von 
2~~  ^^^  — ö~*  annimmt.    Auf  diese  Art  ergiebt  sich  folgendes 

Schema: 

Werthe  von  ri(2^— l)4-2r, 

n  —  1      „     n — 1 

if  =  1,  w-f  2r  =1,3  ....  2w— 1, 
s  ^  2,  3w+2r  -=  2w-f-l,  2w-f  3,  ....  4«— 1, 
^  «  3,  5w-h2r  «=  4w+l,  4w-f  3,  ....  6w— 1, 
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Leg't  man  in   der  Gleichung-  24)  r  alle  ganzzahligen  Wertlie 
n  —  1  n  —  1 

von Y~  ^i^   ~2~~    ^^^'   bildet    das    Product    der    erhaltenen 

Gleichungen,  so  ist: 


11  -^(^  +  ^- zr-^y  ^)  =^ 

w— 1  '* 

0=^00  1  1 

(7=1 

Abgesehn  vom  Factor  cp^aq"")  ist  das  unendliche  Product  auf 

der  rechten  Seite   dieser  Gleichung  &{x,  aq"").     Hierdurch  ergiebt 
sich  folgende  Gleichung: 

25)       d^(x,aq-)  =  ~-7-yr  11  ^(x-hr^ Z"-^ .  ^)- 


9d(^)- 


1—1 

~2r 


Diese  Gleichung  wird  mit  der  ersten  Gleichung  19)  identisch, 
wenn  links  der  Wertli  von  a  aus  23)  substituirt  wird  und  man  als 
Lösung  der  Congruenz  22)  einfach  (i  ==  2t  nimmt.  Ganz  analog 
lassen  sich  die  übrigen  in  19)  enthaltenen  Gleichungen  darstellen, 
oder  einfacher,  durch  Aenderung  des  Arguments  x  aus  der  Gleichung 
25).  Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  sollen  die  Gleichungen  ftir 
j_  j_  j_ 

d^.ix.aq''),  d^,{x,aq^),  ^,{x,  aq"") 
weiter  unten  aufgestellt  werden,  da  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
25)  sich  mit  Hülfe  sehr  einfacher  Betrachtungen  auf  eine  allgemeinere 
Form  bringen  lässt.  Es  sei  (/  eine  ganze  Zahl,  welche  nicht  durch 
71  theilbar  ist.  Zur  Vereinfachung  werde  n  =  2m-\-i  genommen. 
Das  Product  P  definirt  durch  die  Gleichung: 
r=7n 

26)     P=     IlH^+.r'^-^^^,,) 
r= — m 

ist  gleich   dem  Producte   der   Tlieta -Functionen   auf  der  rechten 

Seite  der  Gleichung  25),  multiplicirt  mit  einem  Factor,  welcher  von 

X  unabhängig  ist. 
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Die  kleinsten  Reste  der  Multipla  in  Beziehung  auf  2w+l 
sind  zwischen  — m  und  m  enthalten.  Bezeichnet  man  diese  Reste 
durch  ±  (>i,  ±.Qi', ±(>m,  so  kann  man  setzen: 

^  =  (2m+l)Äi  +  (>i,         — ^  =  — (2m-f  l)Äi— (>i, 

2^  =  (2m+l)Ä2  +  (>2,       —lg  =  — (2m+l)Ä2  — (>2, 

27) 

^  mg  =  (2m+  l)Äm +  ()»,,      — mg  =  — (2m+  1)ä,«  — ()m. 

In  diesen  Gleichungen  sind  äj,  ^2?  •  •  ^m  ganze,  positive  oder 
negative  Zahlen.  Es  stellen  ()j,  q^,  •  •  (>m  die  Zahlen  1,  2,  ...  /w  in 
beliebiger  Reihenfolge  dar. 

Wegen  der  Gleichungen  27)  ist: 

„.     ,        UJt  —  üog^       ,    ., 
^  ^(^  +  ^^     2m+l      ^^^^^^^^)' 

Man  bilde  das  Product  dieser  beiden  Gleichungen.    Da  nun: 

^z—Mlogq,  q)^{zi+hi\ogq,  q)  =  q~^''' e~'^^^''~^'^^d'{zy  q)^z^,  q), 
so  folgt: 

oc\     a/     I        liJt  —  i\o^q     s.   „  ,  |Mjr  —  ilog^     . 

28)    ^{^  +  yp\,^^^     >^)^(^-^^     2m+l     -^^^ 

^^^  +  ^^     2m+l     '  ^^  ^^^      ^^-2^TT~^^^' 

Der  Ausdruck  für  P  in  der  Gleichung  26)  lässt  sich  hierdurch 
auf  eine  Form  bringen,  welche  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
25)  analog  ist.  Da  in  der  Gleichung  28)  q^  die  Werthe  1,  2, ...  w 
annimmt,  so  nehme  man  einfach  r  statt  q^.    Ferner  werde: 

Äi2  + V  +  ...  +  Ä'm  =-2-^^   ..(>1Ä1  +  (>2Ä2+   ....+(>„Ä^  =  ^(>Ä, 

gesetzt.    Die  Gleichung  26)  wird  dann: 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  18 
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29)    P=q 

Es  ist  nun: 


-^4'^+-2i?i)  -*4 


30)    2: 


h'^ 


r  =  — m 

JJiQ    1  _      [/K2m  +  1)  +  (>?       ^.        Q'- 
2m  +  1 J  (2w  +  1)'-  (2m  +  l)"^  * 

In  Folge  der  Gleichungen  28)  ist: 

Es  ist  ferner: 

(2m+l)(m  +  l)m 


Die  Gleichung*  30)  wird  hierdurch: 


31)     2: 


If- 


2hQ 


6(2mH-l) 


2m  +  1 

Die  Gleichungen  27)  quadrirt  und  addirt  geben: 
^2(12  +  22  +  . .  +m2)  =  (2m  +  1)^  2h'-  +  2(2m  -|-  1)  2hQ  +  2q\ 

Da  nun  ^>2  ==  P  +  2^  +  . .  +  m\  so  folgt: 
(^2^1)(2,^  +  l),,(.,  +  l)  _  ^^^  ^  ^^.^  ^^^^^  _^  ^^^^^^  ^  ^^  ^^^^^^ 


Diese  Gleichung  giebt: 


22. 


hQ  __     (^2—  !);;,(;,,,  4-1) 


2m +1  6(2m  +  l) 

Mit  Rücksicht  hierauf  ist: 

qJi  Ttfxi  pL{g^  —  1)  m  (m  +  X)ni 


2h\ 


—  4^ 


32)     e 


•2m+\ 


3(2?w+l) 


da     e    ^^^'^'^^  =  1.     Wegen  der  Gleichungen  31)  und  32)  nimmt 
die  Gleichung  29)  folgende  Form  an: 

ijLTti  1 


p_(/'«+i/'«+i) 


m(w+l)(ff-— 1)     ,n 


Substituirt  man   für  P  seinen  Werth   aus   26),   nimmt  wieder 

^ \ 

2m  +  1  =  71,  also  m  =  — ^ ,  so  folgt : 
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2 


_«— 1 
2 


{e       q    )  JJ^(x  +  r^ —^,  q). 


n— 1 
2 


Diese    Gleichung    endlich   in   Verbindung-   mit    der   Gleichung 
25)  giebt: 

1  ^~^ 

33)    »{x,aq^)  =  QJj»(x  +  grf^^^^^^^,  g), 

n— 1 
~    2  ' 

wo: 

^^e    J_    (n^-l)(^^-l)  -^ 

Nun  ist  2t  =  fi  (mod  7^),  also  nach  23)* 

fiTti  2i7ti 

IT  ,        n 

e        ==   ±  e        =   ±  Cf. 

Mit  Ausnahme  der  Zahl  3  ist  jede  ungrade  Primzahl  in  der 
Form  6a +  1  oder  6a  —  1  enthalten.    Es  ist: 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  oifenbar  eine  grade  Zahl. 
Für  71  =  3  ist: 

12  3 

Da  nun  g  nicht  durch  3  theilbar  ist,   so   lässt  g   einen   der 

Reste  1  oder  2,  in  beiden  Fällen  ist  dann  ^2  —  1  durch  3  theilbar, 

2(^2 \\ 

also      ^^    — -  eine  grade  Zahl.    Für  eine  ungrade  Primzahl  n  und 

"^  (yiI 1)  (<72_i) 

eine  nicht  durch  n  theilbare  Zahl  g  ist  also  immer  ^ j^- 

eine  grade  Zahl.    Nimmt  man  folglich  in  34): 

e       =  -j-a 
so  folgt: 

18* 
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Da  g  und  fi  nicht  durch  n  theilbar  sind,  so  kann  man  gfi  = 
vn-\~m  setzen,  wo  m  <  n  ist.     Mit  Beziehung-  hierauf  folgt : 

^  (o:  +  ^r ^ ,  ^)  =  d^(x+vjt-{-r ^-  ,  q)  = 

.           mji  —  gilo^q      s 
H^  +  r ^-,  q). 

Die  Gleichungen  2/  =  ^  (modn),  g^  ==  m-\-v7i  zeigen,  dass 
2gt  =  ^  (modw)  ist.  Der  Symmetrie  halber  bezeichne  man  g 
durch  m\  so  dass  also  %nU  =  m  (mod  n)  ist  und: 

^{x  +  gr^^ ;;— ^,  q)  =  ^(x  +  r ^,  q). 

Die  Zusammenstellung'  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen 
23),  33)  und  35)  giebt: 

,  n— 1 

3b)     d^{Xj  aq    )  =   Q.      JJ      ^{x-^r ^^?  ^)- 


37)     {(>  =  («^    )  '^^'  ""^  ^       ' 

2/w'^  =  m  (mod  ti). 

Die  Gleichung  36)  lässt  sich  noch  auf  verschiedene  Formen 
bringen,  von  denen  die  beiden  folgenden  erwähnt  werden  mögen. 
In  der  Gleichung: 

d^yz^q)  =  ( — 1)      q       e  ^(z  +  mjc  —  mhio^q,  q) 

setze  man  z  =  x  —  r ^,  lege  r  die  Werthe  1,  2, . .  — ^ 

bei  und  bilde  das  Product  aller  so  erhaltenen  Gleichungen.    Eine 
leichte  Rechnung  führt  dann  auf  folgende  Relation: 
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""' " ' " ~  "^  _f. ^ mjt—m'i\ogq 


n—l 

JJ^(^_.r ^,q)   =   JJ  ^ 

1  n—l 

2 

=  (_1)       2  m'in-l)xi^        ^n        ^  ^^  X 

n—\ 

JJ^[x  +  {n—r) ^,^J. 

Da  nun  allgemein  für  eine  beliebige  Function  ^{t)  von  t\ 

n—l 

^"  n~l 

]J^{n~r)  =  Yl^{f), 

1  n+l 

2 

SO  lässt  sich  die  Gleichung  36)  auch  schreiben: 

38)    ^{x,  aq^)  =  ^(^).^'(^~^^^^ '//^  ^^ ^ ,rn:z - mUlog q ^  ^^^ 

0  ^ 


m'{n  —  \)   m^n  —  iy        mm'(n^—l) 


m 


39)     F{q)^{-.\)       ''        q       '^        e  '"  .  ^. 

In  dem  Product  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  39)  trenne 
man  die  graden  Werthe  und  die  ungraden  Werthe  von  r.  Es  ist 
dann,  auf  beiden  Seiten  mit  g— ^'(^  — i)^«  multiplicirt, : 

j_ 

40)     ^{x,aq^'),e~'^'^''-'^'''  = 

n—l 

F{q) IJ  H^  +  ^r ^ 2^,  ^)X 

0 

n—l 

JJH^  +  i2r-\) ^,g]. 

0  ^ 

In  der  Gleichung: 
Hz,  q)  =  (_l)m'^m-^~2m'ze  ^ (^ -. ^^^  +  ;^/nog ^,  q) 
nehme  man  z  =  a;  +  (2r—l)^^^^^=^^^^il^      We   r    die    Werthe 
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1,  2,  ..  — rr-  bei  und  bilde   das  Product  der   so   erhaltenen  Glei- 


chungen.     Hierdurch  folgt: 

71— 1 

^^[^  +  (2,-1)  ^i£^^!2M*,  ,]  = 


1  » 


m'(w — 1)  m'%n — 1)   — mm'{n — xyni 

f ^\       2        ^—m'{n—].)xi^      2w       ^  2w  ^^ 


w— 1 

2 


Jl  ^[x—  (n—2r  +  1) ^ , q]. 

1  '^^ 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

»— 1  n— 1  n— 1 

geht  die  Gleichung  40)  in  folgende  über: 

ra— 1 

41)     ^(.,.,^)^/fa)77^(^  +  2r'""-f'°g^.), 

n— 1 

2 

wo: 

m'(w — 1)   m'^H^w — 1)       mm'{n — l)^   . 
f{q)  =  (-1)      ^       q     '^^      e  ^'    ""'-^W. 

Für  F{q)  werde  der  Werth  aus  39)  substituirt.    Daw— 1  eine 
grade  Zahl,  also: 

ist,  so  folgt: 

— ^, —mm'V   ^       4--- ; — m 

42)      f{q)  =  Qq      ^^       e  ^    ^''  ^n  J      , 

Nun  ist  identisch: 
{n—xy      n2--l  _  fc  — 1)^      y^2— 1       n^— 1  ^  ^       z^^  — 1 

also,  da  n  —  1  grade:     • 

n2  — 1     . 

mm'  — ;; Ttl 

=  e  ^^       . 
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In  Folge  der  Gleichung  37)  ist  aber  m  ~  2tnU  (modnjy  ferner 
ist  — - —  eine  gmde  Zahl,  wenn  ?^  ungrade  ist.    Hieraus  erhält  man : 


-{n—iy  ,   n^  —  U     .  2m'^{n''—i)t7ti 


i'\'^—- — '- -\ — bn  . 


ä       4         . 
Der  Werth  von  ficj)  aus  42)  lässt  sich  nun  einfacher  schreiben : 

d.  i.  nach  37): 

43)      /(,)  =  («.^)  f^  .^. 

Die  Gleichung  41)  lässt  sich  auch  direct  aus  der  Gleichung 
36)  ableiten,  wenn  man  m  und  m/  nicht  ohne  gemeinschaftlichen 
Factor  annimt.  Setzt  man  Im  und  Imf  statt  m  und  m',  so  wird 
die  Congruenz  Imft^m  (modw)  nicht  geändert.  Die  Constante 
Q  in  37)  nimmt  dann  die  Form  /'(^),  bestimmt  durch  43)  an, 
während  in  dem  Producte  der  Theta  -  Functionen  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  36)  r  in  2r  tibergeht. 

Man  kann  die  Gleichungen  36)  und  41)  in  Formen  darstellen, 
welche  etwas  einfacher  wie  die  angegebenen  sind  und  zu  ähnlichen 
einfachen  Betrachtungen  Veranlassung  geben,  wie  die  Unter- 
suchungen von  §  37. 

Es  ist  nach  37)  m^lmU  (modn),  also   wenn  h  eine    ganze 

Zahl  bedeutet:  m  =  1mU-{-hn,  mithin: 

mjt — mUlosiq         ,       ,      ^ItJt  —  ila^q 

^^  ==  hjt  -\-m^ ^^  = 

n  n 

2t ni  J^ 


oder  da 
so  folgt 


2t7ti 
,  n 


l 


mjt  —  mUlogq         ,  y.i      /      n\ 
^J.  ==  hjt — 7n't\o^{aq^). 
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Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

1 
44)       aq""    ==  q^, 

so  ist: 

45)       ^^  ==  hjt  —  mUlo^qx. 

In  die  Gleichung  41)  führe  man  aus  44)  q^  statt  q  ein,  so  dass 
q'=  q\,  wegen  der  Gleichung  45)  ist  dann : 

n— 1 

2 

46)     d^{x,q,)  =  f{q)  JJ  ^  {x  —  2rmUlogq„q,-). 


Zu  einer  analogen  Gleichung  giebt  die  Gleichung  36)  Veran- 
lassung, welche  auch  direct  aus  46)  durch  Vertauschung  von  /"(q) 
mit  Q  und  2r  mit  r  folgt,  nämlich: 

n — 1 

47)        ^(x,  q,)  :=  Q  JJ  0^(x  —  rmUlogq,,q,»). 

n— 1 

In  41)   x-{--^  statt  o::  gesetzt  giebt: 

n— 1 
1  "2 


48)      »,i.,a,»)^ri,)  n  ^3(.  +  2r'""-f  ^"g^  ,)■ 

W — 1 

Es  ist: 

l  11 

i  —  Yi  i  — 

^3^— Y^oga  +  ylog(a^^),  a^^]. 
Da  nun  a  =  e  ^  ,  also  log«  =  ,  so  ist  allgemein 

^3(^-flOg«)    =    ^3W, 


mithin: 


281 

i  ~~~  fii  —        — 

(aq"")     "^  e''^'d^^{x,aq''). 
Wegen  a"  =  1  folgt  schliesslich: 

JL  —IL  J_ 

^3(^  +  |log^,«^^)  -  q      U^'^'^.ix,  aqn 

Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung  giebt  die  Glei- 
chung 48)  durch  Zunahme  von  x  um  -^  log^: 

*  n — 1 

49)     H-,  «/)  =  A.)  n  *^(-  +  2ry-f^"g^  ,). 

n— 1 
2 

Lässt   man   hierin  :i;  um  -^   wachsen,   so  folgt,   da  ( — 1)^~^ 


=  1 


n— 1 


1 

2 


50)    ^.(o:,«,")  =  miJ  ^,(.  +  2^""-^ "g^  ,)■ 

n— 1 

2 

Analog  der  Gleichung  36)  kann  man  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  48),  49)  und  50)  ausdrücke,  wenn  f((i)  mit  Q  ver- 
tauscht wird  und  r  an  die  Stelle  von  2r  unter  dem  Producten- 
zeichen  tritt. 

§  39.    Die  n  Transformationsgleichungen  der  elliptischen 

Functionen^  welche  dem  Uebergange  von  ^  in  a^^  der  Theta- 
Functionen  entsprechen.  Die  zweite  reelle  Transformation 
von  Jacobi.    Uebergang  vom  kleinern  zum  grösseren  Modul. 

Die  Resultate  des  vorhergehenden  §  geben  zu  allgemeinen 
Transformationsgleichungen  der  elliptischen  Functionen  Veranlas- 
sung, wenn  man  die  unnöthige  Beschränkung,  dass  der  Modul  einer 
reelle  Quantität  sei^  wegfallen  lässt.  Die  Begründung  der  Lehre 
von  den  elliptischen  Functionen  mit  Hülfe  der  Theta-Functionen, 
setzt  nur  voraus,   dass  die  in   der  Rechnung  auftretenten  Reihen 
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convergent  sind.    In  Folge  der  Bemerkungen  auf  pag.  80  ist  die 

hinreichende  und   nöthige  Bedingung  der  Convergenz   von  &-(x,  q), 

dass  für  einen  complexen  Werth  von  q^  der  reelle  Theil  desselben 

kleiner  wie  die  Einheit  ist.    Die   allgemeine   Transformation  der 

elliptischen  Functionen  beruht  auf  der  Gleichung  11)  von  §  36,  wenn 

man  nicht,  wie  es  Abel  thut,  diese  Gleichung  durch  Trennung  der 

reellen  und  imaginären  Theile  in  zwei  Gleichungen  zerlegt.    Uebri- 

gens  hat  Abel  in  andern  Arbeiten  die  sämmtlichen  Transformationen 

betrachtet,  welche  den  Formeln  des  §  38  entsprechen. 

Es  bedeute  n  eine  ungrade  Primzahl,  ferner  sei  a  eine  Wurzel 

der  Gleichung; 

1)     a"  ==  1. 

Den  Gleichungen: 
entsprechend  setze  man: 

OD  1      /2£— j\2 

0-2(0,  «*")  -o. 


2) 


\JT- 


\JT'  = 


OD 


1  1  . 


^3(0,«?")  ^(«?") 

—  -L  J_  2 


üt 


p  dw  _  ^       p  drv 


Jeder  Wurzel  a  der  Gleichung  1)  entsprechen  nach  2)  be- 
stimmte Werthe  von  /  und  /',  und  wiederum  diesen  Werthen  be- 
stimmte Werth e  von  L  und  V  aus  3). 

Die  Gleichungen  50)  und  41)  des  vorhergehenden  §  geben 
durch  Division: 
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n  —  i       ^       ^ 

1      ^(2r ^  +  :r,  ^)  ^(2r —  —x,  q) 

n  n 

Wendet  man  auf  diese  Gleichung  die  Principien  des  §  16  an, 
sowie  die  in  2)  und  3)  enthaltenen  Bezeichnungen,  so  folgt: 

4)  \/l  sin  am  ( ,  /]  == 

w— 1 

/      .N~9~  ,/7-  •           2^^  J-    •           ( A    r^mjt  —  m^ilogq  ,  2Kx\    ^ 
(— 1)    ^     i/Ä:"smam JJ  ^msimUrK ~  •\ JX 

n—l 
2 

//  sm  am  (  ^rK ^ • 

l  \  ^  ^  J 

K' 
In  dieser  Gleichung  setze  man  log^  =  — jr— ,  also: 

m:7r' — w'^log^  mK-\-mfiK' 

njü  n 

Zur  Abkürzung  führe  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

^.     mK+mHK' 

5)     =  m. 

n 

'^Kx 
Setzt  man  weiter  =  w,  so  nimmt   die  Gleichung  4)  die 

einfachere  Form  an: 


6)    [//sinamf  — ,  l\  = 


«  »— 1 

W  —  1  2 


( —  1)   ^    l//f'^  sin  am  u  JJ  sin  am  (4rcö  +  ^^)  sin  am  {Arco — u), 
1 

Nimmt  man   statt  der  Gleichung  41)  die  Gleichung  36)  von 
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§38   und  die  entsprechende  Gleichung  für  ^i(x,aq''),    so    erhält 
man  analog  wie  die  Gleichung  6): 


7)     \/l  sin  am  f-^,  / 


w— 1 

n — 1  ~2~ 


( —  1 )    ^   [/^"  sin  am  u  JJ  sin  am  {Irm  +  u)  sin  am  (2ro) — u). 


Ebenso  wie  für  Sinus  Amplitudinis  lassen  sich  aus  den  Glei- 
chungen 41),  49)  und  48)  des  vorhergehenden  §  die  entsprechenden 
Gleichungen  für  Cosinus  und  A  Amplitudinis  herleiten.  Man  er- 
hält so  ohne  die  geringste  Schwierigheit: 

8)     |/icosam(^^\  Vj  = 

n — 1 

—  ~2~ 

k"'  TT 

—  cosamw//  cosam(4ra)4-w)  cosam(4ro? — w), 


J^^n 


9)     ^^""(f'^) 


n — 1 
2 

— 7==-  I /  A2im Uro)  +  w)  J am (4rco — u). 

I/A'»      1 

In  dieser  Gleichung  kann  man  ähnlich  wie  in  der  Gleichung 
7)  unter  dem  Productenzeichen  auf  den  rechten  Seiten  2r  durch  r 
ersetzen.  Mit  Rücksicht  hierauf  geben  die  Gleichungen  8)  und  9), 
wenn  u  =  0  gesetzt  wird: 

n— 1  w— 1 

11  1 

-—  =  -7=   ///j2am4ro9  =  -=   //  A'^am2roj. 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  dividire  man  auf  beiden  Seiten 
durch  sin  am w  und  setze  w  ==  0.    Für: 
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in  —  =  — 

ergiebt  sicli  dann  folgende  Doppelgleichung-: 
n  —  \ 

12)  .^  =  l/F7/sin2am4rco  =  [/F // sin2  am  2rö?. 

Durch  Combination  der  Gleichung  10)  und  12)  folgt: 

n— 1  »— 1 

—  2  2 

/    rr  /cos  am  4ra>y  *y  /cos  am  2rcoy 

?  ~~  ^^^  V  ^ am 4r(ö  /     "~  ^^^  \  Jam2rco  /  ' 


13) 


^./,^         Ji  (/|am4rfo)2         ^^  (Jam2rcö)2» 
M— 1 


i?f 


rr  (   sinam4rcö    V TT(   ™^i^2ro?   V 

^-^  \  sin  coam  4rcö  /   ~  ^^   \  sin  coam  2ro?  / 


In   der    letzten   Gleichung    ist   zur   Vereinfachung    sincoamw 

cos  am  u 
statt    —: gesetzt.    Die  Gleichungen  6),  8)   und  9)  lassen  sich 

mittelst  der  Gleichungen   10),   11)   und  12)   auf  folgende  Formen 
bringen : 

»—1 

2 

sin  am(4rcö+w)  sin  am(4rcö — u) 

sm  am  I  — ,  / 1  =  — - —  /  #   -^ ^ö  -~i ^ -y 

sin^  am  4rcö 


14) 


fu     \  sin  am  w  jj 

\M'  )  ~  '"HF"  Y 

fu     \         ^  I  #  z/am(4rcö  + w)  Jam(4rco' — v) 

zl am  (--,/)=  Jamw//  \         >     /  v  / 


cosam(4ra?+w)  cosam(4rö> — u) 

cos  am  (  — ^,  / 1  ==  cos  am  w  #  # -^ ^  ^     . ^^ , 

cos2  am  4ro?  ' 


z|2  am  Arm 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  r 
statt  2r  nehmen.  Für  einige  Ent Wickelungen  scheinen  indessen  die 
Gleichungen  14)  sich  am  einfachsten  verwenden  zu  lassen.  Die 
Gleichungen  7),  8)  und  9)  von  §  24  auf  die  Gleichungen  14)  ange- 
wandt geben: 

15)     sinamf  — ,  /)  =  y,     sinamw  =  x 

gesetzt : 
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16) 


n— 1 
^         1 


X' 


X    rr  sm2am4r(ö 

M-^f^   1 — Ä:2^2  gin2  am  4rtö 


1 


1/1      y  yi      XU     i_A2a.2sm2am4r«   ' 

^^  ^  V  i^j.      I — A:2^2  giii2  am  4ro> 

Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Glei- 
chungen lassen  sich  in  Beziehung  auf  x'^  in  Partialbrüche  zerlegen. 
Statt  hierbei  ein  ähnliches  Verfahren  anzuwenden  wie  bei  den 
Gleichungen  28)  von  §  37  um  schliesslich  auf  die  dort  erhaltenen 
Gleichungen  44)  zu  kommen,  möge  der  umgekehrte  Weg  einge- 
schlagen werden.  Es  werden  bei  diesem  umgekehrten  Verfahren 
einige  difficile  Betrachtungen  vermieden,  deren  directe  Anwendung 
in  diesem  Falle  die  Rechnungsoperationen  zu  weitläufig  machen 
würde. 

Da  nach  5)  nm  =  mK-\-  mfiK\  so  ist  sin  am  (z -f  4wcö)  = 
sin  am z,  also  auch: 

n— 1  »— 1 

2  2 

Y£  sin  am  (u  —  4rcö)  =  ]£  ^^^  am  [w  -f  4  (n — r)  m\ 

1  1 


oder  einfach: 


rt— 1 
2  n — 1 


1 7)     ]J[  sin  am  (u  —  \rc6)   =  IJ[  sin  am  (u  +  4rcö). 

1  ri^ 

Die  Gleichung  6)  wird  hierdurch: 
j/j^  sinam^^,  /)  =  \/ j^  smam(^,  /)  =  //  sinam(z.+4ra>). 

Auf  diese  Art  lassen  sich  die  Gleichungen  6),  8)  und  9)  durch 
die  folgenden  ersetzen: 
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18) 


sin  am 


cos  am  [~,  i\  =\J  -jl^  [[  cos  am  (w  +  4ra9), 


^  '^"^  (:|'  n=\/  j^nll^  am  C^  -f  4ro.). 


Wegen  /lo?  =  mÄ^  +  m^i  K^  bleiben   die  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  ungeändert,  wenn  u  ersetzt  wird  durch: 
u-i-AcQ,  w+8a>,  ...,  w  +  4(n — l)co. 
Aus  den  Gleichungen  13)  folgt: 


n—l  n—l 

2  ~2~ 


y/ ^2  giji4  am  4ro>  =  k"-^  J]  sin4am4r(ö   =   -— ^. 

Hierdurch    lässt    sich     die     erste    Gleichung    16)     für    y  = 
sinamf  —  ,  /j  wie  folgt  darstellen: 

w— 1 

19)    ^  Jjf  (x'^ — sin2am4rcö)  —  —  sinam(-^,  /jx 

n—l 

Diese   Gleichung  wird   identisch   für  x  =  sin  am  i/.    Da   nun 
sinamf  — , /j  unverändert   bleibt,    wenn    u-\-^gm   statte  gesetzt 

wird,  wo  g  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  die  linke  Seite  von 
19)  auch  identisch  für  die  w  verschiedenen  Werthe  von  x 
sin  am  w,  sin  am  {u  +  ^oo) ,  . .  sin  am  [w  +  4  (w  —  1)  m\ 
Man  kann  demgemäss  setzen: 


2 


X II  {x^  —  sin2  am  4ra>) — ^^  sin  am  ^^,  ^j  X 

n—l  n—\ 

^r-FS^IST^^j   =  77[^-sinam(^.+  4ra.)]. 
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Die  Vergleich ung  der  Factoren  von  x^-^  giebt: 

^        ^  0 

Behandelt  man  die  beiden  andern  Gleichungen  16)  auf  ähnliche 
Art,  so  folgt: 
«— 1 


21) 


^       ^       COS  am 


(^'  7  ""   2  cosam(w  +  4ra?), 


0 
«-1  __ 

^         ^  0 


Es  ist: 

w— 1 

22)     ^S]  sin  am  ((!^  +  4rcö)  =  sin  amw  +  ^  sin  am(w  4-  4rco) 

0  1 

n—l 

4-  ^  sin  2im{u  +  4rco). 


w— 1 

n — 1  2 


2 


Wegen  der  Gleichung  sin  am  (z  —  inco)  =  sin  am  z,  ist  auch: 
91  —  1  n  — 1 

^^  sin  am  {u  -\-  irco)  =  ^^  sin  am  [w  +  4  {u — r)  co]  = 


2                                                                 2 
n—l 
2 

^^  sin  am  (w  —  Arm). 
1 

)ie  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 

n—\ 

7^  sin  am  (w  +  4rcö)  = 

n—l 

sin  am  w  +  ^^  [sin  am  {u  +  4rcö)  +  sin  am  (u  —  4rco)] , 
1 

oder,  wenn  man  rechts  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Func- 
tionen anwendet: 
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n—i 

^1  sin  am  (u  +  4ra>)  = 


n— 1 
2 


.   „  v^  sm  am  w  cos  am  Arco  A  am  4rcö 

sm  amw  +  2  7j  ,  —  70    .™o ^.  o ;i 

-^  1  —  k^  sm2  am  w  sin^  am  4r o> 

Setzt  man  die  links  stehende  Summe  auf  die  rechte  Seite  dei 

Gleichung  20),   so   erhält  man  sin  am  (--, /j  rational  durch  sin  am  z* 

ausgedrückt.  Diese  Methode  ist  von  JacoU  (Fund.  p.  47  u.  48)  an- 
gegeben worden.  Es  leuchtet  ein,  dass  man  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  21)  ganz  ähnlich  transformiren  kann.  Auf  diesem 
Wege  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  welche  der  angedeu- 
teten Zerlegung  in  Partialbrüche  der  rechten  Seiten  der  Gleichun- 
gen 16)  entsprechen: 


23) 


-—- sm  am 
kM 


+2y;- 

-^  1  —  k^  sin2  am  u  sin^  am  4r  co  ^ 


sin  am  w  cos  am  4r  CO  J  am  4r  CO 
sin  am  w 


w— 1 

(-l)M 


,  ,^      cos  am 
kM 


cos  am 


^        cos  am  u  cos  am  4r  co 
-^  1  — /:2  gijri2  am  wsin^  am  4r  CO ' 


n— 1 


zlamw  Jam4rco 


Jami 

Jamw  +  ^.^r 


k'^  sin2  am  u  sin^  am  4r  co  * 


Aus  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht 
eine  neue  Gleichung  ableiten,  welche  der  Relation  46)  des  §  37 

1  L 

entspricht.    Nach  1 1)  ist  ^  ==  t^?  nimmt  also  u  um  K  zu,  so  geht 

u  u 

-—  über  in  —^-\-L.    Durch  Zunahme  von  u  um  K  geht  die   erste 

MM  ^ 

Gleichung  23)  über  in: 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  19 
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cos  am 


&•') 


ZI  am 


&') 


Ä:  cos  am  w      ^    ^    cos  am  w  J  am  w  sin  coam  4r  co 
z/amw  -^  1 — /:2  gi]i2  g^jji  w  sin2  coam  4r  cö  * 

Beide  Seiten  dieser  Gleichung  sind  vollständige  Difterential- 
quotienten  in  Beziehung  auf  u.  Durch  Integration  folgt  ähnlich 
wie  in  §  37: 


24) 


1  +  /  sin  am  ( — ,  / 


/sin  am  (  — ,/ 


ra— 1 
2 


1  +  A-  sin  am  w  j  j  1  +  ^  sin  am  ^^  sin  coam  4r  oj 
1  —  /rsinamw^^  1 — /:  sin  am  w  sin  coam  4r  co  * 

Für  einen  gegebenen  Modul  k  entsprechen  nach  2)  den  n 
Wurzeln  von  a"  =  1  eine  gleich  grosse  Anzahl  von  Werthen  von 
/  und  /'.  Es  ergeben  sich  also  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Glei- 
chung 16)  TZ  verschiedene  Werthe  von  y  in  Form  rationaler,  ge- 
brochener Functionen  von  x^  welche  gleichzeitig  mit  x  verschwinden 
und  der  Differentialgleichung  genügen: 

25)  ^y  =  ^^ 

/(l— «/2)(1— /2?/^)  yJ/l/(l  — X2)(l_^2^2)* 

Diese  n  Werthe  von  y  entsprechen  den  verschiedenen  Werthen 
von  CO  enthalten  in: 

26)       CO  = . 

n 

-Es  haben  m  und  mf  weder  unter  einander  noch  mit  n  einen 
gemeinschaftlichen  Factor.  In  Folge  der  Betrachtungen  in  §  38 
(z.  B.  Gleichung  26)  kann  m  verschwinden,  aber  nicht  m'.  Nimmt 
man  m'  =  1,  so  kann  in  26)  m  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  n — 1  an- 
nehmen. Die  verschiedenen  Werthe  von  co  sind  dann  in  folgender 
Reihe  enthalten: 

7i  '  n      ^  w        '  *  * '  n 
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^ \ 

Die  letzten  — ^r—  dieser  Argumente  in  umgekehrter   Ordnung 

geschrieben  sind: 
oder : 


w  '  n  '  '*  71 


n  n  n 

Da  nun  allgemein  sin2am(4Ä^ — v)  =  sin^amz;,  so  lassen  sich 
statt  der  letzten  — ^  Werthe  von  o?  der  obigen  Reihe  in  den 
Gleichungen  2)  und  16)  die  folgenden  annehmen: 

K—iK'      lK~iK'  2 

n      ^  n       ' '"  n 

Die  n  Werthe  des  Arguments  co  sind  also  auch  in  folgender 
Reihe  enthalten: 

u  —  1 
iK^      K±iK'      2K±iK'  2     ^^^^' 

n  "*  n      ^  n        ^ "  n 

Man  kann  die  Werthe  von  a>  auch  noch  auf  andere  Art  dar- 
stellen, welche  natürlich  zu  denselben  Functionalwerthen  der  vor- 
kommenden elliptischen  Functionen  führen,  wie  die  eben  bemerkten. 
In  26)  nehme  man  m=  1  und  m' =  1,2,  ,,n  —  1.  Hierzu  tritt 
noch  der  Werth  für  m  =  0,  Die  Reihe  der  Werthe  von  co  ist  dann 
folgende: 

n  ^  w      '  w        '  ***'  n 

Durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  lassen  sich  statt 

yi 1 

der  letzten  — ^  Werthe  die  folgenden  nehmen: 

K—iK'      K—%K'  2 


n  n  n 

Es  ist  dann  die  Gesammtheit  der  n  Werthe  von  m  der  Glei- 
chungen 2)  und  16)  in  folgender  Reihe  enthalten: 

19* 
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n —  1  . 

n  ^  n      '  n        ^  "  n 

Die  elliptischen  Functionen,  welche  Multipla  dieser  Werthe 
von  tö  zu  Argumenten  haben,  sind  mit  einer  Ausnahme  complexe 
Grössen.  Nur  in  einem  Falle  geben  die  Gleichungen  2)  für  /  und 
/',  also  auch  für  L  und  Z',  reelle  Werthe,  wenn  nämlich  «  =  1  ist. 
Dann  ist  «>  =  — ,  wie  z.  ß.  aus  den  Gleichungen  19)  von  §  38 
für  ^  =  0  folgt.  Mit  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  7)  von  §  8 
geben  die  Gleichungen  13)  und  16),  wenn  co  =  —  gesetzt  wird,: 

iL 
n—\  n — 1 

L  =  ff ! ^   TT 1 

^    z/2am( ,äM  ^    J^amf ,A:'j 

„        (ArK'     \  „        /2rr     \ 

/-—  cos^am   ,k']  cos^am   ,k'] 

\     JL  =    TT  V  ^        /  _    TT  \    n    '    I 

.  „        (ArK'     \                     .  ,        /2rZ'  ,  A 
sm2  am    ,  ä'  sm^  am    ,  A-' 

1  ^   rr V  ^^       /    ^  ]j V  ^       / 

sin2  coam  I ,  /r'  1  sm^  coam  ( ,  /r'  1 

l+x2cot2amf— ',;t') 


fAr  K'     \ 
1  +  k'^x^  tang2  am(-^-^,^M 

Die  vorstehenden    Gleichungen    constituiren   nach  Jacdbi   die 
zweite  reelle  Transformation.    Nach  Gleichung  4)  des  §  22  ist: 

Nimmt  man  ^"  statt  ^,  so  folgt: 

Die  vorstehende  Gleichung  zeigt,  dass  für  ein  wachsendes  n 
der  Complementärmodul  /'  unbegränzt  abnimmt,  mithin  der  Modul 
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/  gegen  die  Einheit  convergirt.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnet 
Jacohi  die  Transformation  als  diejenige  des  kleineren  in  den 
grösseren  Modul,  im  Gegensatz  zu  der  in  §  37  behandelten  Trans- 
formation. 

Die  Vereinigung  der  Resultate  des  vorstehenden  §  und  des 
§37  zeigt,  dass  für  eine  ungrade  Primzahl  w,  der  Differential- 
gleichung 25)  durch  w  +  1  Werthe  von  y  in  Form  rationaler,  ge- 
brochener Functionen  von  x  gentigt  wird.  Die  n-\-\  Werthe  von 
l  werden  aus  k  erhalten,  wenn  q  ersetzt  wird  durch; 


wo  a  eine  Wurzel  von  «"  =  1  ist. 

Dieses  schöne  Resultat  findet  sich  zuerst  in  einem  Briefe  von 
Jacohi  an  Grelle  vom  Jahre  1828,  welcher  unter  dem  Titel:  „Note 
sur  les  fonctions  elliptiques"  im  dritten  Bande  von  Crelle's  Journal 
(p.  193)  abgedruckt  ist.  In  demselben  Bande  befindet  sich,  mit 
Beziehung  auf  die  Mittheilungen  von  Jacohi^  der  Aufsatz  von  Abel: 
„Sur  le  nombre  des  transformations  differentes,  qu'on  peut  faire 
subir  ä  une  fonction  elliptique  par  la  Substitution  d'une  fonction 
rationelle  dont  le  degre  est  un  nombre  premier  donne.  (p.  394  — 
401.  Oeuvr.  1. 1.  p.  309  —  316).  Abel  giebt  Beweise  der  von  Jacohi 
einfach  aufgestellten  Theoreme,  wobei  die  schon  früher  erwähnten 
meisterhaften  Untersuchungen  in  Nr.  138  der  „Astr.  Nachr."  (Band 
6.  p.  365  — 388,  Oeuv.  1. 1.  p.  253  — 274)  zur  Anwendung  kommen. 
Eine  spätere  Arbeit  von  Abel:  „Note  sur  quelques  formules  ellip- 
tiques"  (Grelle  J.  t.  4  p.  91,  Oeuv.  1. 1.  p.  305)  behandelt  denselben 
Gegenstand,  für  den  Fall,  dass  der  durch  /  bezeichnete,  transfor- 
mirte  Modul  k  eine  reelle  Grösse  ist. 

In  der  Abhandlung  „De  functionibus  ellipticis  commentatio 
altera"  (Grelle  J.  t.  6.  p.  397  —  403)  hat  Jacohi  eine  neue  Herleitung 
der  in  den  Gleichungen  16)  enthaltenen  Transformationsformeln 
gegeben,  welche  auf  Betrachtung  der  drei  Reihen  basirt  ist,  welche 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  bilden.  Auch  in 
diesem  Falle  enthalten  die  Untersuchungen,  wie  die  ^Fundamenta"^ 
nur  eine  Verification  der  aufgestellten  Formeln.    Die  beiden  reellen 
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Transformationen  Jacohh  hat  Legendre  im  ersten  und  zweiten 
Supplement  zum  Gegenstande  sehr  eingehender  Untersuchungen 
gemacht.  Die  Substitutionsgleichungen  werden  ähnlich  wie  bei 
Jacohi  verificirt.  Ungeachtet  einer  Menge  sehr  nützlicher  Detail- 
untersuchungen bleiben  die  Resultate  innerhalb  der  Gränzen  der 
„Fundamenta".  Auf  pag.  32  des  „Premier  Supplement"  wird  die 
Relation  zwischen  k  und  /  durch  die  ganzen  elliptischen  Integrale 
gegeben,  davon  aber  keine  Anwendung  auf  die  Transformation 
selbst  gemacht.  Nur  auf  pag.  127  (Deuxieme  Supplement)  wird 
eine  sehr  kurze  Anwendung  des  Satzes  von  Cotes  gemacht,  auf 
welche  schon  früher  Jacohi  hingewiesen  hatte.  (Grelle  J.  t.  3.  p.  305). 
Die  grosse  Allgemeinheit  der  von  Jacohi  gefundenen  Transforma- 
tionsgleichungen veranlasste  bald  nach  ihrer  Publication  mehrere 
Beweise  und  Darstellungen  derselben,  von  denen  die  folgenden 
angemerkt  werden  mögen,  welche  die  ersten  Versuche  sind,  die 
Wichtigkeit  der  Lehre  der  elliptischen  Functionen  in  verschiedenen 
Ländern  hervorzuheben. 

Plana:  Methode  el6mentaire  pour  decouvrir   et    dömontrer  la 
possibilite    des    nouveaux    theoremes    sur    la   theorie  des 
transcendantes  elliptiques  p.  p.  Mr.  Jacohi  dans  le  Nr.  123 
du  Journal  allemand  intitule    ,^ Astronomische  NacTirichten^ 
(Memorie  della  reale   Academia   delle   scienze  di  Torino. 
1829.t.  XXXII  p.  333  — 356). 
Als  Fortsetzung  dieser  Abhandlung,  welche  nur  reelle  Trans- 
formationen   in  Betracht   zieht,   enthalten   die    „Memorie  d.  r.  Ac. 
d.  s.  di  Torino.     Serie  seconda.    Toms  XX.  1863.  (p.  207  u.  f.)  von 
demselben  Verfasser  „Memoire   sur  la  theorie  des  transcendantes 
elliptiques". 

Poisson:  Rapport  sur  un  ouvrage  de  Mr.  Jacohi,  intitule:  Funda- 

menta  nova  functionum  ellipticarum.    (Mömoires  de  l'Aca- 

demie.  1830  t.  X.  p.  73— 117.) 

Ivory  On  the  Theory  of  Elliptic  Transcendentes.    (Philosophical 

Transactions.  1831.  p.  349  — 377). 

Diese   Abhandlung,  welche    nur    reelle    Transformationen    zu 

Grunde  legt,  zeichnet  sich  durch  Untersuchungen  der  Transformationen 
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grader  Ordnung  aus.  Es  ergiebt  sich,  dass  in  dem  bemerkten 
Falle  der  Differentialgleichung-  25)  durch  einen  Werth  von  y  gentigt 
werden  kann,  welchejr  in  Beziehung  auf  x  nicht  rational  ist. 

Die  Darstellung  der  Fimdamenta  findet  sich  ziemlich  vollständig 
reproducirt  in  dem  Artikel  „Elliptische  Functionen"  von  Sohnke, 
enthalten  in  dem  Werke;  Allgemeine  Encyclopaedie  der  Wissen- 
schaften und  Künste  herausg.  v.  Ersch  u.  Gruher.  Erste  Section 
A— G.   Vierzigster  Theil.   Nachträge.    Leipzig  1844.  (p.  77—135). 

§  40.    Die  Theta-Functionen,  in  welchen  q  durch  ^2  oder  \/~q 

ersetzt  ist  und  die  entsprechenden  elliptischen  Functionen. 

Die  Theta -Functionen  mit  dem  zweiten  Argumente 


v^ 


Aehnlich  wie  in  den  §  37)  und  38)  lassen  sich  mittelst  des 
Satzes  von  Cotes  die  Theta-Functionen,  in  denen  das  zweite  Argument 
q  durch  ^2  oder  \/q  ersetzt  ist,  durch  die  ursprünglichen  Functionen 
ausdrücken.  Man  kann  hierbei  verschiedene  Wege  einschlagen 
z,  B.  sich  der  Gleichungen  14)  und  16)  des  §  18  bedienen,  welche 
die  Darstellung  der  Theta-Functionen  in  Form  unendlicher  Producte 
nicht  voraussetzen.  Dieses  Verfahren  bietet  indessen  keine  Vor- 
theile  gegen  die  Anwendung  unendlicher  Producte.  Für  die  fol- 
genden Untersuchungen  mögen  einige  Gleichungen  vorangesetzt 
werden,  welche  auch  in  weiterer  Beziehung  sich  als  sehr  nützlich 
erweisen  werden. 

In  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  auf  pag.  104  nehme  man 
rv  =  X  =  y  =  z,  also  w^  =  2x,  x^  =  y^  =  z^  =  0.  Man  verbinde 
darauf  die  Gleichungen  1)  und  2)  durch  Addition  und  Subtrac- 
tion,  ebenso  verfahre  man  mit  den  Gleichungen  3)  und  4).  Hierdurch 
folgt: 

1)  ^^,{xY  =  ^3(0)3^3(2a:)-h^2(0)3^2(2:r)-f^(0)3^(2a:), 

2)  2.9-2  {xY  =  ^3  (0)3  ^3  (2^)  -f  ^.,  (0)3  ^2  (2a:)  -  ^  (0)3  ^  (2a;) , 

3)  2^  {xY  =  ^3  (0)3  ^3  (2a;)  -  .9-2  (0)3  ^^  (2a;)  H-  ^  (0)3  ^  (2a:) , 

4)  W,  {xy  =  ^3  (0)3  ^3  (2a:)  -.^2  (0)=^  ^2  (2a:)  -  ^  (0)3 d-  (2a:), 


5) 
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Für  X  =  -j  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 
Nimmt  man  hierin  d'ifS)  =  t9'3(0)[/ä',  so  folgt: 

Für  X  ==  -^log^,  ^2(0)  =  ^3(0)1/^  leitet  man  aus  den  Glei- 
chungen  1)  —  4)  die  folgenden  ab: 

Ui(ilog<?y  =  »  ({log«)'  =  T'^^  1/^*3(0)*. 

In  den  Gleichungen  5)  sind  die  vorkommenden  Theta-Functionen 
sämmtlich  reell  und  positiv,  dasselbe  ist  mit  den  Functionen  ^3, 
^2  und  d^  in  den  Gleichungen  6)  der  Fall.  Was  die  Function  ^1 
betrifft,  so  ist  dieselbe  imaginär  für  imaginäre  Argumente.  Die 
Gleichung  (§  17  Gl.  18): 

^_ 

^i{^,q)  =  — M  / — f  ^      ^i( — f?^ 

y  log-      Mog- 

giebt  x  =  —  logö'  gesetzt: 


m 


7)     *,(ilog.,,,)  =  -.l     /-^,     '-'^i^4 

WO  log  ^  log  ^'  =  jc\    Da  ^1  (  — ,^')  positiv,  so  ist  in  dem  Werthe 

von  ^^i  f^log^j   aus   6)   die  vierte  Wurzel  der  Einheit  gleich  — i 
zu  nehmen. 
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Die  Gleichungen  10)  von  §  22  geben: 

Man  wende  rechts  auf  jeden  Factor  die  Relation: 
l—2p^coBix-i-p^  =  (l-'2pcos2x-{-p^)(l  +  2pco^2x-hp^) 
an.    Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutungen  von  d-'fx)  und  B-^{x)  lässt 
sich  die  obige  Gleichung  schreiben: 

^(2x,  q^)  =  17^^5j^^^(a;,  q)  ^,(x,  q). 

Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

SO  ist,  wenn  rechts  das  zweite  Argument  q  der  Einfachheit  halber 
nicht  angemerkt  wird: 

9)     ^{2x,  q^)  =  Q^ix)  ^,(x)  =  Q^{x)  ^(a;  +  |). 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  folgt: 

10)    ^,{2x,q'^)  =  Q^,{x)^^{x)  =  Qd^,{x)^,{x  +  ^), 

wo  Q  wieder  durch  die  Gleichung  8)   bestimmt  ist.    In   den  Glei- 
chungen 9)  und  10)  lasse  man  ^  um  -j  zunehmen.     Nun  ist: 

folglich : 

{W^x,q-^)  =  0*(j  +  x)  *(f-^)- 

\w^x,q-^)  =  J?*,(f +.r)  *i(f-a;)- 

Auf  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  wende  man  die  auf 
p.  108  unter  6)  und  8)  aufgestellten  Relationen  an,  nämlich  die 
folgenden : 

\  ^(0)2  ^i(a:  +  ?/)  ^,{x-y)  =  M^Y  ^(y)2_^(^,)2  ^^(y)2. 
Die  Gleichungen   11)  lassen   sich  dann  auf  nachstehende  For- 
men bringen: 
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Setzt  man   hierin   ^(0)   =   ^3(0)  \/F,   ferner   fttr  ■0'(j\  und 
^i(  — )  ihre  Werthe  aus  5),  so  erhält  man  schliesslich: 


13) 


k'M^^^Q')  =  Q 


d'{x'^)—d'y(xy 


^(xy—o-^ix)' 


1  +k'' 
1—k' 


1+Ä' 


■\/k% 


l~k' 


\/k\ 


Geht   q  in  ^2  über,   so   mögen   k^  k',  K  und  K*   respective  in 
/,  /'  L  und  V  tibergehen.    Es  ist  dann  also: 

^  ^   ~  ^3(0,  ^2)'  *^      ^3(0,  q^y  Jt  ~  ^^^^'  ^  ^  • 

Aus  den  Gleichungen  13)  folgt  für  o^  =  0: 
k^U^\q'^)  =   ^^(0)2|/l±iV^, 


15) 


Durch  Division  folgt  hieraus,  mit  Rücksicht  auf  14): 

\—k' 


16)     \/l 


\—k' 


oder  /  = 


\-\-k'   ^^^'    '         1+A:' 
In  der  ersten  Gleichung  15)  nehme  man  wieder  d^{^y  ==  k'^^ifiy 

—  k\    Dann  ist : 


17)     *,(0,  q^)  =   0^  l/^-^V^'- 
Die  letzte  Gleichung  6)  auf  pag.  121  giebt: 


^     "~     i  +  e' 


d.  i.  nach  S) : 


2K\/k' 
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Man  setze  hieraus   Q  in  die  Gleichung  17),  ferner  nach  16) 


*3(0,  ?^)  =    1/ 

/2X 

Es  folgt  so: 

oder  einfacher 

l/¥-l/¥l/4^ 

.8,  1  =  i±i'. 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  dividirt  geben: 
H2x,q'')  ~    Hx)^,(x)' 


d.i. 


|//sinamf ,  n  =  k 


2Kx            IKx 
sm  am cos  am 


Jam 


IKx 


oder  =  u  gesetzt: 

19)    l//sinam( 


Lu    \ 
K  '  V 


smamM  cos  am  u 


Substituirt  man  noch  links  für  /  und  L  die  Werthe  aus   16) 
und  18),  so  folgt: 


smam 


(1+^' 


■)-  m  - 


(1  +  k^)  sin  am  M  cos  am  w 
Jamw 


Auf  dieselbe  Art  leitet  man  aus  don  Gleichungen  9^,  11)  ui 
13)  die  folgenden  ab: 


20) 


smam 


[1 ^'" 

cosaml(l+/:Ow,  j-^ 


Jam 


(1+äOw, 


1 


1-hk' 


(1  +  /:')  sinamw  cosamw 

zi  amw  ' 

_  1-  (1  -\-k')  sin^am^ 

Jamw  ' 
1— (1  —  Ä:')  sin^amw 

Jamw  ' 


Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  die  beiden 
folgenden  direct  herleiten,  man  muss  dann   die  Gleichung  19)  zu 

Grunde  legen.    Setzt  man  w  =  — ,    so   folgt   die   Gleichung    16). 


300 

IL 

Differentiirt  man  ferner  nach  ?<,   setzt   darauf  u  =  0,   so   folgt  — 

K 

k 
=  -jz  und  hieraus  der  in  18)  gefundene  Werth  f(ir  Z.*) 

y  i 

Man  kann  sich  der  Gleichungen  20)  hedienen  um  die  Trans- 
formationsgleichungen herzuleiten,  welche  dem  Uebergange  von  q 
in  \/ q  der  Theta-Functionen  entsprechen.  Wird  u  durch  ui  ersetzt, 
führt  man  ferner  darauf  statt  der  elliptischen  Functionen  mit  ima- 
ginärem Argument  die  entsprechenden  Functionen  mit  reellem 
Argument  und  dem  Complementärmodul  ein,  so  ergeben  sich 
schliesslich  durch  Vertausch ung  von  A'  mit  k  die  in  Rede  stehen- 
den Relationen.  Für  manche  Zwecke  ist  es  besser  von  den  Theta- 
Functionen  auszugehn,  da  sich  hierbei  Gleichungen  ergeben,  die 
nicht  bei  der  Transformation  allein  ihre  Verwendung  finden. 

Die  in  den  Gleichungen  10)  von  §  22  enthaltenen  Producte 
geben : 

Nun  ist  aber: 

77(1— 2^^  cos 2^  + ^2r)  ^  i7[l— 2(l/^)'^^cos2^  +  (|/^)*'']. 
Das  Product  der  beiden  Theta-Functionen  lässt  sich  hierdurch 
auf  folgende  Art  darstellen: 

21)      H^)  M^)  =  9^^Jfjß^ M^,\/9)- 

Trennt  man  die  graden  und  ungraden  Werthe  von  r,  so  ist: 
77(1— ^-)  ==  n(l  —  q^^)n(i  —  q^'-^), 
folglich : 

nii^q'^y_     1-^^- 

17(1—^0  l~^2r-l 

Setzt  man  zur  Vereinfachung : 

22)   -^n^^^ü., 


K 

*)  Die  Gleichnng    Jamw  JsLm(K—u)  =  k'  giebt  u  =z  ■—  gesetzt: 

j^  j{        \ k'  \  K  k' 

J2  am  —  =  k\   hieraus   sin^  am  —  =  — -r^   —  TTT' '  ^^^^  am  -  =  ^      ^,  • 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen    findet  man   ohne  Schwierigkeit  die  Relation 
zwischen  k  und  l. 


301 


so  erhält  mt^  aus  der  Gleichung  21): 

23)  d;{x,  \/q)  =  Q,Hx)  ^^{x). 
Die  Vertauschung  von  x  mit  -^-{-x  giebt  : 

24)  M^,\/q)  =  QiM^)H^). 
Es  ist: 

^,(a;  +  |log^)  =  -iq-ie^'H^), 
oder  X  —  -jlog^  statt  x  gesetzt: 

^i(^H-^log^)  ==  —ie^'d'(x  —  ~\ogq). 

In  der  Gleichung  23)  werde  x  mit  0:  +  — log^  vertauscht.    Die 
rechte  Seite  lässt  sich  nach  dem  Vorstehenden  schreiben: 
~iQ,  e^i^ix  -\-jlogq)  ^(:,-llog^). 

Die  linke  Seite  geht  über  in: 
^i(a^  +  ^log^,  \/q)  =  Mx  +  jlog\/i,\/q)  =  ^iq--h^'ß'(x,\/q). 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  Argumentes   leitet   man 
aus  23)  folgende  Gleichung  ab: 

25)     ^(x,  \/~q)  =  q^  Q,^{x  +  |-log^)  ^(o^-^-log^). 
Hierin   x  +  ~^  statt  x  gesetzt  giebt: 
26)     ^3^  l/^)  =  q^ QiH^  +  ^log^)  ß^,{x  —  ~\ogq). 

In   der   ersten   Gleichung    12)    nehme    man  y  ==  ^log^  und 

Jt       i 
y  =  -^  +  ~^logqj   wendet  man   die    erhaltenen  Resultate  auf  die 

Gleichungen  25)  und  26)  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  folgende 
Formen  bringen: 

H^,  l/*)  =  1^  \H^y  H^  logqy  -  M^y  »,(j  log j)^!. 
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Nimmt  man  ^(0)  =  \/k'  ^3(0),  reducirt  die  vorstehenden  Glei- 
chungen mittelst  der  Gleichungen  6)  und  7),  so  ergiebt  sich  einfacher: 


j  k'üix,\/ii)  =  QAH^y+»xi^y\  i/-2^/*> 


1  k'&.ix,\/'q)  =  QAK^r-'^,{xf\  |/4-^i/^. 

Geht  q  in  \/q  über,  so  mögen  h,  k',  K  und  K'  respective  über- 
gehn  in  /,,  /',,  I,  und  L'i,  so  dass  also: 

^3(0,  l/^)  ^3(0,  l/^)    ^ 

In  den  Gleichungen  27)  werde  a:  =  0  gesetzt,  der  Quotient 
der  so  erhaltenen  Gleichungen  giebt  nach  28): 


mithin: 

Die  zweite  Gleichung  27)  giebt  a:  =  0  und  ^(0)2  =  ä:' ^3(0)2 
gesetzt : 


1+A:./" 


^3(0,  i/^)  =  Qi  u^y  y  ^  I/ä:. 

Die  durch  22)  bestimmte  Quantität  Q^  lässt  sich  in  Folge  der 
Gleichungen  6)  von  §  22  auch  definiren: 

Da  nun  ^3(0,  \/'q)=   l/^,  ^3(0,  ^)  =  l/  — ,  so  erhält  man: 


oder: 


f = i/f  ^fT^ 


81)    1-1+». 


Die  Quotienten  der  Gleichungen  23),  24)  und  27)  führen  auf 

2Z  X    ^Kx 
elliptische  Functionen  mit  den  Argumenten  — ^,  ,  den  Moduln 
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k  und  /i.     Zur   Vereinfachung  setze    man  ==  w,  werden  die 

Werthe  von  l^  und  L^  aus  29)  und  31)  substituirt,  so  ergiebt  sich 
folgendes  System  von  Transformationsgleichungen: 


sm  am 


32)     <[  cos  am 
Jam 


>  "^ ^  M  +  >tj         \+k  sin^amw 
Vi  -i- i•^      ^/^"l  cosamw  Jamw 

'(\4-iAu  ^^  -  LziAiiBifEif. 

>  ^  ^^'^^  \^k\~  \-{-k  sin^amw 


Aehnlich  wie  die  Gleichungen  20)  lassen  sich  die  vorstehenden 
Gleichungen  aus  einer  derselben  herleiten,  oder  besser,  aus  dem 
Quotienten  der  beiden  Gleichungen  23)  und  24). 

Zu  den  vorstehenden  Darstellungen  über  einige  besondere 
Theta- Functionen  mögen  noch  die  folgenden  Formeln  angemerkt 
werden,  welche  sich  leicht  aus  den  bisherigen  Resultaten  ergeben. 

Trennt  man  die  graden  und  ungraden  Werthe  von  r,  so  ist 
/7(li_^2.)  _  n{\-qr)  (1  +  ^0  = 
17(1  -  q^)  (1  -  ^2.-1)  (1  +  ^,,)  (1  4-  ^2.-1) 
also : 

j^f_r/-i)  =  m-q^-)  (1  +  4^0  (1  +r-0, 

d.i.  nach  22): 

1    =    ji  /7(1  _  q'r)  (1  +  q^r)  (1  +  j2r-l). 
Vi 

Geht  ^  über  in  qe^^  =  — ^,  so  geht  —  über  in: 

VI 

in 

e^q^  n{\—q^')  (1-  +  q^^)  (1  —  ^2r-i)^ 
In  Folge  der  Gleichungen  10)  von  §  22  ist  dieser  Ausdruck 
gleich: 


in       ,  — , —  in 


Geht  q  über  in  ^e^*,  so  geht  ^3(0-)  über  in  %^(pc)  und  umgekehrt. 
Die  Functionen  ^1(0;)  und  ^^(x)  kehren  in  sich  zurück,  multiplicirt 
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mit  e^.     Durch  diese  Aenderung  von   q  geben  die  Gleichungen 
23)  und  24): 

!*/ —  ni  ni 

--,   .  ^ 

In  den  Gleichungen  27)  substituire  man  den  Werth  von  Qi  aus 
2^ 


30),  setze    W  ~  =  ^3(0)  und  k'  =  \/i—k  \/l-{-k.    Dann  ist: 

Lässt  man  nun  q  in  ^e^^  =  —  q  übergehn,  so  gehn  in  Folge 

1  ik 

der  Gleichungen  4)  von  §  22  k'  und  k  respective  über  in  -  und  -• 

n  rC 

Es  geht  ^3(0)  über  in  ^(0)  =  /F^3(0).    An  Stelle  der  Gleichun- 
gen 34)  treten: 


35) 


in 


§  41.  Die  Transformationen  zweiter  Ordnung.  Historische 
und  literarische  Bemerkungen.  Landen^  Legendre^  La- 
grange, Gauss,  Jacobi.  Lineare  Relationen  zwischen 
elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung.  Küpper, 
Richelot,  Schröter. 

Die  im  vorhergehenden  §  behandelten  Transformationen  ge- 
hören zu  den  sogenannten  Transformationen  zweiter  Ordnung.  Die- 
selben sind  die  ältesten  Resultate,  was  die  Transformation  elliptischer 
Integrale  im  Allgemeinen  betrifft.  Beinah  ein  halbes  Jahrhundert 
vor  den  bahnbrechenden  Arbeiten  von  Abel  und  JacoU  sind  diese 
ebenso  einfachen  wie  nützlichen  Formeln  zuerst  entdeckt  und  bald 
darauf  Gegenstand  der  Untersuchung  der  ausgezeichnetesten  Mathe- 
matiker geworden. 
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In  den  Gleichungen  20)  und  32)  des  vorhergehenden  §  setze 
man  amw  ==  99, 


am 


[(i  +  mhrg  =  ^.- 


am 


"(l+X:)«,^J  =  t^. 


Die  bemerkten  Gleichungen  lassen  sich  dann  auf  folgende  For- 
men bringen: 

(l+/r')sina)COSa)                      1  —  (1 -f- ArOsin^öp 
*'"*'   =      A{<p)  '    """^^  =  4(y) ' 

wo  zur  Abkürzung  A{(p)  =  /l — ä:^  sin^  9p  gesetzt  ist.  Die  Winkel 
9p  und  9P1  als  obere  Gränzen  elliptischer  Integrale  sind  durch  fol- 
gende Gleichung  verbunden: 


2) 


k'^BiB}iv 


Zwischen  den  Winkeln  -tp  und  ^d  finden  die  Gleichungen  statt ; 
(1  +  k)  sin  (p  coBg)J  ((p) 


3) 


smiz;  =  ^.   ,   ,   .  „  -,     cost/; 


1  -f- Arsin^^p' 


4) 


J      I 


I    TT 


(m)'"«" 


=    (l+A:) 


k'^^ivP-w 


Wegen  A-2  =  1  —  ;^'2  i^t 


1— Ä' 


^2 


l+Ä'         (1  +  ^'y 


\\+ky 


\—k 
\+k 


;  <  k.    Es  ist  ferner: 


^^>  A:  oder   2>  l/Ar-t-^/T, 


da  /:  <  1  ist.  Werden  die  Winkel  <px  und  ip  mittelst  der  Glei- 
chungen 1)  und  3)  berechnet,  so  lässt  sich  das  elliptische  Integral 
mit  dem  Modul  k  auf  doppelte  Art  in  ein  ähnliches  transformiren. 
In  der  Gleichung  2)  nimmt  der  Modul  des  transformirten  Integrals 
ab,  dagegen  zu  in  der  Gleichung  4). 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  20 


m 

Die  Gleichungen  1)  enthalten  die  sogenannte  Transformation 
von  Landen.  Die  erste  dieser  Gleichungen  in  etwas  anderer  Form 
hat  zuerst  Landen  in  den  „Philosophical  Transactions"  (Vol.  LXV 
p.  283)  1775  aufgestellt,  das  geometrische  Theorem,  welches  zu  der 
analytischen  Rechnung  Veranlassung  gegeben,  findet  sich  indessen 
schon  in  den  „Philosph.  Transact."  für  1771  ausgesprochen.  (Man 
vergleiche  auch  John  Landein  Mathematical  Memoirs  Vol.  I.  j;.  32. 
London  1780).  Es  ist  wohl  wesentlich  das  Verdienst  von  Legendre 
in  der  kurzen  Abhandlung  von  Landen  das  eigentliche  Princip  der 
Transformation  elliptischer  Integrale  herausgefunden  und  vei  werthet 
?u  haben.  In  der  „Histoire  de  l'Academie"  (Annee  MDCCLXXXVI. 
Paris  MDCCLXXXVIII)  hat  Legendre  unter  dem  Titel:  „Memoire 
sur  les  integrations  par  d'arcs  d'ellipse"  (pag.  616 — 643)  Unter- 
suchungen über  elliptische  Integrale  gegeben,  welche  die  ersten 
Spuren  seiner  späteren  bedeutenden  Forschungen  enthalten.  An 
diese  Abhandlung  schliesst  sich  unmittelbar  (pag.  644  —  683)  eine 
weitere  an  unter  dem  Titel:  „Second  memoire  sur  Ics  integrations 
par  d'arcs  d'ellipse",  welche  sich  nur  mit  dem  von  Landen  gefun- 
denen Theoreme  beschäftigt  und  dasselbe  aus  eigenen  Formeln 
herleitet.  In  dieser  zweiten  Abhandlung  erscheint  auch  zum  ersten 
Male  bei  Legendre  A^x  Name  Lagrange  in  Verbindung  mit  Unter- 
suchungen über  elliptische  Integrale.  In  seinem  grossen  „Traitö" 
erwähnt  Legendre  der  tiefen  und  klaren  Untersuchungen  des  grossen 
Mathematikers  nur  sehr  vorübergehend  und  in  Worten,  welche 
mit  dem  reichen  Inhalte  der  Arbeit  von  Lagrange  in  keinem  rechten 
Verhältniss  stehn. 

„Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la  meme  carriere 
en  donnant  une  methode  generale  pour  trouver  par  approximation 

f*Pdx 
les  integrales  dela  forme    /  —-.'^    (Fonct.  eil.  Introduction  p.  3). 

So  sehr  auch  Legendre  die  Entdeckung  von  Landen  bewundert, 
kann  er  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  derselbe  nur  einen  unbe- 
deutenden Gebrauch  von  derselben  gemacht  habe.  ( —  qui  d'ailleurs 
n'^n  a  tir^  qu'un  m^diocre  parti).  Am  Schlüsse  von  Chap.  XIX 
(Fonct.  eil.  t.  1.  p.  89)  bemerkt  Legendre  i 


„En  terminant  ces   observations  nous  signalerons   comme   ua 

fait  digne  de  remarque,  qu'Euler  n'ait  rien  ecrit  ä  Toccasion  du 

Memoire  de  Landen,  imprime  dans  les  Transaetions  philosophiques 

de  1775,  d'oü  il  faut  conclure  que  ce  Memoire  n'est  pas  par- 

venu  ä  sa  connaissance ;  car  dans  l'hypothese  contraire,  cet  illustre 

Geometre  aurait  sans  doute  suivant  son  usage,  public  ses  propres 

reflexions  sur  une   decouverte  analytique  qui   devait  particulie- 

rement  l'interesser". 

Es  lässt  sich  wohl  ziemlich  sicher  annehmen,  das  dem  ebenso 

gründlichen   wie  gewissenhaften  Lagrange  die   Arbeit  von  Landen 

unbekannt  geblieben  war,  da  sich  dieselbe  nicht  citirt  findet  in  der 

Abhandlung  „Sur  une  nouvelle  methode    de  calcul  integral,  pour 

les  differentielles  affectöes  d'un  radical  carre  sous  lequel  la  variable 

ne  passe  pas  le  quatrieme   degre".     (Memoire  de  l'Academie  des 

Sciences.      Annees    MDCCLXXXIV  —  MDCCLXXXV.      Seconde 

Partie.     Turin  1786,  p.  218  —  290.     Oeuvres  t.  II  p.  253  —  312).*) 

In  Nr.  7  giebt  Lagrange  folgendes  Resultat  über  die  Transformation 

elliptischer  Integrale:    Man  nehme: 


P'  ^p  +  Vp'-q', 

q'  ^  p  —  \/p^—q\ 

p"  =  P'+yp'^-€\ 

q-  =  p^-\/pn„qn 

p'"  ^p"  +  \/p"-^-q"^, 

^"'    =y  — l/j9"2  — ^"2^ 

.     .     .     . 

.     .     .     . 

*)  Am  Schluss  von  Nr.  17  finden  sich  die  Worte: 

„Comme  cette  methode  est  d'un  genre  assez  nouveau,  et  qu'on  pourrait 
reneontrer  encore  quelques  difficultes  dans  son  usage,  nous  allons  l'appliquer 
en  detail  ä  la  rectification  des  arcs  elliptiques  et  hyperboliques". 

In  der  oben  erwähnten  zweiten  Abhandlung  Z^^<?w^r^'5  vom  Jahre  1786 
ist  der  von  Lagrange  gefundenen  Resultate  in  der  Einleitung  kurz  gedacht 
worden.  Hierdurch  erledigt  sich  die  Bemerkung  von  Richelot  im  Vorwort 
zur  Schrift:  Die  Landen'sche  Transformation.    (Königsberg  1868). 

„Dagg  Lagrange  in  seiner  Abhandlung  (Turiner  Memoiren  1788  p.  218), 
worin  er  die  später  nach  Gauss  genannte  Transformation  der  elliptischen 
Integrale  und  den  Algorithmus  der  arithmetisch  geometrischen  Mittel  ange- 
geben hat,  nirgend  der  Arbeit  Landens  erwähnt,  dürfte  weniger  auffallend 
sein,  als  dass  Legen dre  nirgend  der  Abhandlung  von  Lagrange  erwähnt, 
obgleich  er  den  Zusammenhang  der  Lagrange'schen  und  Landen'schen  Trans- 
formationsformeln (Theorie  d.  f.  e.  p.  89)  angiebt." 

Legendre,  welcher  eigentlich  Landen  endeckt  hat,  scheint  diesem  Mathe- 
matiker gegenüber,  fast  mit  Absicht  die  Arbeit  seines  eminenten  Zeitgenossen 
später  ignorirt  zu  haben. 

20* 
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ferner : 


v^      ...  _    y'^'      ././  _    v''^' 


y  —  1  ,  ^2. .2?  y       1  _i_^/2../2'  y 


//2  »i^-V 


wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

i?  =  1/(1  ±i>2y2)(i^ ^2^2)^  j?/  =  i/(r±7vWT?v^, 

Es  finden  dann  die  folgenden  Gleichungen  statt: 

//2  _  ±g^^2y^^^2— 1  +  Ä"^ 

und : 

^  =  ^'  =  .^  = 

Es  ist  ^  <  jt?  angenommen.  Die  Reihe  der  Quantitäten  p^p\p'\ . 
nimmt  zu,  da  p'  > p^  p''  > p'  etc.  Wegen  q  <p  ist  um  so  mehr 
q  <Cp\  Nun  ist  q'  =  ^  =  q,^y  folglich  q'  <  q.  Ebenso  findet 
man  ^"  <  q%  ^'"  <  /'  etc.,  so  dass  also  ^,  ^',  ^"  . . .  eine  Reihe 
unbegränzt  abnehmender  Quantitäten  ist. 

Diese  Gleichungen  von  Lagrange  sind  im  Grunde  genommen 
eine  Wiederholung  der  Gleichungen  1).    Setzt  man  nämlich  y  ^  — 

2f 

und  y'  =  ~7,  so  folgt: 


^  _  p  —  l/p'  —  q^    ^,  _  p-i-\/p''  —  q^     z\J\± 
P'        p-\-\Jp'^  —  q^'  P  *'   /        ^2 


!/• 


e/;2'  p  -{-  l/p2  —  ^2  </z 


-2^^ 


(1  ±  ^'^)  (1  ±fi^')  ^  1/(1  ±  ^^)  (1  ±  J^^) 


Die  Torstehenden  Differentiale  lassen  sich  nach  der  Tabelle 
auf  p.  15  immer  auf  die  Normalform  elliptischer  Differentiale 
bringen.  Nimmt  man  die  unteren  Zeichen,  so  folgen  die  Glei- 
chungen 1)  unmittelbar  für  q  =  pk,  z  =  sin^p  und  z*  =  sin^j. 

In  Nr.  11  und  12  hat  Lagrange  ein  zweites  System  von  Reduc- 
tionsgleichungen  aufgestellt,  welches  aus  dem  ersten  folgt,  indem 
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die  Reihen  der  p^p^  - .  -  und  q^  q^ . . »  über  p  und  q  hinaus  nach 
den  entgegengesetzten  Seiten  weiter  fortgesetzt  werden,  so  dass 
diese  Reihen  folgende  sind: 

i?2,i?i,i?,y,y 

^2,  ^u<lifl'i  ^" 

Zur  Bestimmung  von  j^i ,  J32 ,  •  •  •  und  ^i ,  q^j  -  -  *  dienen  die 
Gleichungen : 

P   =  Pi  +  l/^?^^^^^?     ^   =  i?i— l/pi^— ^r, 

Diese  Gleichungen  geben  umgekehrt: 

J»  +  ^  I  / — 

Pi  ==^^»      ^t  =  l/^^> 

i?2  =  ^^"Y^  J     ^2  =  l/Pl^l, 

Da  q  <  Py  so  ist  /?i  <  q^  ferner  ist  ^i  <jt?,  also  j92  <  i?i«  I^ie 
Quantitäten  jt?,  jt?i,  jt?2  . .  nehmen  ab.  Da  ;?  >  ^,  so  ist  q^  >  q.  Es 
ist  ferner  p^  —  q^  =  Y(l/?~"l/^)^  ^^^^  i^i  >  ^i?  mithin  auch 
q<i  >  ^1.    Die  Quantitäten  q-^q^qi  .>  >  nehmen  zu. 

Man  setze  nun: 

,;     —  yi-^l  ,,  ^2^2 

wo: 

A  =  \/W±pJy?W±Q^y^y 

Diese  Gleichungen  geben: 
2  _  ±gi^y^-l+Ä     ,^  2  _  ±g2^y2^-^  +  A 

und: 

dy  _  dyi  _  dyi  __ 
R  R]^  R2 

Um  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  3)  und  4)  in  Ver- 
bindung zu  bringen,  setze  man  y  ==  — ,  yj  =  ^  und  —  =  k.  Es 
ist  dann: 


3t0 

Nimmt  man  in    den  Ausdrücken    für    R,  Ri  , . .  die  unteren 

Zeichen,  so  folgt: 

p,x  dzi  1  -{•  k dz 

~^~  ^  ^^"^  '  -       ^    ""    ""2~    l/(l_22)(l— /^272)* 


l/(,_.,,[,-(M)-v] 


A\  2   _    —  ^Z2— 1  +  1/(1 -Z2)  (1-/^2^2) 

DJ        Zi     —  _2 

Für  z  =  singp  ist: 

2  1  +^sin2y  —  cos  <p  A  {(p) 

Zi    —  2  • 

Wenn  2:  =  amw  genommen  wird,  so  giebt  die  Differential- 
gleichung zwischen  z  und  zii 

[l-hk      2\/k- 
Zi  =  smamj— 2—^^,^:^ 

Nun  ist  aber:*) 

.  „  1 — cosam2w; 

1  +  Jam2w^  ' 
folglich: 


1  —  cos  am 


v  = 


[(.+.).,  ,^j 


l  +  jam[(l-|-^K^J 

21/^ 


(^+k)u, 


1-hk 


=    t/?,    so    folgt 


Setzt  man  hierin  rechts  am 
mittelst  der  Gleichungen  3): 

2  1  -\-ksm'^g) — cosy  J(y) 

welche  Gleichung  mit  der  obigen  für  zi^  tibereinstimmt.  Die  zweite 
Methode  von  Lagrange  kommt  auf  eine  indirecte  Anwendung  der 
Gleichungen  3)  und  4)  heraus. 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  tragen  den  Namen  der  Transfor- 
mation von  Gauss.    In  nur  unwesentlich  verschiedener  Darstellung 


*)  Die  bemerkte  Gleichung  ergiebt    sich  ohne  Schwierigkeit   aus    den 
Gleichungen  2)  und  3)  von  §  24  für  u  =  v  =  tv. 


Sil 

finden  sich  dieselben  in  der  inhaltreiehen  Abhandlung :  Determinatio 
Attractionis  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datae  exercet 
planeta  si  ejus  massa  per  totam  orbitam  ratione  temporis  quo  sin- 
gulae  partes  describuntur  uniformiter  esset  dispertita.  (Commen- 
tationes  societatis  regiae  scientiarum  Gottingensis,  t.  IV.  p.  2t  —  48. 
Gottingae  MDCCCXVHL    Werke  t.  III  p.  333  u.  f.). 

In  den  Gleichungen  3)  und  4)   setze  man    k  =  — ; —    und 
°        ^  ^  m-fn 

9?  =  t/?i.    Dieselben  gehn  dann  über  in: 

2m  sin  f^ 


7)        mnip  == 


{m  +  n)  cos2  tp^  -f  2m  sin^  xp^ ' 


/^ dw  ^   /*^» dw 

/  Am^  cos2  w  +  4^2  sin2  w        I       (/(m  +  w)^  cos^  w;  +  4/w  w  sin^  w 

0  0 

Setzt  man  zur  Vereinfachung — ^ —  ==  w',  ymn  =  n\  so  lässt 
sich  die  Integralgleichung  auch  schreiben: 

drv  P^^  dw 


8) 


/Vi 
7^ 


l/m2cos2w;  + w2giii2;y        #       l/m'2  cos2  w  +  w'^  sin^  w 
/        m-hn      .        ,/ — - 


In  der  Form  der  Gleichungen  7)  und  8)  hat  Gauss  seine  be- 
rühmte Reduction  elliptischer  Integrale  gegeben,  Über  welche  in 
Nr.  16  sich  folgende  Bemerkung  findet: 

„Lectoribus  autem  gratum  fore  speramus,  si  hacce  occasione 
determinationem  harum  aliarumque  transcendentium  per  algo- 
rithmum  peculiarem  expeditissimum  explicemus,  quo  per  multos 
jam  abhinc  annos  frequenter  usi  sumus,  et  de  quo  alio  loco  co- 
piosius  agere  propositum  est."  (Werke  III.  p.  352.) 
Bildet  man  die  Reihe  der  Quantitäten: 


m-  = 


2 


—  l/mw, 


,,        m'-\-n'      ,,         ,/-TT 


so  ist  m<'^+^'>  das  arithmetische^  ?i(^+i)  das  geometrische  Mittel  der 
entsprechenden  vorhergehenden  Quantitäten  m^^>  und  n<''"\ 
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(l/m—l/n)2    ^^^      ^^^^  _   m'  +  n^ 

2 


Es  ist  mf  —  n'  ==   — ^  '>  ^  ~^     =   — s |/m'n' 

oder  m" — n"  =  — ^ {^ mf —  ]/ n'')\/ n\    Hierausfolgt  mf^ — ?z" 

<  ^-=^',  d.  i.  m^^~-^^^<^'^^"^^^^l   Ebenso  findet  man  m'"— ^i^'' 
< ^ ,  mithin  um  so  menr  m'"  —  n'"  <  ^^^^ '^    ^  ,  allgemein : 

Für  wachsende  r  ist  folglich  lim(;w<''> — w<^))  =  0  d.h.  rd^"» 
und  n^**^  convergiren  gegen  eine  gemeinschaftliche  Gränze  ^m,  welche 
Gauss  das  arithmetisch' geometrische  Mittel  der  beiden  Quantitäten 
w  und  n  nennt.  Ueber  dieses  arithmetisch  -  geometrische  Mittel 
enthält  der  dritte  Band  der  Werke  von  Gauss  p.  361 — 404  aus 
dem  Nachlasse  des  grossen  Mathematikers  eine  Reihe  ungemein 
scharfsinniger  und  interessanter  kleiner  Aufsätze  und  Notizen. 
Durch  fortgesetzte  Transformation  wird  die  Integralgleichung  her- 
gestellt; 

9)        f\  = 

/      ym^  cos2  rv  ■\-n^  sin^  w 


f 


0 


t 


wo  t/)'  der  Werth  ist  gegen  welchen  der  Winkel  ^r  convergirt, 

wenn: 

mün'ipi  .  m^mmp2 

^        m'cos^t^i +msin2t/;i'  ^'         m''cos2?/;2+^  sin2t/?2 

Zu  der  Methode  von  Gauss  hat  Jacobi  auf  pag.  96  und  97  der 
„Fundamenta"  folgende  weitere  Ausführungen  gegeben. 

In  den  Gleichungen  3)  setze  man  ^  =  %  und  k  =  ,  also 

2m  sin  % 
sin  ii)  —  ' 

^         (m+n)cos2t/;i-}- 2msin2|/;/ 

cos ipi\/(m  +  n)2 cos2  tp^-\-imn  sin^  xp^ 

^  (m  +  ^z)cos2tpi -|- 2msin2%         ' 

./— 5 5 ; — „   .  o  m  +  w  —  (m  —  n)mn'^tpi 
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Aus  der  letzten  der   vorstehenden   Gleichungen   ergiebt  sich 
ohne  Schwierigkeit: 

m-\-n  m  —  l/m^ cos^ th-\-n'^ sin^ th 
m.tang2t/;i  =  ——,.—.^       ,    \  •  ^   -^ 

oder  auch: 

m+n^       .     n  +  l/^^cos^?/;  + /z2sin2|/j 

»z.tang2t/;i  ==  —^ — tang^i/; ^— —        ^  .      -  - 

^  m-{-  yw?-  cos^  i/;  +  /i^  sin^  ^ 

772      I      M  r 

Für  — ^ —  =  m'  und  j/wcos^t^H-n^sin^t^  =  z/  ist  einfacher: 


.         ,  tangt/;i  /        .n-\-  A 

tang  tl)i  =  — 2J^  \     mmf  — ; — .. 
mV  m  +  A 


Setzt  man  mit  Jacohi: 


^  +  ''      ./_./—       ^/_l/^^/^^  +  ^ 


^    =  — - — ,     ^^'    =  \/mn,     ZI'  = 


2     '  ^        '  1/  m-i-A' 


mm' 


j,        m'  ■\-n'        ,^        .  /-— ;        .,,         i  /    ,    .,  n'  +  ^' 


m"  =  -^— ^     ^     =  yrn'n,     ä"  =  y/  m' m'  ^^._^  j., 

ferner : 

.  tangt/)  ..     ,  tangi/^i    ..^ 

tangt/?!  =  — ^-^J',  tang  1^2  =  — ^J''  .  .  .  , 
.  m  m'  ' 

so  giebt  das  Product  dieser  Gleichungen: 

A'  J" . . .  J(*') 
10)      tangier  =  — z T— TT  tang v^. 

Nun  ist  aber  nach   Gleichung  9)  für  ein  unbegränzt  zuneh- 
mendes r\  limipr  =  tp'-    Setzt  man: 

I         \Jm^  C0S2  ^  -|-  ^2  giji2  ^ 

0 

so  giebt  die  Gleichung  9)  \p^  =  ^w^.    Nimmt  r  in  der  Gleichung 
10)  unbegränzt  zu,  so  dass  \pr  =  t/;',  so  giebt  dieselbe: 

JM'M'".... 

tang^<p  =  tangt^. 

was  die  von  Jacohi  gegebene  Gleichung  ist. 
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Für  xp  =  -^  mt  in  Folge  von  7)  auch  t/^i  =  — .    Man  findet 

SO,  dass  allgemein  Tpr  =  ir,  also  auch  t^'  =  — ,  wenn  ip  =  --. 
Für  diesen  Werth  von  i/?  geht  die  Gleichung  9)  über  in: 


/ 


üt 


\/m^  cos2  (p-^n^  sin2  (p        V 

durch  welche  Gleichung  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  der 
Quantitäten  m  und  n  allgemein  definirt  ist. 

Im  Chapitre  XVII  seines  „Trait^  d.  F.  e."  hat  Legendre  die 
beiden  von  Lagrange  angegebenen  Methoden  in  etwas  einfacherer 
Form  auf  die  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 
angewandt.    Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  z^  =  sin 9%  so  folgt; 

11)      2sin29'  =  l  +  Äsin^^)  —  QO^(f)A{(p) 
und  hieraus: 

12 cos^ 9p'  =  1  —  k sin^^}  -f  cosg)  J  (7)), 
2singp'cos^'  =  sin  29)'  ==  sin^[^cos9D  + J(9)], 
cos^go' — sin^^'  -=  cos  29)'  =  — Ar  sin^  9) -j- cos  9)  zl  (9). 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben: 

13)       sin  (29)'  —  9))  =  k%mq). 
Für  2;  =  sin  9)  und  z^  =  sin  9)'  wird  die  Gleichung  5): 
d^" 14-A  <^9^ 


i/-(?^: 


\2  .  2     l/l— A:2sin2  9) 

\  sin2  9)' 


Da  nach  11)  9)'=0,  wenn  9)  =  0,  so  folgt  durch  Integration: 

WO   wieder    durch   F{q)y  k)  nach  Legendre  das  elliptische  Integral 
erster  Gattung  bezeichnet  ist.    Für  9.'  ==  —    giebt  die  Gleichung 

13)  9)  =  jr.    Da  nun  F(pi,  k)  =  2Fl-^jk\   so   erhält  man    aus 
der  Gleichung  14): 


Die  Gleichungen  1)  und  2)  geben: 
16)    tang(^i-9)  =  Ä'tang9.,    F{q>,,\=^  ==  {\ -^k^)F{q^,k). 
Setzt  man  nach  dem  Vorgange  von  Legendr e\ 


17) 


\^^  =  T+T'    *^^^(^i~9p)  ==  ^tanggp, 
^2  =  r+Ä^'    tang(9)2  — 9i)  =  Ä'itangg)!, 


^^  =  1    ,  //  S    tang(gp^— g);._i)  =  A'^_i tang ^r-i, 
so  giebt  die  wiederholte  Anwendung  der  Gleichungen  16): 
18)       F(sp,  k)  =  ^^^^Fi^^^kO,  F(g^,,ki)  == -^-^J{q>^,  k^)..,, 
folglich : 

19)    ^(^>  ^)  -  (1  +  ,0  (1  +  k^)  ■  ■  ■ .  (1  +  A-.-0  ^('^-'  ^->- 

Nimmt    r   zu,    so   ist   lim Arr  =  0,  also  Wm  F((pr^  kr)  =   ^r. 
Für  ein  wachsendes  r  ist  mithin  aus  19): 

1 


20)      i^(9),  k)  =  9), 


(1+^0(1 +^'i)..-.(l+^'r-i)* 


In  Folge   der  Gleichung  18)  von  §  40  war  L  ==  ^-~^K,  d.h. 

geht  q  über  in  ^^^  so  geht  K  über  in      ^     K  und   ä:   über   in 

1 j^^ 

T-— -p.    In  den  Gleichungen  1)  und  2)  ist  also  (p^  =  jt^  wenn  (p 

=  -^.  Sind  Ä'i,  ^2?  ^3  —  die  ganzen  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung j  welche  den  Moduln  k^,  k2,  Arg, ...  .,  definirt  durch  die 
Gleichungen  17),  entsprechen,  so  erhält  man  unmittelbar  aus  diesen 
Gleichungen  und  den  Gleichungen  18): 


^1 


^=  rrp^'  ^  (i+^i)^i, 


=    TTF/^    =    (l+^2)Ä^2, 


Da  nun  limA;  =  — ,  so  ist: 
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Diese  Gleichung  mit  20)  combinirt  giebt: 


wo  rechts  r  unbegränzt  zunimmt. 

Von  den  Transformationsgleichungen  zweiter  Ordnung  hat 
Legendr e  sehr  ausgedehnte  Anwendungen  in  den  Chap.  XIX — XXII 
auf  die  numerische  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  aller 
drei  Gattungen  gemacht.  Bemerkenswerth  ist  das  Problem,  (Traitö 
des  fonct.  eil.  t.  1.  p.  92),  welches  sich  Legendr e  stellt  und  durch 
Approximation  behandelt,  aus  dem  gegebenen  Werthe  des  Integrals 
F{(p,  k)  die  Amplitude  (p  zu  berechnen.  Bei  Anwendung  der 
Gleichungen  12)  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung,  gelangt 
Legendre  zu  einer  sehr  bemerkenswerthen  einfachen  Relation.  Die 
Gleichungen  12)  geben: 

/2J/TV  .  2    /  _  — ^'^+2(1— A:2sin2y)-|-2^cosy|/r^2sin2y 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit: 

d^ \-\-k  dg) 

2      l/l— ^2gin2^* 


integrirt  darauf,  so  folgt: 


2^)  4'-^^)=-^ — m • 

Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  F(%  k)  lässt  sich  mittelst 
der  vorstehenden  Gleichung  durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter 
Gattung  ausdrücken.     Setzt  man: 

22)      S  =  tang^  A  {(p)  ~  E(%  k)  +  Ä'2 F{g>,  k\ 
so   lässt  sich   S  durch  Substitution  des  Werthes  von  F{(p^  k)  aus 
21)  auf  die  Form  bringen: 

23)      S  =  tang^)  J(^)  +  E{(p,  k)  -f  2kBmg> 


-2(H-.)4',|^). 
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Es  sind  die  beiden  Gleichungen  22)  und  23),  welche  das 
Theorem  von  Landen  enthalten,  welches  bei  dieser  Darstellung  sich 
auf  eine  einfache  Anwendung  der  von  Legendre  gegebenen  Gleichung 
21)  reducirt. 

Sind  die  Winkel  g),  ^'  und  9"  durch  die  Gleichungen  ver- 
bunden : 

sin  (29'  —  (p)  =  /r  sin  9p,   sin  (290"  —  9p')  =  /r^  sin  9p' 
wo:  _ 

setzt  man  ferner  k^  =       .   /  ,  so  hat  man  analog  wie  die  Glei- 
chung  21)  die  beiden  folgenden: 

24) 

Mittelst  der  Gleichung  14): 


(1  -f  k)JE{ip',  kl)  =  —  — i^(9P,  k)  +  ^(9P,  k)-\-k  sin  9p, 

(1  +  ki)E{q>^\  k^)  =  -^F(<p^,  kl)  +  ^(9P',  kl)  +  kl  sm<p\ 


F{<p%ki)^  ^J^F{<p,k) 

lässt  sich   i^(9P,  k)  zwischen  den  Gleichungen  24)  eliminiren,  es 
ergiebt  sich  dann: 


(1 


1 f^ 

+  /rjrj-— ^  sin  9P  — 2/^1  sin  9P'  =  0. 


Diese  Relation  zwischen  drei  elliptischen  Integralen  zweiter 
Gattung  findet  sich  auf  pag.  85.  t.  1  des  „Trait6  des  F.  eil." 
Mittelst  der  Gleichungen  1)  —  4)  lassen  sich  der  von  Legendre  s^ui- 
gestellten  Gleichung  21)  die  folgenden  an  die  Seite  stellen: 

tang(9Pi — 9p)  =  /f'tang9p. 

(l+/f)sin9p 
^         l-t-Ä:sm29p 
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Bei  der  zweiten  Relation  zwischen   elliptischen  Integralen  ist 
die  Reductionsformel : 

Ä:sin2^\2     1  «  .,   s         A:'2 


/.    .   ,No/l— ^sin2^V     1  o^/   N 


A{<p) 


sin  9)  cos  9)  /4  (9?) 
^2^_l+/:sin2^ 


t/9) 

anzuwenden,  welche  sich  mittelst  der  Gleichungen  7)  und  9)  auf 
pag.  152  ergiebt.  Durch  Einführung  elliptischer  Functionen  und 
der  auf  pag.  163  unter  Gleichung  16)  aufgestellten  Definition  von 

^(am j  lassen  sich  die  Gleichungen   25)  und  26)  auf  andere 

Formen  bringen.  Die  etwas  weitläufigen  Rechnungen  sollen  nicht 
weiter  ausgeführt  werden,  nur  sei  bemerkt,  dass  bei  diesem  Ver- 
fahren in  beiden  Gleichungen  die  Variabein  verschwinden,  ein 
Umstand,  der  sich  a  priori  erwarten  lässt.  Die  Relationen  zwischen 
Constanten,  wdche  übrig  bleiben,  folgen  direct  aus  den  Gleichungen 
25)  und  26)  für  9)  ==  — ,  9)^  =  jr  und  t^  =  —. 

Eine   kurze  geoiuetrische  Ableitung  der    Transformation  von 
Landen  findet   sich  in  einem  Briefe  von  JacoU  an  Hermite  (Grelle 
J.  t.  32  p.  178  und  Jacohi's  Werke  t.  1.  p.  359).     Das  von  JacoU 
angewandte  Verfahren  findet  sich  weiter  ausgedehnt  bei: 
Küpper :  Demonstration  geometrique  de  cette  proposition,  que  toute 
fonction  elliptique  de  premiere  espece  peut  etre  remplacöe 
par  deux  fonctions  elliptiques  de  seconde  espece,  et  D6ve- 
loppement  d'une    formule    relative    ä    la    rectification    de 
rhyperbole  (Borchardt  Journal,  t.  55.  p.  89  —  93). 
Die   vollständigste  Arbeit   über  die  sogenannten  Transforma- 
tionen zweiter  Ordnung  ist: 

Bichelot:    Die    Landen' sehe    Transformation   in   ihrer    Anwendung 

auf  die  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen.    Aus  einer 

Correspondenz  mit  Herrn  Professor  Schröter.    (Königsberg 

1868). 

In  dieser  Schrift,  deren  Titel  den  ebenso  werthvollen  wie  reichen 

Inhalt  nicht  ganz   errath^n  lässt,  hat  Bichelot  die  Transformation 
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von  Landen  auch  dazu  angewandt  die  elliptischen  Functionen  in 
Form  unendlicher  Reihen  darzustellen.  Eine  analoge  interessante 
Anwendung  der  Transformation  von  Gauss  hat  Schröter  auf  sehr 
einfache  Art  ausgeführt. 

§  42.    Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 
Theorem  von  Jacobi.    Literarische  Notizen. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  24  u  =  w^ 
dann  successive  v  =  w,  2«;, . . ,  setzt  zur  Abkürzung  sin  am  w;  =  a;, 
so  folgt: 


1) 


2) 


fi>2sinam2/2;  =  1x\/\—x^\/\-—hP'X^, 

i?2COsam2w;  =  1 — Ix^-^li^x^^ 

i>2^am2«;  =  \  —  11i^x^^-k'^x^, 
\i>2  =  X  —  U^xK 

i?3sinam3w;  =  x^^  —  M\-\-}i^)x'^-\-U'i'X^—k^x^), 
i>3Cosam3w;  =  {\-^\x'^-^W'X^~\k'^x^  ■\-k^x^\\/\^^'^ 


I)^A2.m'6w  =.  \\  —  ^k'^x'^^^k'^x^  —  ^k'^x^^-k^x^'\\J\—k'^x'^ 

i>3  =  x—^h'^x^  ^  m(\  ^-k'^)x^~^k^x\ 
Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Formeln  ist  nicht  wohl  thunlich, 
wegen    der  ungemein  raschen   Zunahme  der  Anzahl   der  Terme. 
Setzt  naan  allgemein: 

3)      sinamww  =  -^  ^  cos  am  w«^  =  -~,  A2im7iw  =  ~, 

JJn  Dn  Dn 

SO  erhält  man  leicht  durch  Induction  folgende  Resultate.  Bezeichnet 
allgemein  P{m)  ein  Polynom  von  x  vom  Grade  m,  so  finden  für 
ein  grades  n  folgende  Gleichungen  statt: 

4^  An    =    |/(l-a:2)(l— Ä:2^.2)/)(^2_3)^       ß^    _    p(^2)^ 

Cn  =  P{n?l     Dn  =  Pin'). 
Für  ein  ungrades  n  hat  man: 


An    ==    P{n}),       Bn    =    />(n2„l)|/l_^2^ 

Cn    =    P(n'—\)\/i'~k''x\       Dn    =    />(W2— 1). 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  symbolisch  angedeuteten 
Polynome  P{nP)  etc.  für  die  verschiedenen  Ausdrücke  ^„,  ^„,  Cn 
und  Dn  verschieden  sind.    Die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  4) 


»>  lt= 
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und  5)  lässt  sich  leicht  darthun  durch  Bildung  der  Ausdrücke  für: 

Azny    Bzny    Ojiny    ^2w. 
^2n+l?    ß2n-\-l)    Ozn+ly    ^2n+l. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  24 
u  =  V  =  nrv ,  bildet  also  sinam2?2w;,  cosam2w;i',  Jam2ww,  so 
folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3): 

A2n    ^    lAnBnCnPn         B^n    _    B\  D\  —  A\  C\ 

Bin  BK—k-'AK  '     B,n  B\—k''AK 

C2n    _    a'nB\  —  k''A\B\ 

Bin  B^n  —  k'^AK        ' 

oder : 

lAnBnCnBn,    B^n    ==    B  n""  B  n'' —  An^"  C n\ 
Cn^Bn^—k'^ArP-Bn^    B,n    =    Bn^ —  k'^An^ 

In  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  24  nehme  man  u  == 
nw^  V  =  {n-{-l)m,  bilde  also  sinam(2w4- l)w,  cos  am  (2?2  +  1)  w; 
und  Jam(2w+l)w;.  Ganz  analog  wie  die  Gleichungen  6)  findet 
man  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  3): 

^2»+l  ==  -An  Bn-\~1  Cn-\-l  Bn  +  An-\.\  Bn  Cn  Bn-\-ly 

Bin-i-l  =  Bn  Bn-\-l  Bn  Bn-[-l An  An-\-l  Cn  Cn-\-l , 

Cnn-^l  =  Cn  Cn-\-l  Bn  Ai-f  1 k'^An  An-^1  Bn  Bn-\-l , 

Bin-\-l  =  BnBn-\-l k'^AnAn^l. 

Ist  nun  n  eine  ungrade  Zahl,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen 
6)  nach  5)  auf: 

A^n  =   \/{\~x^){l—k^x^)  />(4/z2  — 3),  Bin  —  Pi^n^\ 

C,n   =    i^(4w2),    B,n   =    /^(4n2). 

Diese  Gleichungen  folgen  auch  direct  aus  4)  durch  Vertau- 
schung von  n  mit  2n.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  für 
ein  grades  n. 

Nimmt  man  wieder  n  ungrade,  so  geben  die  Gleichungen  7) 
unter  Zuziehung  der  Gleichungen  4)  und  5): 

A2n+l    =    P[(27Z+  1)2],    B2n+1    =    ^(4^2  +  4^)    \/l—X% 

C2n+i  =  P{^n^-\-4n)  \/\—k'^x\  i>2«+i  =  P(4/i2  +  4n). 
Diese   Gleichungen  folgen  direct  aus   5)  durch  Vertauschung 
von  n  mit  2/^.    Zu  demselben  Resultate  führt  die  Annahme  für  ein 
grades  w. 


7) 
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Finden  also  die  Gleichungen  4)  und  5)  für  eine  Zahl  n  statt, 
so  bleiben  dieselben  allgemein  gültig.  Ist  nämlich  w  =  2m,  so 
gelten  die  Gleichungen  für  %i  =  4m  und  2n  +  1  =  4m  +  1 ,  ist 
n  =  2m  +  1,  so  ist  die  Gültigkeit  für  2n  =  4m  +2  und  2n+  1  = 
4m  +  3  nachgewiesen.  Wegen  1)  und  2)  gelten  die  Gleichungen 
3)  und  4)  für  n  =  2  und  y^  =  3,  also  auch  für  4,  5,  6  und  7. 
Durch  wiederholte  Anwendung  ergiebt  sich  auf  diese  Art  die  All- 
gemeinheit der  Gleichungen  4)  und  5).  Der  vorstehende  Beweis 
findet  sich  bei  Sohnke  (Allgemeine  Encyclopaedie,  Erste  Section. 
Theil  40.  Artikel  Elliptische  Functionen), 

Geht  man  von  den  Additionsgleichungen  der  elliptischen  Func- 
tionen aus,  so  kann  man  sinamww  als  besondern  Fall  von 
sin  am (^^l  +  ^2  +  •  •  •  +  ^n)  für  u^  =  u^^^  . ..  ==  Un  =  u  auffassen, 
dasselbe  gilt  auch  für  cos  am  nu  und  A  am  nu.  Untersuchungen  über 
eine  derartige  Erweiterung  der  Additionsgleichungen  von  zwei  Argu- 
menten auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Argumenten  finden  sich  bei 
Cayley:  „Note  sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques"  (Grelle. 
Journal  t.  41  p.  57  —  65). 

Um  die  Ausdrücke  für  sinamwz^,  cosamww  und  Aamnu 
allgemein  darstellen  zu  können,  oder,  was  dasselbe  ist,  um  y  als 
algebraische  Function  von  x  auszudrücken,  wenn: 

dy  ndx 


l/(l— ?/')(l— ^^^^)  l/(l— a:2)(l— yt2^2)' 

reicht  die  blosse  Anwendung  des  Additionstheorems  von  Euler  nicht 
aus.  Die  vollständige  Lösung  des  Problems  lässt  sich  nur  ermög- 
lichen durch  Einführung  elliptischer  Functionen,  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  das  Princip  der  doppelten  Periodicität.  Sehr  be- 
zeichnend für  das  Problem  sind  die  folgenden  Worte  von 
Lejeune-Dirichlet  aus  seiner  Gedächtnissrede  auf  Carl,  Gustav, 
Jacob  JacoU  (Grelle.  Journal,  t.  52  p.  199): 

„Die  Theorie,  wie  Abel  und  Jacobi  sie  vorfanden,  bot  mehrere 
höchst  räthselhafte  Erscheinungen  dar,  zu  deren  Aufklärung  die 
damals  bekannten  Principien  nicht  ausreichten.    So  hatte  man, 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  21 
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um  nur  einer  dieser  Erscheinungen  zu  erwähnen,  gefunden,  dass 
der  Grad  der  mit  Hülfe  des  Euler'schen  Satzes  gebildeten  Glei- 
chung, von  deren  Lösung  die  Theilung  des  elliptischen  Integrals 
abhängt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage  der  Kreistheilung,  der 
Anzahl  der  Theile,  sondern  dem  Quadrate  dieser  Anzahl  gleich 
ist.  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln  war  leicht  ersichtlich, 
wogegen  die  zahlreichern  imaginären  ganz  unerklärlich  erscheinen 
mussten.  Aber,  dass  hier  ein  Geheimniss  verborgen  liege,  darüber 
hatte  man  vor  Abel  und  Jacobi  kein  Bewusstsein;  und  ihnen 
war  es  vorbehalten,  sich  zuerst  über  diese  und  ähnliche  Erschei- 
nungen zu  wundern-,  was  in  der  Mathematik,  wie  in  anderen 
Gebieten,  oft  schon  eine  halbe  Entdeckung  ist." 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  hat  Abel  zuerst 
in  seinen  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques"  (Grelle.  Journ. 
t.  2  p.  114— 125  u.  146  — 154,  Oeuvr.  t.  1  p.  154— 165  u.  186— 194) 
behandelt.  Die  Untersuchungen  von  Jacobi  über  diesen  Gegenstand 
enthalten  eine  sehr  schöne  und  feine  Bemerkung,  dass  nämlich  die 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen  sich  durch  Transfor- 
mationen bewerkstelligen  lässt.  Auf  p.60  der  „Fundamenta"  findet 
sich  folgendes  Theorem: 

„Itaque  post  transformationem  primam  abhibita  secunda  seu 
post  secundam  abhibita  prima,  Modulus  k  in  se  redit,  seu  trans- 
formationes  prima  et  secunda  successive  adhibitae,  utro  ordine 
placet,  Multiplicationem  praebent". 

Zur  Vereinfachung  sei  w  in  sinamww  eine  ungrade  Primzahl, 
auf  diesen  einfachsten  Fall  lassen  sich  alle  andern  reduciren,  in 
Verbindung,  wenn  nöthig,  mit  den  leicht  zu  bildenden  Ausdrücken 
für  sinam2t<,  cosam2w  und  Jam2w. 

In  den  Gleichungen  19)  von  §  38  setze  man  t  =  0  und 
—  m^  statt  r.    Ist  zur  Abhürzung: 

5   =   OD 

8)       <p(q)=    11  (l-q'^), 
s=  1 

so  geben  die  bemerkten  Gleichungen: 


m-  =     2 
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n— 1 


9) 


9.(^)"^,(^,  r)  =  ^{r)U^^  (^+^^^^), 
9)(^)»^2(^,r)  -  9^(^^)/7^2(^  +  -— ^). 

In  Folge  der  Gleichung  6)  von  §  37  ist: 

n—\ 

<p{qY&{nx,q^)  =  ^{q^)     JJ      ^('^  +  ^\ 
i 

oder  ^"   statt  ^  gesetzt: 

n— 1 

10)     9.(r)V(^.T,^)  =  ^(^)     77      ^(x^'^^qn). 


n-1  ^ 


In  der  ersten  Gleichung  9)  werde  x^ statt  x  gesetzt ;  legt 


n 


n — 1  , .    n  —  1 


man   darauf  m  alle  ganzzahligen  Werthe   von bis  - 


2         ^      2 

bei,  bildet  das  Product  sämmmtlicher  Gleichungen,  so  folgt: 

d.  i.  nach  10): 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  aus  den  Gleichungen  9): 

H^r'-'^ncc)  =  (-  iPUII ».  {- + "'^+^''^"g^), 

<p  {qr-^ »,  {nx)  =  njl  »2  (.r  +  ^^Lt^il!^«), 


11) 


21 
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Wird  zur  Vereinfachung  =  u  gesetzt,  so  geben  die  drei 

letzten  Gleichungen  11)  durch  die  erste  dividirt: 

sinamww  =  ( — 1)  ^  k    '^    y/ ^y  sinamfw+2 j 


12) 


cos  am  WM 


A                         ^        Tr  TT  A        l     X   £>^^ — mfiK\ 
Jamnu  =  ——.yyyy  Jam(^w  +  2 j. 


Um   die  rechten   Seiten   passend    zu    transformiren   hat   man 

ähnlich  wie  bei  den  Transformationsgleichungen  in  §  37  und  §  39 

zu  verfahren,  nämlich  die  factoriellen  Elemente  m  und  m^  auf  die 

^ j[ 

Gränzen  1  und  zu  reduciren,  durch  Trennung  der  negativen 

und  positiven  Werthe. 

Da  n  ungrade,  so  sind  n — 1  und  ^^ — r-^  grade  Zahlen.    Die 

erste  Gleichung  12),  auf  die  angegebene  Weise  umgeformt,  wird: 

13)      sinamww  == 

/     .N^.  "-^    •             TT           ß^K  ,     \  .          nmK       \ 
( —  1)  ^  k    2    sm  am  w  £J[  sm  am{ }-  w  1  sm  am  ( w  1 X 

yy  sm  am  ( h  w  1  sm  am  ( w  1 X 

//  //  sm  am  (2 ■ \-  u)  sm  am  (2 u)x 


JJ  JJ  sm  am  (2 f-  u)  sm  am  (2 u). 


mK — mfiK'  ,     .    .  rc^tnK — mUK 

h  y)  sm  am  (2 

n  ^  ^  n 

In    den   beiden   einfachen    und   den   beiden  Doppelproducten 

nehmen  m  und   m'    unabhängig    von    einander    die    ganzzahligen 

n 1 

Werthe  von  1  bis  — ^ —  an.    Die  Gleichung  13)  nach  u  differentiirt, 

darauf  w  =  0  gesetzt,  führt  auf  die  Relation  : 

14)      n  =  (— 1)  ^  A:  2    yy  sm^am yy  sm^am X 

7t  71) 

II  Hmi^2im1 ■ sm2am2— . 
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Die  Gleichung  13)  werde  mittelst  der  Gleichung  7)  in  §  24 
transformirt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  14)  lässt  sich  dann 
sinam/^^^  auf  folgende  Art  als  rationale,  gebrochene  Function  von 
sinamw  darstellen: 

15)    sinamnw  = 

sin^amw 


1 


sm^  am 

n 


n  sin  amw  /_/  ^ X 

1 — ^2  sin^am sin^amw 

n 

sin^amw 
1 


sm^  am 


1 — Ä^sm^am sm^amw 

n 

sin^amw 


sin2  am  2 

n 


1  —  Iv'  sm2  am  2 sm^  am  u 

n 


sin^amw 


nn 


sm2  am  2 


n 


.       79.0       A  ^K — m/ iK^   .  „ 

1  — k^  sm2am2 sm^amw 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  12)  geben  nach  einigen  leichten 
Umformungen  w  =  0  gesetzt: 


16)     1==(^)         //cos^am^^/Z^cos^ 


am 


n 


II  //cos2am2 ' cos2am2 


.%'  _    TT  .,  „„  '^ÜIETTa^  am  2  l'^li'^' 


17)    /c'         =  //  J^am yy  z|2  am2  — ^ — x 

TT  TT  ^9       ^mK-\-mf%K'    .„       ^; 
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Unter  Zuziehung  der  Gleichungen  8)  und  9)  von  §  24,  sowie 
der  vorstehenden  Gleichungen   16)  und  17),  ergeben  sich  aus  12) 
für  cosamnw  und  Jsimnu  die  folgenden  Gleichungen: 
18)     cosamww  = 

sin^amw 


sin2  coam 

cos  amw  Jj[~ ^ — 7^ X 


1  — k^  sin2  am sm^  am  u 

n 

sin^amw 
1 


sin2  coam 


TT ^L__ X 

1  — k^  sm^  am sm^  amw  < 

n  *  '" 

sin^amw 


iin 


sm2coam2 


1  —  /r-^  sm^am  2 sm^amw 

n 


X 


sin^  coam  2 

7/// 


sin^amw 

mF —  m'  ?Z' 


1  —  k^  sm^  am  2 sm^  amw 

n 

19)     Jsimnu  = 

1  —  ^2  sin^coam sin^amw 

Jamw  // x-77 X 

1 — /r^sm^am sin^amw 

n 

1  — k^  sm^coam sm^amw 

JJ !5 X 

^^      ,       ,,   .   ,       2m'?Z'    .  ,  ^ 

1  —  k^  sin^  am sm^  am  u 

,,    .  ,           ^^mK -\- m' iK'    .  ,     ^^  ^^ 
1  —  k^  sm2  coam  2 sm^  ami^ 


77/7 


//// 


,.,..,       „  mK  +  ;w'  zZ'    .  „ 

1 — Ä:^sm'^am2 sm^amw 

.     n 

,0   •   o  c^^K — mUK^   .  „ 

1  —  A:2^in2coam2 sm^am?^ 

n 

1 — k^  sm^am  2 sm^amw 
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Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen   15),  18)  und  19)  lassen 

sich  auch  in  Form  von  Summen  darstellen,  durch  Anwendung  des 

obigen  Theorems  von  JacoU  auf  die  Resultate  von  §  37  und  §  39. 

In  den  Gleichungen  44)  von  §  37   setze  man  für  M  seinen  Werth 

aus  19)  nämlich: 

1  =  ^ 
M         k' 

Die  bemerkten  Gleichungen  werden  dann; 


20) 


nlL 

Jk 

nlL 

Tk 

nL 


smam 


cos  am 


nuL 
T" 

nuL 


,1 


m  =  n — 1 


y  K 


Jam 


nuL 


=   2 

m 
^Jam 


smam 


m  =  0 
cos  am 


4mZ 


,k 


n    ' 


\mK 


u- 


Es   sind  /  und  L  die  entsprechenden   Werthe  von  k  und  A', 
wenn  ^"  an  Stelle  von  q  tritt. 
1 
Wird  q  durch  q""  ersetzt,   so  mögen  k  und  K  respective  in  X 

und  A  übergehn.  In  den  Gleichungen  20)  und  21)  von  §  39  setze 
man  aus  11)  für  j¥  seinen  Werth  ein,  ferner  co  =  W  und  r  =  m'. 
Werden  darauf  /  und  L  respective  durch  X  und  A  ersetzt,  so  las- 
sen sich  die  bemerkten  Gleichungen  auf  folgende  Art  darstellen: 


21) 


XA  , 

TT;:Smam 

kK 


uA 
H 


,1 


=:W— 1 

^      sin  am 


w-f- 


(-ly 


cos  am 


n — 1      A 


XA 

kK 

Jam 


HA     ' 


'uA     ' 
K' 


2 

=  ^Jam 


cos  am 


w+ 


4m 


F.  4 


In  den  Gleichungen  20)  werde  q  mit  q^     vertauscht,  wodurch 
A:,  K^  /,  Z  respective  übergehn  in   A,  ^4,  k^  K.     Nimmt  man  noch 

-^  statt  w,  so  erhält  man: 
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22) 


7ikK 
lA 

nkK 

XA 

nK 


m  =  n — 1 
sin  am  {nu^  k)  =       ^      sin  am 

cosam(m<, /f)  ==  ^cosam   lu-\- 


imK\A 


—  J  am  (nu,  k)  =  ^S]  A  am 


71    )K 
.  \mK\A    ; 


.^ 


Auf  die  rechten  Seiten  der  vorstehenden   Gleichungen  lassen 

AthK 
sich   die  Gleichungen  21)  anwenden,  wenn   in  denselben  u  + 

an  Stelle  von  u  gesetzt  wird.    Da  auf  beiden  Seiten  derselbe  Modul 
k  vorkommt,  so  erhält  man  mit  Weglassung  desselben: 
m  =  n — l  m'  =  n — 1 


23) 


wsinamww  =       ^  ^      sin  am 

TW  =  0  m'  =  0 

M— 1 

( — 1)  ^    wcosamm^  =  >',   >,cosam 


w+4 


mK+m'iK' 


1:1: 


w+4 


mK-\-mf'iK'' 


( — 1)  ^    wJam/iw  =  ^  ^^ 


am 


w+4 


mK^mfiK'' 


Auf  p.  62  und  63  der  „Fundamenta"  hat  JacoU  ähnliche  Glei- 
chungen gegeben  wie  die  Gleichungen  22).  Die  für  einige  Zwecke 
sehr  brauchbaren  Gleichungen  23)  hat  Alel  aufgestellt.  (Grelle. 
Journ.  t.2  p.  149,  Oeuv.  t.  i  p.  189). 

Wegen  sin  am  {v  —  \K^  =  sin  am ?;,  sin  am  {v  —  4?X')  =  sin  &mv, 
ist: 


m  =  n — 1 

^     sin  am 


m  ==  — '- 


4mK' 


n—l 
2 


1 


smam 


m  ==  n — 1 

^      sin  am 

4mZ" 


V  —  4 Ä^ 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  folgt: 
m  =  n —  l  r- 

^^      sin  am    v  + 
m  =  0 


4mZ 


smamv 


+  2 


smam  1^;+  —  )  +  smam(t^ ~\ 


m=  l 
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4m'  KH 
Nimmt  man  hierin  v  =  uA ,  wendet  auf  das  summi- 

n 

rende  Element  m\  wenn  m'  die  Werthe  0,  1,  2, . .  7i — 1  annimmt, 
dieselbe  Transformation  wie  für  m  an,  so  ergiebt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit, dass  die  erste  Gleichung  23)  auf  folgende  Form  gebracht 
werden  kann: 

24)    nsinamnw  =  sin  am  w 


smam 


-f-  sin  am 


iu- 


sm  am 


/    ,  4^ 

u-\ +  sm  am   u 

\  n     J  \  n     ]_ 


+ 


smam(^^  +  4 — )-J-smam   w— 4 


(• 


sin  am  I  w  +  4 


mK- 


n         ) 


+  smam  u — 4 


In  dieser  Gleichung  nehmen  m  und  m',  unabhängig  von  einan- 


der, alle  ganzzahligen  Werthe  von   1   bis 


n  —  1 


an.     Die   rechte 


Seite    lässt    sich  als   rationale  Function  von    sin  am  w    wie    folgt 
schreiben  : 

25)    nsinamww  = 


smamw 


+  2^ 


smamw  cos  am Jam 

n  n 


1  —  K^  sin2  am  u  sin^  a  m 


\mK 


+  2^- 


smamw  cos  am Jam 

n  n 


1  — k^  sin2  am  u  sin^  am 


\mfiK' 


smamw  cos  am  4 Jam  4 ■ 


+  2;^^;-. 


1— ^/r2  sin2amw  sin2am4 


mK-\-m'iK' 


.mK — m'iK'          ,mK — m'iK^ 
smamw  cos  am  4 Jam4 


+  2 


1  —  k^  sin2  am  u  sin^  am  4 


mK-\-m'iK' 
n 
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w— 1  n— 1 

Die  beiden  Werthe  von  ( — 1)  '^  /z.cosamwt«  und  ( — 1)  ^  nx 
Jam/^w  aus  23)  lassen  sich  ähnlich  wie  ^^sinamnM  in  24)  und  25) 
darstellen.  Setzt  man  in  der  Gleichung  25)  u-\-  K  statt  %  so  geht 
wsinamww  über  in: 

n— 1 

,1      1  +  ( — 1)  ^  k  sin  amnw 
^log ^ '-^ 

(     i\^2^  ^^^^^^^^  1  ^[ — ( — ^)  ^  ^  sin  amww 

^       '^         Jsimnu  2k  du        . 

Es  lassen  sich  so  beide  Seiten  der  neuen  Gleichung  als  Diffe- 
rentialquotienten nach  u  von  Logarithmen  darstellen,  durch  deren 
Integration : 


1  +  ( —  1)  ^  A:  sin  am  nu 

1 — ( — 1)  2  ic  sinamnw 
in  Function  von  sin  am  w  folgt.  Da  der  resultirende  Ausdruck 
etwas  weitläufig  ist,  seine  Darstellung  weitere  Schwierigkeiten  nicht 
darbietet,  so  soll  eine  Ausführung  desselben  unterbleiben.  Es  er- 
geben sich  weitere  integrabele  Ausdrücke,  wenn  in  jeder  der  Glei- 
chungen 23)  71  durch  w  +  ^  oder  u  +  iJ^'  ersetzt  wird. 

Combinirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  den  Gleichungen  15), 
18)  und  19),  oder  den  Gleichungen  23),  so  lassen  sich  allgemeine 
Relationen  für  sin  am  m«,  cosamnw  und  Jamw?^  aufstellen,  in  denen 
n  eine  beliebige  Zahl  bedeutet. 

Das  Problem  der  Multiplication  involvirt  naturgemäss  das 
umgekehrte  Problem  der  Division,  d.h.  sin  am  m  algebraisch  durch 
sinamww  auszudrücken.  Die  Untersuchung  kommt  auf  die  Lösung 
der  Gleichung  15)  hinaus,  welche  in  Beziehung  auf  sin  am w  vom 
Grade  n'^  ist.  Für  den  Fall,  dass  n  =  2,  giebt  die  erste  Glei- 
chung 1): 

26)     (1  —  k'^x^)  sin  am  2w  =  2x  \/(l—x^)  (1  —  A:V^), 

wo    o;  =   sin  am  w.      Da    nun    sin  am  2??;   =   sinam  (2Z — 2rv)  = 
sin  am  {2iK'  +  2w)  ==  sin  am  (2/Z'  +  2K—  2rv%  so  folgt,  dass  in : 

2^^1/(1— a;2)(l—yt  2^2) 

smara2w  =  — ^— — 7-^-; 

:  1 — k^x^ 
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die  linke  Seite  ungeändert  bleibt,  wenn  w  durch  K — rv^  iK^-{-w, 
IK^  +  K — w  ersetzt  wird.  Sind  also  x^^  x^^  .Tg,  x^  Werthe  von  x^ 
welche  der  Gleichung  26)  gentigen,  so  hat  man: 

Xi  =  sin  am  w,  ^ 

cos  am  w 


x^  ==  sin  am  (Z — tv)  = 


Jamw 


1 

x-i  =  sin  am  (iK^  +  ^)  =  j—- , 

**  V        '     y        Arsmamw;' 

x^  ==  mvL2^m{iK^  +  K — w)  = 


^cosamw* 
Setzt  man  y  =  sinam2w,  so  findet  man: 


1— cosam2w;  _  1/  1— [/l-^|/2 


^^         V    1+Jam2w;  V  1-1- j/i y^2^2' 

X2  = 


l  +  cosam2w;  _  1/  1  +  1/1— y^ 
1+Jam2w  1/   i-}-|/i ^2^2 


^3 


^^4 


1  +  cosam2;y  _  1/   l  +  [/l— y^ 
1  —  zlam2w  1/  1 1/1 y^2y2' 

1  — cosam2w         1  /  1— [/l  — ?/2 


1— Zlam2w;  1/    i_|/i_yt2y2 

Zu  ähnlichen  Betrachtungen  giebt   die  Gleichung  15)  Veran- 


lassung.   Ist  smsimnv  =  sin  am /zw,  so  hat  man  allgemein: 
oder : 


nv  =  nu  +  AmK-h  2mUK^, 


V  =  U-] , 

n 

wo  m  und  m'  ganze  Zahlen  sind.    Die  linke  Seite   der  Gleichung 

15)   bleibt  ungeändert,   wenn  u   durch  u  -\ ersetzt 

wird.     Ist  also  sinamnw  gegeben,   setzt  man  x  statt  sin  am w,  so 
sind  die  verschiedenen  Werthe  von  x  in  der  Gleichung  enthalten: 


27)    X  =  sin  am 


ti+ 


71 

Legt  man  m  und  m'  alle  ganzzahligen  Werthe  bei,  so  kann 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  27)  nur  n^  Werthe  annehmen,  wel- 
chen  die  n}  Werthe   von  x  entsprechen.     Was   die   algebraische 


332 

Lösung  der  Gleichung  15)  in  Beziehung  auf  sin  am  w  betrifft,  so 
würde  eine  Ausführung  dieses  Gegenstandes  zu  weit  führen.  Die 
ersten  und  einfachsten  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  ellip- 
tischen Functionen  hat  Abel  in  seinen  „Recherches  sur  les  fonctions 
elliptiques"  gegeben  (Grelle.  Journ.  t.  2  p.  125 — 146,  Oeuvr.  1. 1 
p.  165 — -186).  Das  Resultat,  zu  w^elchem  Abel  unter  Nr.  20  seines 
Aufsatzes  gelangt,  besteht  darin,  dass  sich  sin  am  w  ausdrücken  lässt 

2ä^            .         %K^ 
durch  sin  am ?iw,  sin  am —  und  sin  am .    Die  Bestimmung  dieser 

letzten  Ausdrücke  ist  aber  abhängig  von  einer  Gleichung  vom 
Grade  n-\-\  und  n-\-\  Gleichungen  vom  Grade  — ^ .    Die  n-\-l 

Yi \ 

Gleichungen  vom  Grade  — ^ —  lassen  sich  algebraisch  lösen,  mit 
Hülfe  eines  Verfahrens,  welches  dem  analog  ist,  dessen  sich  Gauss 
zur  Lösung  der  Gleichung  0"  —  1  =  0  bedient  hat.  Die  Gleichung 
vom  Grade  n  +  l,  von  welcher  schliesslich  das  Problem  der  Thei- 
lung abhängt,  ist  aber  nicht  allgemein  algebraisch  lösbar,  ein  Um- 
stand, welcher   sich  wohl  voraussehn  Hess.     Für    den  besonderen 

1 
Fall,  dass  der  Modul  k  bestimmt  ist  durch  k  =  k'  =  -p-  hat  Abel 
•  l/2 

in  §VIII  seiner  „Recherches"  (Grelle.  J.  t.  3  p.  160— 168,   Oeuvr. 

1. 1  p.  221 — 229)  eine  Untersuchung  durchgeführt,  von  welcher 
Gauss  (man  vergleiche  p.  5)  eine  kurze  Andeutung  gegeben  hatte. 

ImK 
Abel  findet,  dass  für  den  bemerkten  Modul  sin  am sich  durch 

Quadratwurzeln  ausdrücken  lässt,  wenn  n  eine  Potenz  von  2,  oder 
eine  Primzahl  von  der  Form  2^  -f  1  ist.  Bei  dieser  Gelegenheit 
wendet  Abel  ein  neues  und  sehr  merkwürdiges  Verfahren  zur  Mul- 
tiplication  und  Division   der  elliptischen  Functionen   an,   für  den 

Fall,  dass  k  =  -jz.,    Lässt   sich  eine  Zahl  g,  wie  dieses  bei  den 

Primzahlen  von  der  Form  \h-\-\  der  Fall  ist,  als  Summe  zweier 
Quadrate  darstellen,  so  dass  g  =  a} -{- ß'^  =  (a  +  ßi)  (a  —  ßi),  so 
lässt  sich  sin  am  ^w  auf  folgende  Art  darstellen.  Man  bilde  zuerst 
sinam(a  +  /30^  und  setze  darauf  w  ==  (a  —  ßi)u.  Für  die  Thei- 
lung  bilde  man  sinam(«  +  ßi)rvy  nehme  dann  w  =  -       ^.,  wodurch 
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sich  eine  Gleichung  für  sin  am — —77.    erffiebt.      Lässt    sich    diese 

a-\-  ßi 

Quantität  bestimmen,  so  erhält  man  unmittelbar  durch  Vertauschung 
von  i  mit  — i  den  "V 
beider  Werthe  giebt: 


von  i  mit  — i  den  Werth  von  sin  am — .      Die    Combination 

a  —  3i 


smam 


2mK        ImK 


imaK 
=  smam 


a  +  ßi  '   a—ßij  «2  _|_  ^2 

Um  den  Werth  von: 

2pK 

sm  am   ^  ,  ^, 

zu  bestimmen,  nehme  man  p  =  2ma  —  {a'^ -\-  ß'^)t.  Diese  Gleichung 
ist  in  Beziehung  aufm  und  t  immer  lösbar,  wenn  a'^-\-ß'^  eine 
Primzahl  ist,  da  dann  2a  und  «2  _j_  ^2  keine  gemeinschaftlichen 
Factoren  haben. 

Im  „Precis  d'une  theorie  des  fonctions  elliptiques"  hat  Abel 
im  Chap.  I  §  4  und  Chap.  IV  §  9  und  §  10  sowohl  die  Multiplica- 
tion,  wie  die  Division  der  elliptischen  Functionen  in  etwas  anderer 
Art,  wie  in  dem  vorhin  erwähnten  Aufsatze  behandelt  (Grelle.  J. 
t.4  p.  256  — 260  u.  337  f.  Oeuv.  1. 1  p.  346  — 350  u.  396  —  402).     « 

Werden  in  der  Gleichung  15)  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen 
von  sin  am w  entwickelt,  so  hat  Jacobi  ein  Verfahren  angekündigt 
die  Factoren  dieser  Potenzen  in  Functionen  von  k  darzustellen. 
(Grelle.  Journ.  t.  3  p.  403  —  405).  In  der  kurzen,  sehr  bemerkens- 
werthen  Abhandlung  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques" 
(Grelle.  J.  t.4  p.  185 — 193)  hat  Jacobi^  angeregt  durch  die  Unter- 
suchungen von  Abel,  die  Lösung  der  Probleme  gegeben  sin  am  w 

durch   sinamf  — ,  n  und  sinamf—,  n  durch  sinamnw  auszudrük- 

ken,  wo  sinamf—,  /)  sich  auf  die  in  §  37  und  §  39  behandelten 

Transformationen  bezieht.  Jacobi  scheint  seinen  Resultaten  mit 
Recht  einen  hohen  Werth  beigelegt  zu  haben,  wie  man  aus  den 
Worten  von  Lejeune-Dirichlet  folgern  muss: 

„Als  Jacobi  das  Resultat  dieser  Arbeit  in  einer  kurzen  Notiz 
bekannt  machte,  hoffte  er  ^&^/  durch  die  Vervollkommnung  des 
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Theil Problems  in  Verwunderung  zu  setzen;  aber  diese  Hoffnung 

blieb  unerfüllt.  —  Abel  war  eben  gestorben,  kaum  27  Jahre  alt, 

weniger  als  zwei  Jahre  nach  der  Bekanntmachung  seiner  ersten 

Arbeiten  über  die  elliptischen  Functionen." 

Die  von  Abel  und  Jacobi  (Grelle.  J.  t.  3  p.  181  u.  195)  bemerkte 

complexe  Multiplication,  in  Verbindung  mit  der  Theilung  des  Um- 

fangs  der  Lemniscate,  haben   zu  einer  Reihe  von  Untersuchungen 

Veranlassung  gegeben,  von  welchen  die  folgenden  angeführt  w^erden 

mögen. 

Liouvüle:  Sur  la  division  du  perimetre  de  jla  lemniscate,  le  divi- 
seur  etant  un  nombre  entier,  reel  ou  complexe  quelconque. 
(Comptes  Rendus  1843  t.XVIl  p.635). 
Clausen:  Die   Construction  des  Siebenzehnecks  der  Lemniscata. 

(Astron.  Nachr.  1842  t.  19  p.  243). 
Eisenstein:  Beiträge    zur    Theorie    der    elliptischen    Functionen 
I.  Ableitung     des    biquadratischen    Fundamentaltheorems 
aus  der  Theorie  der  Lemniscatenfunctionen,  nebst  Bemer- 
kungen zu  den  Multiplications-  und  Transformationsformeln 
(Grelle.  Journ.  t.  30  p.  185  —  210). 
Weitere  Untersuchungen,  im  Anschluss  an  den  vorhergehenden 
Aufsatz,  finden  sich  bei: 

Eisenstein:  Ueber   die  Irreductibilität  und  einige    andere  Eigen- 
schaften der  Gleichung,  von  welcher  die  Theilung  der  ganzen 
Lemniscate    abhängt     (Grelle.   Journ.  t.  39  p.  160  — 179, 
224  —  274,  275  —  287). 
Kronecker:  Ueber  die  elliptischen  Functionen,  für  welche  com- 
plexe Multiplication  stattfindet.    (Monatsberichte  d.  Academie 
d.   Wissenschaften   zu  Berlin.     Aus    dem   Jahre   1857   p. 
456  _  460,  Journal  de  Mathem.  2«  serie  t.  3  p.  265  —  270), 
Kronecker:   Ueber   die   complexe  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen.    (Monatsb.  A.  d.  J.  1862  p.  363  —  372). 
Die  bemerkten   Abhandlungen    von  Eisenstein  und  Kronecker 
enthalten  sehr  tiefe  zahlentheoretische  Betrachtungen,  ihrem  Inhalte 
nach  muss  die  Zahlentheorie  gegenüber  dem  ursprünglich  behan- 
delten Gegenstand  in  den  Vordergrund  treten. 


3^5 

An  die  Notiz  von  Clausen  schliessen  sich,  ihrem  Inhalte  nach^ 
folgende  Abhandlungen  an:*) 

Wiehert:  Die  Fünf-  u.  Siebzentheilung   der  Lemniscate.     Conitz 

1846  (Programm  d.  Gymnnsii). 
Hoff  mann :   Multiplications-Formeln  für  die  elliptischen  Functionen 
mit  complexen  Vielfachen  des  Arguments  und  dem  Modul 
T 


v 


(Grelle.  Journ.  t.  48  p.  332  —  347). 


Kiepert:  Siebzehntheilung  des  Lemniscatenumfangs  durch  alleinige 

Anwendung    von   Lineal  und    Cirkel   (Borchardt.  Journ.  t. 

75  p.  255  — 263,  p.  348). 

Kiepert:  Ueber  eine  geometrische  Anwendung  der  complexen  Mul- 

tiplication    der    elliptischen  Functionen    (Borchardt  Journ. 

t.  74  p.  305  —  314). 

Die    letzte    Abhandlung    bezieht    sich   auf  die   Theilung   des 

Bogens  der  Curve  bestimmt  durch  die  Polargleichung  r^  =  cos  3  cp. 


*)  Die  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  Lemniscate  basiren  sämmt- 
lich  auf  den  Arbeiten  von  Abel.  Die  älteste  Bemerkung  über  diesen  Gegen- 
stand enthalten  die  „Disquisitiones  arithmeticae"  vom  Jahr  1801  (6^aw^5  Werke 
1. 1.  p.412). 

„Ceterum  principia  theoriae,  quam  exponere  aggredimur,  multo  latius 
patent,  quam  hie  extenduntur.  Namque  non  solum  ad  functiones  circulares, 
sed  pari  successu  ad  multas  alias  functiones  transcendentes   applicari  pos- 

sunt,   e.g.  ad  eas,  quae  ab  integrali  J   ,          ^  pendent;  praetereaque  etiam 

ad  varia  congruentiarum  genera:  sed  quoniam  de  illis  functionibus  transcen- 
dentibus  amplum  opus  peculiare  paramus,  de  congruentiis  autem  in  conti- 
nuatione  disquisitionum  arithmeticarum  copiose  tractabitur,  hoc  loco  solas 
functiones  circulares  considerare  visum  est." 

Der  dritte  Band  der  Werke  von  Gauss  enthält  nur  Bruchstücke  (p.  470 
u.  f.),  welche  zur  Erläuterung  des  vorstehenden  Satzes  dienen  können.  Es 
scheint,  dass  andere  Arbeiten  den  grossen  Mathematiker  gehindert  haben, 
das  „amplum  opus"  auszuführen.  Der  Herausgeber  des  Nachlasses,  Schering, 
hat  schon  den  relativ  geringen  Umfang  der  Arbeiten  über  die  Theilung  des 
Lemniscatenbogens  hervorgehoben  {Gauss  W.  t.  3.  p.  496). 

Ueber  die  hinterlassenen  Arbeiten  von  Gauss  vergleiche  man: 
Schering:  Ueber  den  III.  Band  von  Gauss  Werken  (Mathematische  Annaten 

B.I.  p.  139  — 140). 
Göring:    Untersuchungen   über   die  Theilwerthe    der  Jacobi'schen  Theta- 
functionen  und  die  im  Gauss'schen  Nachlasse  mitgetheilten  Bezie- 
hungen derselben  (Mathematische  Annalen  Bd.  7.  p.  311 -—386). 
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Algebraische  Untersuchungen  über  die  Multiplication  der  ellip- 
tischen Functionen,  unter  Zuziehung  des  Algorithmen  der  Determi- 
nanten, enthalten  folgende  Abhandlungen: 

Brioschi:  Sur  quelques  formules  pour  la  multiplication  des 
fonctions  elliptiques  (Comptes  Rendus  1864  t.  LIX.  p. 
999—1004). 
Kiepert:  Wirkliche  Ausführung  der  ganzzahligen  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen  (Borchardt  J.  t.  76  p.  21  — 33). 
Kiepert:  Auflösung  der  Transformationsgleichungen  und  Division 
der  elliptischen  Functionen  (ibid.  p.  34  —  44). 

Ausser  diesen  angeführten  besondern  Abhandlungen,  von  denen 
eine  vollständige  Zusammenstellung  dem  Zwecke  dieser  kurzen 
Notiz  nicht  entsprechen  würde,  ist  das  Problem  der  Multiplication 
in  Verbindung  mit  der  Transformation  in  speciellen  Schriften  be- 
handelt, von  denen  die  folgenden  hier  angemerkt  sein  mögen. 
Betti:  La  teorica  delle  funzioni  ellitiche   (Annali  di  Matematica. 

Roma  1861.  Tomo  IV.  p.  29  f.). 
Mansion:  Theorie  de   la  multiplication   et   de  la  transformation 

des  fonctions  elliptiques.     Gand  1870. 
Königsherger:  Die    Transformation,    die   Multiplication  und   die 
Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen.     Leipzig 
1868. 
Königsberg  er :  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen.   Zweiter  Theil.    Leipzig  1874. 

Namentlich  das  erstgenannte,  ausgezeichnete  Werk  von  Königs- 
herger  enthält  die  vollständigste  Zusammenstellung,  nebst  eigenen 
Untersuchungen,  der  auf  dem  Titel  bemerkten  Gegenstände  und 
bildet  in  Folge  davon  eine  sehr  hervorragende  Leistung  auf  dem 
Gebiete  der  elliptischen  Functionen. 

Es  Hessen  sich  bei  dieser  Gelegenheit  noch  mehrere  geometrische 
Abhandlungen  anführen,  bei  welchen  Multiplicationen  und  Divisio- 
nen elliptischer  Integrale  und  elliptischer  Functionen  vorkommen. 
Hierbei  scheint  es  indessen  sich  mehr  um  eine  Anwendung  der 
elliptischen   Functionen    auf  gewisse    geometrische   Probleme    zu 


337 

handeln,  wie  umgekehrt,  um  Erläuterung  und  Lösung  verwickelter 
analytischer  Probleme  durch  geometrische  Betrachtungen. 

§  43.    Die  elliptischen  Functionen^  deren  Modul  grösser  wie 

die  Einheit  ist.    Anwendungen  derselben  auf  verschiedene 

Transformationsgleichungen. 

Die  Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  des  primitiven 
Moduls  einer  elliptischen  Function  mit  dem  Modul  der  transfor- 
mirten  Function,  wenn  die  Resultate  von  §  37  und  §  39  zu  Grunde 
liegen,  veranlassten  Jacohi,  die  elliptischen  Functionen  zu  behandeln, 
deren  Modul  grösser  wie  die  Einheit  ist.  Man  findet  hierüber  auf 
pag.  70  der  „ Fundamen ta"  einige  Gleichungen  „quae  ad  alias  etiam 
quaestiones  usui  esse  possunt".  Diese  Gleichungen,  welche  sich 
durch  ziemlich  Aveitläufige  Betrachtungen  auf  andere  Weise  her- 
stellen lassen,  sind  auch  von  Abel  in  etwas  anderer  Form  wie  bei 
Jacohi  aufgestellt  worden.  Man  vergleiche  hierüber  die  schon  früher 
citirten  Abhandlungen :  Sur  le  nombre  des  transformations  differen- 
tes  etc.,  (Grelle.  Journ.  t.  3  p.  395,  Oeuvres  1. 1  p.  310)  Precis  d'une 
theorie  des  fonctions  elliptiques.    (Grelle.  J.  t.  4  p.  312,  Oeuv.  p.  371). 

1 
Geht  der  Modul  k  über  in  — ,  so  mögen  die  Integrale  K  und 

K 

K'  übergehn  in  K^  und  K\.    Es  ist  dann: 

„  l/(i-«'-^)fi 


(-5) 


oder  rv  =  kt  gesetzt: 


K   =k  f  ^* 


Nimmt   man  in  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  §  8  auf  p.  26 
sin«  =  1,  so  erhält  man  unmittelbar: 

2)     Zi  =  k{K^^  =  k(K—KH), 

\ 
Der  Complementärmodul  von  —  ist: 

Enueper,  ellipt.  Functionen.  tyty 
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1— 


1 


1/=^ 


A:2  k 

Mit  Rücksicht  hierauf  folgt; 
dw 


K\  = 


i  1/a 


Die  Substitution  w  =  l/l  —  f^  giebt : 
3)     K'  =  k   l  ^^     — 


JW 


7?;'^)  (Ä:2+A-'%2) 


Für  y  =  kx  folgt: 
dy 


t') 


kdx 


kK\ 


Da  für  ^  =  0  auch  ?/  =  0,  so  folgt  durch  Integration 


/ 


Wird: 


dy 


(l_^2)(l_|. 


I         l/(i— X2)(l— ^-^^2 


■    gesetzt,  so  ist: 


t?:r 


1/(1— a:2)  (1-/^2^2) 
dy 


=    M 


(i-.^)(i-i;:) 


===  ku. 


Die   beiden  letzten  Gleichungen  geben  x  =  sin  am  (u,  k)  und 

1  .        .  1 

y  =  sin  am  (/:w,  —).     Da    nun    y  =  kx,    so    ist    sin  am  {ku,  — )    = 

fC  rC 

k  sin  am  {u,  k).    Man  erhält  so  leicht  die  'folgenden  Gleichungen : 


sm  am 


4)    <j  coß  am 
Jam 


ku,  —  \  =  k  sin  am  (u,  k) , 
/rw,  y    ^=  ^  am  (w,  k), 
ku,  y    ==  cos  am  {u,  k). 
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Diese  Gleichungen  führen  durch  Combination  mit  den  Glei- 
chungen 8)  von  §  8  zu  bemerkenswerthen  Traiisformationsgleichun- 
gen.    Es  finden  nach  p.  38  die  Gleichungen  statt  : 

sin  am  {u^  /r') 


5) 


sin  am  {ui,  k)  =  i 
cos  am  (ui,  k)   = 
J  am  (tä,  k)   = 


cos  am  (u,  k^) ' 

1 
cos  am  (u,  k^) ' 
A  am  (w,  k') 


cos  am  (w,  k') 

Zur  Vereinfachung  soll  der  Modul  k  bei  den  elliptischen  Func- 
tionen nicht  mit  angemerkt  werden.  Vertauscht  man  in  den  Glei- 
chungen 5)  k  und  k'^  so  gehn  dieselben  über  in: 


6) 


sin  am  {ui,  A:')  = 
cos  am  {uiy  k^)  = 
A  am  {uiy  k^)  = 


.  sin  am  u 

i , 

cos  am  w 

1 

cos  am  w' 

Asimu 


u. 


cos  am  w 

In  den  Gleichungen  4)  vertausche  man  k  und  A',  setze  ui  statt 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  folgt: 

sin  am  u 


7) 


1  sin  am   k^ui,  — 


cos  am 


ik' 

cos  am  w 

Aaimu 


Jam 


cos  am  w 
1 


cos  am  w 


Führt   man  in  die  vorstehenden  Gleichungen   links  die  Func- 

ik 
tionen   mit    reellen   Argumenten   und   dem   Complementännodul  — 

n 
1 

von  t;  ein,  so  lassen  sich  folgende  Gleichungen  herstellen: 


8) 


smam 


cos  am 


zlam 


, ,     ikl        k'  si 
^  k' \  Ai 

h^u  ^  - 

L    '  k^\  ' 


smamw 


amw 
cos  am  w 
Asimu  ' 

!_ 

zfamw 


22' 
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Die  Gleichungen  4)   wende  man   auf  die  Gleichungen  6)  an, 
indem  in  den  Gleichungen  6)  ku  statt  u  und  —  statt  k  gesetzt  wird. 

ik^ 
Es  geht  dann  k^  über  in  — .    Auf  diese  Art  folgt: 


9) 


sm  am 


cos  am 


kuij 
kui 


ik^ 
k 

ik^ 
'  k 


ik  sin  Simu 
1 


Jam 


■,    .  ik'' 
km,-r 
k 


Jamw' 
cos  am  w 
Jamw  * 


Die  Gleichungen  8)  und  9),  in  unwesentlich  verschiedener  Dar- 
stellung, findet  man  auf  p.  71  der  „Fundamenta". 

Die  Gleichungen  4)  —  9)  hat  Hermite  auf  die  Substitutionsglei- 
chungen von  Landen  und  Gauss  angewandt  und  ist  dabei  zu  einem 
Systeme  von  Formeln  gelangt,  welche  auf  die  Entwickelung  der 
elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  des  Arguments  eine  interes- 
sante Anwendung  gestatten.  Ueber  die  nachfolgenden  von  Hermite 
aufgestellten  Gleichungen  vergleiche  man: 

Hermite:  Sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques,  (Comptes  Rendus 
1863  t.  LVII  p.  613 — 618)  etwas  erweitert  reproducirt  unter 
dem  Titel:  Remarque  sur  le  developpement  de  cos  ama:;. 
Journ.  de  Math.  2^  serie.  Annee  1864  t.  IX  p.  289— 295). 
Richelot :  Die  Landen'sche  Transformation  p.  44  u.  45. 
Königsberger :  Die  Transformalion  der  elliptischen  Functionen. 
Leipzig  1868.    Siebenter  Abschnitt  p.  58— 63. 

Die  nach  Landen  und  Gauss  benannten  Gleichungen  sind  nach 
§  40  folgende: 


10) 


sm  am 


cos  am 


Jam 


(l+AO^;    Y 


+  k^ 


(1  -}-  k^)  sin  amw  cos  amw 
Jamw  ' 

(1  -\-k')  sinam^^^ 
Aamu  ' 

1  —  (1  —  /f')  sin2  8Lmu 
Jamw 
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11) 


smam 


cos  am 


zlam 


<>+*>".  f^S" 


0^+k)u, 


2lA" 

\+k 


d+^M'rrl' 


(1  +k)  sinamw 
1  +/:  sin^amM  ' 

cos  am  w  Jamw 
1  +/:sin2amw  ' 

1  — ^sin^amw 


1  +  ^  sin^amw 

Die  Gleichungen  11)  folgen  durch  Anwendung  der  Gleichungen 
6)  auf  die  Gleichungen   10).    Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1) 


l  —  k' 
\-\-k 


-  statt  Xr,  ferner  (1  -\-  k')u  statt  u,  so  kann  man  auf  die  rechten 


Seiten  die  Gleichungen  10)  anwenden.  Die  sich  ergebenden  neuen 
Gleichungen  folgen  aber  auch  direct  aus  10)  durch  Vertauschung 
von  k^  mit  — A:',  wodurch  k  unverändert  bleibt.     Man  erhält  so: 


12) 


sm  am 


cos  am 


Jam 


(1—  Ä-OW; 

(\—k')u, 
{\—k')u, 


1— Ä' 

L±A' 

l—k' 
\_±k^' 
\—k' 


(1 — Ä')  sin  am  w  cos  am  w 

1 — (1—^0  sin^amt^ 
z/amw  ' 

1  — (1  +^0  sin^amz^ 
z/amw 

2/^ 


Vertauscht  man    in   den  Gleichungen  4)    k  mit  7-3—7,  setzt 
{\-^k)u  statt  w,  so  giebt  die  Anwendung  der  Gleichungen  11): 


13) 


smam 


cos  am 


Jam 


2u\/k, 
2u\/k, 


\_-Hc' 

2\/k. 
i-\-k 

i_+_k' 

2\/k. 


2^//f.sinam^< 
1  +^sin-^amw' 

1  — /rsin^amw 
1  +  Asin^amw' 

cos  am M  Jamw 


1  H-  Äsm^amw 

Vertauscht  man  in   den  Gleichungen  11)  k  mit  k^  und  u  mit 
uiy  SO  geben  dieselben: 

i(l  4-  /:')  sinamw  cosamw 


sm  am 


14)    <Jcosam 
J  am 


;  2|Ai' 

i  +  k' 


{i  +  k^lä, 


(1+^0-;  S^4 


1— (1  H-Ä:')  sin^amw 

Jamw 
1  —  (1  +  A:')sin2amw' 

1  — (1  — k')  sin^amw 
1  ^ — (1  -|-  /f')  sin'-^am?^ 
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ik' 


In  den  Gleichungen  12)  werde  u  mit  ku^  k  mit  — ,  also  k^  mit 

K 


—  vertauscht,  die  Anwendung  der  Gleichungen  4)  giebt  dann; 


15) 


sm  am 


cos  am 


A  am 


(k-\-  ik^)uy 
(k  +  ik^)  w, 
{k+ik')uy 


k  —  ik'' 
k  +  ik' 
k—ik'' 
k  +  ik' 
k  —  ik^ 
k  +  ik' 


{k  +  ik')  sin  am  w  Jamw 


cos  am  M 


_  \—k(k-\-ik')ms. 


amw 


_  1— ^(^ 


cos  am  w 
—ik^')  sin^amw 


cos  amw 


ik 


In  den  Gleichungen  21)   werde  k^u  statt  u  und  ~  statt  k  ge- 
setzt,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)  folgt  dann: 


16) 


sm  am 


(k'  -\-ik)u, 


2  \/ikk' 


cos  am 


{k'-\-ik)Uy 


Jam 


{k'  -\-ik)u, 


k'  +  ik_ 

1\/ikk' 
'   k'-\-ik 

2\/'ikk 


(k^  +  ik)  sin  am  r^  Jam^^ 
1  —  k(k  —  ik^)  sin2  am  u  ^ 


cosamw 
l—k(k — ik')  sin2 am u ^ 

1  — k(k-\-  ik^)  sin2  amw 
k'  +  //f  J         1  —  k  (k — ik')  sin2  am  u 
Die  Gleichungen   10)   endlich   geben   durch  Vertauschung  von 
k  mit  Ä'  und  w  mit  ui: 
l 


17) 


sm  am 


cos  am 


Jam 


[(1  +  k)ui, 
{\+k)ui, 


\—k 
\-\-k 
\—k 
1  +Ä: 


cos  am  w  Jamw 
1  4-  k  sin^  am  u 
cosamwJamw' 
1  — k  sin^amw 


cosamw  Jamw 

In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  Anwendungen 
der  Gleichungen  4)  und  6)  auf  die  sogenannten  Transformationen 
zweiten  Grades  enthalten.  Durch  leichte  Aenderungen  lassen  sich 
ohne  Mühe  weitere  Gleichungen  ableiten,  die  indessen  nicht  mate- 
riell von  den  gegebenen  Gleichungen  verschieden  sind.  An  Stelle 
der  Gleichungen  15)  findet  man  bei  KÖnigsherger  ein  System,  wel- 
ches aus  15)  durch  Vertauschung  von  i  mit  — i  folgt.  Setzt  man 
in  den  Gleichungen  15)  {k-\-ik')u  =  {k* — ik)ui,  wendet  dann 
links  die  Gleichungen  6)  an,  so  erhält  man  ein  von  Königsberger 
aufgestelltes  System,  welches  den  Gleichungen  16)  entspricht. 


343 


1  K' 

Gellt  k  über  in  y,  so  geht  der  Ausdrnck  —    in    Folge    der 

Gleichungen  1),  2)  und  3)  über  in: 


Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

18)     f  =  «., 


also: 


19)     q  =  e 


■TCW 


71W 


SO  geht  q  durch  Vertauschung  von  k  mit  —  über  in  e    ^     ^K    Es 

rC 

lässt  sich  umgekehrt  zeigen,  dass  durch  Vertauschung  von  w  mit 
in  den  Gleichungen  19)  ä:  seinen  reciproken  Werth  annimmt. 


w 


—  rvi 


Dieses  ist  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeinen  Transformation 
der  Theta -Functionen,  welche  im  folgenden  §  weiter  ausgeführt 
werden  soll  und  wozu  der  specielle  Fall  als  ein  einfaches  Beispiel 
dienen  möge. 

In   den  Gleichungen   18)  von  §  18   setze    man    für    q    seinen 
Werth  aus  19).    Nach  pag.  94  ist  log^.log^' =  jr^,  also  log^'  = 


und; 

w 


20)    q'  =  e     ^. 
Die  bemerkten  Gleichungen  nehmen  mittelst  der  Gleichungen 
19)  und  20)  folgende  Formen  an: 


21) 


nrv 


—nw\  


H^.  ^-^'^) 


^(^,  ^-^^)  = 


^2(^,  e-'^n  = 


^,{x,  g-^^)  = 


l/w 

^3 

^2 

l/^ 

e    ^^ 

^ 

l/w 

—  ie 

TtW 

V. 


w 


7t_ 

XI       ~ 

w 

) 

l_w' 

7t_ 

xt     — 

W 

) 

{_TV^ 

7t_ 

XI       — 

~7    ^ 

W 

j 

[_rv^ 

- 

7t 

^. 

xt 

e 

W 

|_w 

_ 
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In  Folge  der  Methoden,  angewandt  im  §  18,  traten  statt  q  und 
^'  Exponentialgrössen  wie  in  den  Gleichungen  19)  und  20)  auf, 
in  denen  der  Exponent  der  einzigen  Beschränkung  unterworfen  ist, 
dass  die  Theta-Reihen  convergent  sind.  Die  Gleichungen  20)  gelten 
also  allgemein,  es  kann  w  complex  sein,  nur  muss  dann  der  reelle 
Theil  eine  wesentlich  positive  Grösse  sein. 

Geht  Yv  über  in  w  +  ?,  so  ist : 

^—it{w±%)  _^  e~'^^. 

Die  Function  d-^ix)  geht  dann  über  in  ^(o:),  umgekehrt  geht 

d'{x)  Über  in  ^3(0:);  die  beiden  Functionen  ^^(a;)  und  ^aC^)  kehren 

—  Tti 

in  sich  zurück,  respective  multiplicirt  mit  e    ^. 

In  der  ersten  Gleichung  21)  vertausche  man  w  und  x  respec- 

rv  ,      X 


tive  mit 


rvi 


und 


22)   ^3(7-^., 
^        \\  —  wi 


1  — wi 
Ttrv 


dieselbe  wird  dann: 


1 — Wt] 


1  —  rvi 

TV 


g     7rw(l  —  wi) 
Es  ist  aber,  mit  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung  21); 


<'"^i 


Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 
Tirv 
l—wi 


23)     ^Jr^-. 


x'^ 


^  =  1/1  —rvi  e     ^(1  -^^'^  d^^{x,  e-^^). 

Aehnliche  Relationen   lassen   sich   aus  den  drei  andern  Glei- 
chungen hei  leiten.    Man  findet  leicht: 

7tW 


24) 


» 

'*^.—        r       ^  —  rvi\               /i/n    (^.     „~ 

-^^), 

^■\x 

_^i,  c              1  —  JJit~i{x,  e 

7ti 

» ( 

))        >            V            )    =    ^^   (y,y 

„    )e\ 

*l( 

Tti 

M  =  \/\—rvie     ^V-mi 

Bildet  man  die   Quotienten   der  Gleichungen   23)  und  24),  so 
fällt  der  Factor  M  weg,  durch  Einführung  von  elliptischen  Functio- 
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nen  erhält  man  wieder  die  Grleichungen  4).     In  den  Gleichungen 

tv 
23)  und  24)   werde  x  =  0  gesetzt.    Geht  w  über  in  .,    so 

mögen  k^  k\  K  übergehn  in  /fi,  k\^  K^.    Setzt  man  w  =  — ,  so 


K 


folgt: 


K—iK' 
K 

r-f.  r-¥^ 

1       üi 

- 1-^  t 

Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 

1  yp  2         ;ä-' 

*.  =  p  -t'i  =  ^-  =  f  >  ^1  -  h{K-iK'\ 

übereinstimmend  mit  den  Resultaten  zu  Anfang  dieses  Paragraphen. 


§  44:.  Die  allgemeine  Transformation  der  Theta-Functionen. 

Die  Gleichungen  21)  des  vorhergehenden  §  gestatten  die  all- 
gemeinste Transformation  der  Theta-Functionen  auszuführen  und 
zwar  auf  eine  Weise^  welche  bei  vielen  mathematischen  Betrach- 
tungen den  Vorzug  der  Einfachheit  und  Natürlichkeit  darbietet, 
indem  man  vom  ßesondern  zum  Allgemeinen  fortschreitet.  Hierbei 
ist  in  Beziehung  auf  die  Bezeichnung  der  Theta-Functionen  eine 
Bemerkung  zu  machen,  mit  Rücksicht  auf  eine  steigende  Compli- 
cation  der  Formeln,  welche  in  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
zu  vermeiden  ist.  Die  von  JacoU  eingeführte  Quantität  q  ist  schon 
in  den  angeführten  Gleichungen  durch  eine  Exponentialgrösse  auf 
folgende  Art  ersetzt  worden: 

Nimmt  der  Exponent  rv  eine  allgemeinere  Form  an,  so  ist 
das  zweite  Argument  der  Theta-Functionen  unter  dem  Functions- 
zeichen  sehr  beschwerlich  anzumerken.  Um  diesem  Uebelstande 
zu  entgehen,  sollen  die  Theta-Functionen  von  JacoU  in  der  Art 
der  Schreibweise  derselben  eine  sehr  unbedeutende  Modification 
erleiden,  welche   gestattet,  die    Bezeichnung    Jacohi's  unmittelbar 
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herstellen  zu  können.  Diese  Modification  bezieht  sich  nur  auf  die 
Position  des  Index,  sie  wird  durch  folgende  Gleichung  definirt: 

WO  fi  die  Werthe  0,  1,  2  und  3  annimmt.  Für  den  Fall,  dass 
^  =  0,  lässt  JacoU  den  Index  einfach  weg,  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  1)  muss  derselbe  indessen  angemerkt  werden,  um 
Verwechslung  zu  vermeiden. 

Durch  die  Verschiebung  des  Index  lässt  sich  das  zweite  Ar- 
gument der  Thetafunctionen  einfacher  darstellen,  es  wird  dabei 
ein  ebenso  widerwärtiges  wie  leider  häufig  vorkommendes  Verfahren 
umgangen,  welches  nicht  genug  getadelt  werden  kann,  mathema- 
tische Disciplinen  durch  unnöthige  und  fast  immer  geschmacklose 
neue  Bezeichnungen  zu  verunstalten.  Die  andere  Stellung  des  Index, 
welche  übrigens  nur  bei  den  folgenden  Untersuchungen  zur  An- 
wendung kommt,  findet  sich  schon  an  andern  Orten  angewandt, 
z.  B.  bei  Königsberger :  „  Die  Transformationj^der  elliptischen  Func- 
tionen." 

Nimmt  s  alle  ganzzahligen  Werthe  von  —  oc  bis  +  oc  an,  so 
setze  man; 

^(x,rv\  =^{^\ye-''''''^^'''\ 

—  7t(s-}-^yw  +  i2s-\-\)xi 

(1  \2 


2) 


Bedeutet  g  eine  ganze  Zahl,  so  geben  diese  Gleichungen  un- 
mittelbar: 


3) 


d'ix,  iv-{-2gi\  =  d-ix,  Tv\,  ^{x,w-{-  2g i\  ==  d'{x,  w\, 

^(x,  rv-{-  lg  1)2  =  e       ^    d^{x,  w)^, 

gni 
[d^{x,w-{-2gi\    =   e       ^d^{x,w\. 
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4) 


^(x,  TV  +  O3  ==  ^(«^j  ^)o?  ^{xjrv-\- 1\  =  d-ipc,  w)3, 


711 


d^{x,  w-\-i\  =  e     ^  &(x,  Tvy2,  {^(x,  w+i)i  =  e     ^  ■0'(x,  tv)^. 
Die  Gleichungen  21)  von  §  43  lassen  sich  nun  einfacher  auf 
folgende  Art  schreiben: 


5) 


^  (x,  w\  = 


d^{x,w\  = 


^(x,w)<^ 


d-  (x,  w)i 


Ttrv 


\/rv 
Ttrv 


/ 


w 


Ttm 


/ 


w 


le 


V 


rv 


^ 

XI 

1" 

j 

j 

m 

w  _ 

3 

Q, 

~xi 

\~ 

xr 

J 

? 

L^ 

w 

2 

^ 

~xi 

1" 

— 

? 

j 

L.^ 

rv 

0 

x^ 

Ttrv 

'xi     1" 

-if- 

1 

rv    rv 

Es  ist  nur  nöthig  eine  der  vier  Theta- Functionen  zu  transfor- 
miren,  da  sich  die  übrigen  durcli  einfaclie  Aenderungen  des 
Arguments  x  herleiten  lassen.  Nimmt  x  um  grade  oder  ungrade 
Multipla  von  -^  zu,  so  gelten  für  die  Functionen  ö-(a;,  «>)„  un- 
mittelbar die  auf  pag.  83  aufgestellten  Gleichungen  5).  An  Stelle 
der  Gleichungen  7)  und  8)  von  pag.  85  treten  die  folgenden: 


7) 


6) 


*(«;  + 


2»j+l 


\  = 


»{x\{-\Y, 
»(x)„ 


*( 


*( 


Jtrvi)^  =  e 

)l  = 


7r(^ — —-}  rv—{2m-\-\)xt 


»{x)„ 


.*(A(-1) 


m  +- 


m  +■ 
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Der  leichteren  Uebersicht  halber  sind  die  vorstehenden  Glei- 
chungen, welche  eigentlich  eine  Wiederholung  bekannter  Relationen 
für  log^  =  — Ol  TV  bilden,  angeführt. 

In  Folge  der  Gleichungen  2)  gentigt  jede  der  Theta-Functionen 
der  partiellen  Diiferentialgleichung: 


8) 


dd^{x,  w)/i 


jt 


d^^(x,  Tv)fi 


dw  ""        dx'^ 

In  Folge  der  Gleichungen  3)  bleibt  die  linke  Seite  der  ersten 
Gleichung  5)  ungeändert,  wenn  rv  durch  w-\-2gi  ersetzt  wird,  wo 
g  eine  ganze,  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet.     Es  ist  also: 

—  x^_ 

1 


9)     ^{x,rv),=      .-— — ^ 
\/w-\r2gi 


XI 


w-{-  2g  f  w  +  2g  i 


Setzt  man  x^,  w^  und  g^  statt  Xy  rv  und  g,  so  folgt: 

1 


10)      ^(.r„wi)  =  ^ 


Xx  i 


l/wi  +  2g^i    L^i  +  2^1 «"  ^t  +  2^1  Us 


Es  sei  nun 


11) 


xt 


also: 


12) 


rv  +  2gi 

Xii 
rvi  +  2^1  ^ 

1 


_  1 

~"  ^'^     rv-^2gi 

1 


".  ^^^^  X2 


'     rvi  +  2^1  ? 
Xi  1 


X2 

Xii' 


rv  -\-2gi 
Die  Gleichungen  9)  und  10)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 

13) 

*  (a;i ,  ^1)3  = 


a;!-"»! 


X^  l 


^(^2,^2)^ 


Es  ist  leicht  ersichtlich  auf  welche  Art  sich  diese  Gleichungen 

weiterführen    lassen.      Man    führe    zu    diesem  Zwecke    folgende 
Grössen  ein: 

X  i                        Xi  i  Xm~i  i 


14)     xi  = 


rv  +  2gi' 


X2  — 


rvi  -\-2g^i^ 


•    •    Xm,     


rVm-\  +  2^m-i  i 
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In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  13)  lassen  sich  m  Glei- 
chungen aufstellen,  deren  letzte  folgende  ist: 


V     30m— 1 « 

Man  bilde  nun  das  Product  dieser  sämmtlichen  Gleichungen, 
hierdurch  folgt: 

_       9 


\q    =    X^fVi-^Xi^W2 +  ....*-{-  X\i^i  tVm. 

In  Folge  der  Gleichungen  14)  sind  xij  x.2,...  a:^  gleich  o:  mul- 
tiplicirt  mit  Factoren,  welche  nur  w  enthalten.  Man  kann  also  in  16): 

setzen,  wo  }V  und  W^  näher  zu  bestimmende  rationale  Functionen 
von  w  sind,  wie  sich  durch  Zuziehung  der  Gleichungen  15)  un- 
mittelbar ergiebt.    Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

18)     i/^  =  4  =  c„  als«  c,8  =  1, 

•  o 

/~ 

so  lässt  sich  die  erste  Gleichung  16)  in  Folge  von  17)  und  18) 
einfacher  schreiben: 

-x^Wt 

19)     ^{x,w},  =  -%e      ^      ^{xm,rvm}i. 

Für  Wm  findet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen   15)  fol- 
genden Werth: 

1 


Wm    == 


1 
%gra-l-\- 


%gm~^  + 


1 


Igi  +  rv 


Es  ist  also: 
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9V  -\-2gi  2g  —  mi 

^^  ~~  2^1/?;  2  — (4^^1  —  1)  ~~  2giW-{-{igg^  —  i)i 

rv.^  =  4^^1  —  1  —^giWi 


(4^^1  —  1)^  +  2  {^ggi  g-i  —  g^i  —  g)' 

etc. 

Um  eine   leichte    Uebersiclit   über   die   allgemeine   Form   von 

Wm  ZU  haben,  multiplicire   man  in  7v^i^  w^  etc.  Zähler  und  Nenner 

mit  /.     Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  allgemein : 

.  a—ßrvi 

20)       Wm    =   -. ; :, 

orv  -t-yi 
wo   die   ganzen  Zahlen   a,  ß,  y  und  ö  in  Folge  der  Kettenbruch- 
entwickelung  der  Bedingung  genügen: 

21)     ad—ßy  =  1. 
Die  Werthe  von  w^ ,  w-i^  w-^...  geben  ferner  für  die  bemerkten 
Zahlen  die  folgenden  Beschränkungen: 

a,  ö  gleichzeitig  grade  und  ß^  y  gleichzeitig  ungrade, 
^     a,  d  gleichzeitig  ungrade  und  ß,  y  gleichzeitig  grade. 
In  der  partiellen  Differentialgleichung  8)  nehme  man  ^  =  3, 
substituire   dann   für  -O^ix,  w\    seinen   Werth   aus   19).     In  Folge 
der  Gleichungen  17),  20)  und  21)  ist: 

dXm    1        dXm    X    dW     dWm    1 

dx  W^   drv  W^  dw^    dw         {ßw  +  yif 

Man  hat  mithin  die  Gleichungen: 

d'^d^{Xmy  rVm\    ^       1     d^d^(Xm,  fV,n)i 

dx^  ""■  W^        dx\,        ' 

dd'{Xm,Wm)?i X    dWd&(Xm,  1Vm\ 1  dd^(Xm,rVm% 

dw  W^  dw  dXm  {ßrv  -\-  yiy         dWm 

Die  bemerkte  partielle  Differentialgleichung  v^ird  hierdurch: 

dw    r  ^-■^"•' ■•""/•>      -[_"  ^       jvdw 

dW      dd^(Xm,fVm)i 


23)         ~ 


^V  +  ^:^']^(^m,/..)3-2 


^{Xm^  fVm)i 


Ax  r 

~"w\_ 


w. 


Wdw 


dXn 


■^  ^2  ax^^         '^  {dw  +  yiy         dw^ 


351 


Man  setze  in  die  vorstehende  Grieichung  nach  8): 


d'^^iXmy  TVm}z 


==  4 


dd-iXmy  Wm)^ 


darauf  x 


dX^rn  dWr, 

0,  also  auch  Xm  =  0.     Es  folgt  dann: 
dW 


Wdw 
1 


^  (0,  Wm)-i    = 

dü'(0,  rvm\ 


dWr 


W^   '   (örv  +  yiy 
Da  JV  und  W\  rationale  Functionen   von  tv  sind ,   dieses  aber 
mit  ^  (0,  Wm)  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  die  vorstehende  Gleichung 


in  die  beiden  folgenden  zerfallen: 


W^'^  (dw  +  yiy  '       '         W  dw' 


oder : 


24) 


öw  -\-  yV       V       6w  -\-  y  i' 


Für  die  vorstehenden  Werthe  von  W  und  W^  wird  die  Glei- 
chung 23)  identisch.  Man  substituire  diese  Werthe  von  W  und  W^ 
in  19),  ferner  in  dieselbe  Gleichung  für  Xm  und  Wm  ihre  Werthe 
aus  17)  und  20).  Statt  der  Constanten  Ci  aus  18)  führe  man 
eine  Constante  c  ein,  bestimmt  durch: 

i  ^ 
Zwischen  den  Theta-Functionen  ergiebt  sich  nun  folgende  all- 
gemeine Relation: 

—Sx' 

26)      ^{x,w\==c\l       ^        .^(^^  +  yOar      ^^         ^-^rvi 


r         I         •  "^  ^ 

Qw  -\-yi 
In  Folge  der  ersten  Gleichung  5)  ist: 


öw-\-yi'  6rv-\-yiJ^ 


%^{x%w')  == 


\Jrv^ 


^ 


xU     1 


Man  setze  hierin: 


w  = 


yi-{~örv 


x'  = 


wi 


Wl 


dann  ist: 
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^ 


ßwi 


xi         a  —  ßwi 


ßw  +  yi''  6w  +  7 
Zwischen  dieser  Gleichung-  und  der  Gleichung   26)  werde  die 
rechts  stehende  Theta-Function  eliminirt.     Da  ad  —  ^7=1,  so  ist: 


j^ r,  Q^^i  —  7  yi  +  öw 


ßi. 


a  —  ßwi  a — ßwi         a — ßwi 

Unter  Zuziehung  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung  26) 
durch  folgende  ersetzen: 

ßxH 
^_,     ..   •         '       (.^^(«-/^^O  J  _x_      yi-\-6w\ 

^        ^  '     ^  \/a  —  ßwi        \a  —  ßwi'    a—ßwij. 

Wird  .w  mit  w  +  i  vertauscht,  so  geht  die  linke  Seite  über  in 
^  (x,  w)q.  An  Stelle  von  a  und  7  treten  «'  und  7',  wo  a'  ==  a-\-  ß 
und  7'  =  y-\-d.  Die  Relation  «d — ßy  =  1  giebt  «M  —  ßy^  =  1. 
Wegen  der  in  22)  aufgestellten  Bedingungen  sind  nun  «',  ß,  7' 
ungrade  und  ö  grade,  oder  «',  6,  7'  ungrade  und  ß  grade.  Schreibt 
man  einfach  a  und  7  statt  a'  und  7',  so  folgt  nun: 

ßxH 

wo  zwischen  den  Zahlen  a,  ^,  7  und  ()  die  Bedingungen  stattfinden : 

aö—ßy  =  1. 
9Q^     ( ^7  Ä  7  gleichzeitig  ungrade  und  Ö  grade, 
l  a,  d,  7  gleichzeitig  ungrade  und  ß  grade. 

In  der  Gleichung  26)  setze  man  a^,  ß^,  71,  und  6^  statt  «,  |9,  7 
und  öy  wo  «1,  dj  ungrade  und  ß^^  y^  grade,  oder  «1,  Ö^  ungrade 
und  i^i,  7i  grade  sind;  ferner  die  Relation  stattfindet  a^öi — ft7i 
=  1.     Es  ist  dann: 

ceTtiS.w^yri)      I       ^i  a,—ßiwi\ 

l/c^j/^  +  7l2  \(^l^  +  7l«        (^1^^  +  712/3 

Lässt  man  w  um  i  zunehmen,  so  folgt: 
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wo  a\  =  «i+ft  und  /'j  =  /i  +  c^i,  also  «'i^i — ßiy\  = 
«1^1  — ^1/1  =  1-  Es  finden  die  Bedingungen  statt  a\,ßi,y\  ungrade, 
öl  grade,  oder  a\y  öi,  y\  ungrade  und  ft  grade.    In  der  Gleichung 

Qci  1 

30)  werde  x  mit  —  und  w  mit—  vertauscht.    Es  ist  dann: 
^  w  w 


xi     \\  I  /         w 


8,x'' 


31)     ^^^-^      =,    /^L_,,:r..(^.+r,;.Ox 
\w'  w  Jq  1/    Ol  +7  iw« 


a:/  ß'jw^  — 1^1 2 


Für  die  links  stehende  Theta -Function  setze  man  nach  der 
dritten  Gleichung  5): 

\/we''^d^{x,rv).2. 
Zur  Vereinfachung  setze  man  weiter  a\  =  (^,  ft  =  7,  y\  =  ß 
und   61  =  a,  wo   also   wieder   ad — ßy  =  1.     Die   Gleichung   31) 
führt  dann  auf  folgende  fundamentale  Gleichung: 

32)     ,9-(^  ;^;)    _  ce^^^-^^O^/      x         yi+6w\ 
'  \Ja  —  ßwi        \a  —  ßrvV  a—ßwij^' 

wo  zwischen  den  Zahlen  a,  ß,  y  und  6  die  Bedingungen  stattfinden : 

ad~ßy  =  1. 
oo\     i  ^j  ft  7  gleichzeitig  ungrade  und  a  grade, 
(  a,  d,  ß  gleichzeitig  ungrade  und  7  grade. 
Mit  den  Bedingungen  22),  29)  und  33)  sind  alle  Fälle  erschöpft, 
welche  die  Gleichung  aö  —  ßy  =  1  darbieten  kann,  die  Gleichun- 
gen 27),  28)  und  32)   enthalten  mithin   auf  den  linken  Seiten  die 
drei  möglichen  Formen,  welche  die  rechts  stehende  Function  anneh- 
men kann. 

Die  in  27)  vorkommende  Constante  c  genügt  nach  25)  der 
Gleichung  c^  =  1.  Ihr  Werth  ist  von  einer  Zahl  m  abhängig, 
welche  mit  den  Zahlen  «,  ß,  7  und  6  in  Verbindung  gebracht  werden 
kann.    Da   die  Bestimmung  dieser  Constanten  für  das  Folgende 

Enneper,  ellipt,  Functionen.  23 
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nicht  erforderlich  ist  und  dieselbe  ziemlich  weitläufige  Rechnungen 
nach  sich  zieht,  so  soll  eine  Ausführung-  derselben  hier  unterbleiben. 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Bedeutung  von  c  in  den  Gleichungen 
27),  28)  und  32)  eine  verschiedene  ist,  da  bei  Herstellung  dieser 
Gleichungen  die  ursprünglichen  Zahlen  «,  /^,  7  und  ö  ihre  Bedeu- 
tungen gCcändert  haben. 

Man  kann  durch  Aenderung  des  Aigumentes  x  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  27),  28)  und  32)  jede  der  drei  übrigen 
Theta- Functionen  mit  den  Indices  0,  2  und  1  hervorrufen.  Da 
allgemein : 

71W 


—  Xt 


Jtrvt      X  A 


nw 


2    '      2 
so  setze  man  in  die  bemerkten  Gleichungen  statt  x  successive: 


x  +  ^{a  —  ßwi), 
x-\-'^(Yi  +  ÖTv)i  ==  ^  +  y  (—  7  +  öwi\ 

^  +  y  {ci  —  ßrvi)  +  —  (yi  +  6w)i. 

Führt  man  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen  ein: 

X           .        yi-\-  ötv 
^/  —  ^/  _  ' 


a  —  ßi  a  —  ßwi^ 

so  geht  durch    die    bemerkten   Aenderungen   ^(:r',  iv%   successive 
über  in: 

TT  yi  +  ^n)         xi 

7t  yi-\-6wi  X 

Auf  die  linken  Seiten  der  bemerkten  Gleichungen  sind  die 
Gleichungen  6)  und  7)  anzuwenden.  Es  ergeben  sich  dann,  mit 
Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Zahlen  a,  B,  7  und  6y  24  Glei- 
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chungen.  In  jedem  Systeme  von  je  vier  Gleichungen  hat  die  Con- 
stante  c  denselben  Werth.  Da  bei  allen  diesen  Gleichungen  immer 
derselbe  Factor  auftritt,  so  soll  derselbe  durch  q  bezeichnet  werden, 
so  dass: 


^ 


V^ZZI^ e^^cc-ßwi)^  ^8=1. 


Zur  leichtern  Uebersicht  der  folgenden  Formeln  sei  noch  be- 
merkt, dass  wegen  aö — ßj  =  1: 

• —  ßx  (ji  +  dw)  —  xi 


a  —  üwt 


—  xöij 


ji  ßi  iyi  +  öw)'^  .:^yi-\-  ^rv  jtyöi      Jtd^m 

4      a  —  ßrvi  4  a — ßrvi  4  4 


Transformationsgleichungen. 
aö—ßy  =  1. 


x  ^        yi  +  Ö9V 


a — ßrvi  a  —  ßwi 


—  tiXH 

ya — ßwi     - 
Q 


\/<^  —  ßm  ^n{a-ßrvi)    ^s  ==  i. 


I.     a,  6  grade;  ßy  y  ungrade. 

— naßi 

d^ix',  w%  ==  Qd^{x,w\e    ^     , 

/       y\  not 
■S'(x',rv%  =  Qd'{x,rv)oe'      ^^   ^, 

IL     «,  ö  ungrade;  ß,  y  grade. 

(^_a\7tßi 

Hx%w%  =  Qd^{x,w\e^      2;  2^ 

— Ttyöi 


(«+/?+ 


aß-\-yd  ni 
2      )  2 


^(o:',  w'\  =  Q^{Xj  w\  e 

23* 
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III.     a,  ß,  r  ungrade;  6  grade. 


'0? 

—  Ttaßi 


—  Ttyöi 


iß--^i^). 


aß-[-yS.7ti 

1/5 — 

IV.    a,  6y  7  ungrade;  ß  grade. 


— naßi 


—  Tiyöi 
d'{x',w%  =  Q{^{x,7v).je     ^     , 


V.    i3,  7,  d  ungrade;  a  grade. 


r    V  2 


(^+7+cJ-l- -^-2-^)2 
VI.    ß,  ^,  6  ungrade;  7  grade. 

(«+/?-i--f)T 

d^{x',Tv'\  =  Qd'{x,w\e 
Die  Werthe  von  d^{x\  rv%  sind  aus  den  Werthen  von  d^{x%  7v% 
durcli  Aenderung  von  x  um  "^^^  abgeleitet.    Der  leichteren 
Verification  halber  ist  rechts  allgemein 
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gesetzt,  es  ist  ferner  in  den  vorkommenden  Exponenten  keinerlei 
Aenderung  vorgenommen  worden  um  dieselben  etwas  zu  vereinfachen. 
Es  lassen  sich  aus  den  Systemen  I  —  VI  die  Gleichungen 
4)  —  9)  des  vorhergehenden  §  für  besondere  Annahmen  für  a,  ft  /,  6 
herleiten.  Man  findet  leicht,  dass  der  Modul  k  der  elliptischen 
Functionen  der  Reihe  nach  ersetzt  ist  durch: 

^V    ^'  ''^k^^    k^  '     k    '  k 
So  ergeben  sich  z.  B.  aus  dem   Systeme  VI  die  Gleichungen 
zu  Ende  des   vorhergehenden    §  für  «  =  ^3  =  d  =  1,  /  =  0.    Es 
ist  dann: 

X  ,  w 


35)     x'  =  -7-^^^—.,   w'  =  - 

Entspricht  der  Modul  /  und  das  Integral  L  dem  Werth  w',  so 
geben  die  Gleichungen  VI: 

^(Q>  n,%  _  ^(0,^^)3    .  .    ,/7  _  _!_ 

Es  ist  ferner: 

^(.<  rv\  ^  d'{x,  w\ 

oder : 

yl  sm  am  ( ,  / 1  =  l/A:  sin  am  f ,  k  \ . 

1      ^Kx 
Man  setze  hierin  \il   =  -7^,  =  u  und  nach  35)  a:'  = 

\^k      ^  ^ 

X 

,  dann  ist: 


1  —  wi 


sin  am  (  71 ^— ,  — )  =  /:  sin  am  (u,  k). 

Diese  Gleichung  nach  u  differentiirt,   darauf  w  =  0  gesetzt, 
giebt  noch: 

{\  —  wi)K 

Man    erhält    so    wieder    die    Gleichung    sinam(/:w,  -A  = 

/rsinam(w,  k).    Aehnlich  lassen  sich  die  anderen  Systeme  behandeln. 
Es  kommt  hierbei  weniger  darauf  an,  durch  ziemlich  umständliche 
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Rechnungen  Gleichungen  ab'zuleiten,  die  sich  viel  leichter  und  viel 
naturgemässer  direct  wie  im  vorhergehenden  §  ergeben,  als  der 
Nachweis,  dass  den  Systemen  I — VI  nur  elliptische  Functionen 
entsprechen,  deren  Moduli  in  der  durch  34)  bezeichneten  Reihe 
enthalten  sind. 

Auf  die  Systeme  I — VI  lassen  sich  die  allgemeinsten  Theta 
Functionen  reduciren,  zu  deren  Aufstellung  die  allgemeine  algebrai- 
sche Transformation  der  elliptischen  Functionen  Veranlassung  giebt. 
Diese  Transformation,   welche  im   folgenden  §   behandelt   werden 
soll,  fuhrt  auf  Theta -Functionen  von  der  Form: 


36)     ^(^ 


wo  (i  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  und  3  ist.  Es  sind  «i,  ft,  /i,  ö^ 
ganze  Zahlen,  welche  der  Bedingung  a^  6^^ — /?i  7i  >  0  gentigen 
müssen.    Für  die  Convergenz  der  Theta-Reihen  muss  in: 

q  =  g-^^ 
der  reelle  Theil  von  w  positiv  sein.     Geht  w  nun  über  in: 

a^-^ß^m         ai^  +  ßi^rv^     "^    a{^  +  ß{^w^^    ' 
so  muss  für  ein  positives  w  die  Bedingung  a^d^ — ft/i  >  0  statt- 
finden als  Bedingung  für  die  Convergenz.     Setzt  man: 

37)  «1^1— ft/i  =  n, 
so  ist  n  eine  ganze,  positive  Zahl.  Die  Zahl  n  bestimmt  den  Grad 
der  Transformation,  d.h.  genügen  die  Zahlen  a\,  ft,  /j,  öi  der 
Gleichung  37),  so  bestimmen  dieselben  eine  Transformation  ii^"""^ 
Grades.  Für  n  =  \  erhält  man  die  Imearen  Transformationen^ 
welche  in  den  Systemen  I — VI  vollständig  aufgestellt  sind. 

Hat  keine  der  Zahlen  a^  oder  ö^  einen  gemeinschaftlichen 
Factor  mit  einer  der  Zahlen  ß^  oder  /i,  so  lassen  sich  immer  zwei 
Zahlen  a  und  y  so  bestimmen,  dass: 

38)     aö^—yß^  ==  1. 
Die  Gleichung  37)  lässt  sich  dann  ersetzen  durch: 
39)     «i  =  «w-ffft,  7i  =  /w-fedi, 
wo  £  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Der  in  36)  aufgestellte  Ausdruck 
nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 


35a 


^ 


yi  +  (^1 


W  +  £/ 


1     a- 


fi ^ 


Wegen  der  Gleichung  38)  und  der  Systeme  I — VI  reducirt 
sich  die  vorstehende  Theta- Function,  abgesehn  von  einem  Factor, 
auf: 


40)     ^ 


iWl 


wenn  x  mit  z  und  w  mit 


TV-\-6i 


vertauscht   wird.     Es   ist  fi^ 


0,  1,  2,  3.  Ist  die  Zahl  n  gegeben,  so  lassen  sich  beliebig  viele 
Systeme  von  Zahlen  «j,  ft,  /i,  6i  finden,  welche  der  Gleichung  37) 
gentigen  und  aus  denen  sich  die  Gleichungen  38)  und  39)  herstellen 
lassen,  man  kommt  schliesslich  wieder  auf  die  in  40)  aufgestellte 
Function  zurück.  Setzt  man  ft  =  0,  so  ist  nach  37)  a^ö^  =  n. 
Man  kann  diese  Gleichung  in  die  beiden  zerlegen  a^  ==  n^  ö^  =  1 
und  «1  =  1,  öl  =  n.  Diesen  Annahmen  entsprechen  nach  36) 
die  folgenden  Theta- Functionen: 
^  +  7i  i~ 

Da  7i  unbestimmt  bleibt,  so  fällt  die  erste  dieser  Functionen 
wieder  mit  dem  in  40)  aufgestellten  Ausdruck  zusammen,  die  zweite 
Function  reducirt  sich  auf  das  Product  einer  Constanten  in : 

^(w2:,  nrv)r, 
wo  r  ==  0,  1,  2,  3.    Eine  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtungen 
giebt  eine  Wiederholung  von  Ergebnissen,  die  schon  weiter  oben 
auf  möglichst  einfache  Weise  abgeleitet  worden  sind. 


,  ^{nz,  nrv-{-Yii\, 


§  45.    Die  allgemeine  Transformation  der  elliptischen 

Functionen  mittelst  einer  algebraischen  Gleichung. 

Literarische  Anmerkungen. 

In  §  36  ist  nach  Abel  die  Bedingung  entwickelt,  wann   der 
Differentialgleichung : 

dy  dx 


1) 


l/(l  — j/2)(l  —Py')        /V/l/(l  — a;2)  (1  —k^x'^)' 
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durch  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x  und  y  gentigt  werden 
kann.  Es  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  betreffende 
Bedingung  nicht  allein  nothwendig,  sondern  auch  hinreichend  ist. 
Die  Elemente  dieser  Darlegung  sind  in  den  §§  37,  38,  40,  42  und 
44  enthalten,  deren  Verbindung  den  Beweis,  gleichzeitig  mit  der 
Ausfahrung  der  wesentlichsten  Transformationen  giebt.  Der  Ein- 
fachheit halber  soll  die  im  vorigen  §  gebrauchte  Bezeichnung  für 
die  Theta -Functionen,  was  die  Stellung  des  Index  und  Bezeichnung 
des  zweiten  Arguments  betrifft,  beibehalten  werden. 

Die  auf  p.  107  und  108  in  dem  Systeme  III  enthaltenen 
Formeln  zeigen,  wenn  z  und  a  statt  x  und  y  gesetzt  wird,  dass 

ftir  ^  ==  0,  1,  2,  3  sich  ausdrücken  lässt  durch  die  Quadrate  der 
Theta -Functionen  mit  dem  Argumente  z,  respective  mit  Constanten 
multiplicirt  Da  sich  in  Folge  der  Gleichungen  V  auf  p.  1 09  immer 
zwei  dieser  Quadrate  durch  die  beiden  übrigen  ausdrücken  lassen, 
so  kann  man  allgemein: 

2)     ^(z-\-d)^.^(z-d)^  =  A^{zY^B^{z\^ 
setzen,  wo  A  und  B  nur  Yon  a  abhängig  sind. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  2)  führen  die  Gleichungen 
6),  8),  12)  und  14)  von  §  37  zu  dem  Resultate,  dass  für  eine 
Primzahl  n  allgemein  ^(wz,  nw)^  eine  rationale  Function  von 
Theta -Functionen  ist  und  zwar  vom  Grade  n.  Setzt  man  n^z^ 
Ui  TV  statt  z,  TV,  so  lässt  sich  jeder  Factor,  wenn  in  dem  Ausdrucke 
für  1^ (wz,  w/z;)^  die  Multiplication  ausgeführt  wird,  eines  jeden 
Terms  als  rationale  Function  von  Theta -Functionen  darstellen. 
Wiederholt  man  dieses  Verfahren,  so  ergiebt  sich,  dass  n  ein 
Product  von  ungraden  Zahlen  sein  kann.  Es  folgt  weiter,  mit 
Zuziehung  der  Gleichungen  9),  10)  und  13)  von  §  40,  dass  all- 
gemein d-  {nz,  nw)^  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n,  eine  rationale^ 

homogene  Function  vom  Grade  n  von  Theta- Functionen  ist. 

r     jy '2t  f 

Die  Gleichungen  19)  von  §  38  geben  nach  2)  ^  z,  , 

wo  n  eine  ungrade  Primzahl  ist,  als  rationale  Function  von  Tetha- 
Functionen.    Da  nun  n  —  2/  eine  ungrade  Zahl  und 
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^ 


rv—2ti  ^     1  .  " 

L      ^  J^         L 


w+(n—2t)i' 


[' 


wieder  eine  Theta- Function  ist,  so  folgt,  dass: 

rv  -\-  s  i 
n 

wo  s  eine  ganze  Zahl  bedeutet,   sich   als   homogene  Function  /^*®^ 
Grades  von  Theta- Functionen  darstellen  lässt.    Dieses  bleibt  auch 
gültig,  wenn  n  ein  Product  von  ungraden  Zahlen  ist,  wie  sich  leicht 
ergiebt,  wenn  w  successive  vertauscht  wird  mit 
w  -\-  s^i      rv  -\-  Sit 

wo  %,  712..,  Primzahlen  sind. 

In  Folge   der   Gleichungen   23),   24)   und  27)  von   §  40    ist 


^ 


rv 


eine  rationale  Function  zweiten  Grades  von  Theta-Func- 


tionen,    vertauscht    man    rv    mit    ,    so  folgert  man,   dass 


^ 


rv-{-si 


für  ein  ganzzahliges  n  eine  homogene  Function  n*®° 


jfi 


Grades  von  Theta -Functionen  von  der  Form  ^{z,  rv)^^  ist. 

Combinirt  man  diese  Resultate,  so  folgt,  sind  m,  m',  n,  n^  und 

s  beliebige  ganze  Zahlen,  dass 

m^tv  , 
r                 —J-  +  SZ. 
n 
3)     ^  mmf  z,  m 

L  ^      . 

eine  homogene  Function  m*^"  Grades  ist,  in  welcher  die  Factoren 
der  einzelnen  Terme  die  Form  haben: 


^ 


m'  z. 


,     ^  =  0,  1,  2,  3. 


Ein  solcher  Ausdruck  ist  aber  wieder  eine  homogene  Function 
n*«^  Grades  von 

""         m^  rv 


^ 


m*  z, 


,     1^1  =  0,  1,  2,  3, 


welcher  seiner  Seits  eine   homogene  Function   vom  Grade  m'  von 


^ 


rv 


,     V2  =  0,  1,  2,  3, 


V2 
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ist.  Dieser  letzte  Ausdruck  lässt  sich  scMesslich  als  homogene 
Function  n'**^"  Grades  von  Theta- Functionen  mit  den  Argumenten 
z  und  w  darstellen.  Der  in  3)  aufgestellte  Ausdruck  ist  also  eine 
rationale,  homogene  Function  vom  Grade  mmfnn'  von  Theta- 
Functionen  mit  den  einfachen  Argumenten  z  und  w. 

Die  Gleichungen  4)  und  6)  von  §  36  geben  für  x^  y  und  M 
folgende  Ausdrücke,  welche  die  Differentialgleichung  1)  identisch 
machen ; 

4)     X  ==  sin  am  (w,  k),  y  =  sin  am 


-   / 


2g' L  ,    h'U 


p'K'l  '   p'  K' 


K' 


Setzt  man  zur  Vereinfachung  -p  =  rv^    so    geben    die    Glei- 


chungen  5): 
6) 


L 


2pg'i-\-p'gw 
Ph  +\rrv 


O    /•    I       P'^ 

"ig'i^g"^ 

hip'w 

"2  y 


7)       1-.= 


gh'~g'h    L_ 

hin' rv  pK  ' 
2    p 


Man  substituire  aus  7)  den  Werth  von  M  in  die  zweite  Glei- 
chung 4),  führe  ferner  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Formeln 

2  D  d'  Kz 
z  statt  u  mittelst  der  Gleichung  u  =  -^-^ ein.    Die  Gleichungen 

4)  werden  hierdurch: 


oN         •     npp'Kz  , 

8)     a;  =  smamf-^-;^- ,k 


JZ 


9)     y  =  8inam(/> 


,  gh'  —  g'h    Uz 

hip'rv     Ji 

h—-7r- — 
2    /; 


,0. 


Es  sind  p  und  p'  ganze  Zahlen,  mithin   giebt  die  Gleichung 

8)  nach  §  42  die  Variabele  x  explicite  in  Form  einer  algebraischen, 

2J{z 
rationalen  oder  irrationalen  Function  von  sin  am .   Es  lässt  Mch 

jt 

nachweisen,  dass  dieses  auch  mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

9)  der  Fall  ist,  so  dass  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und 
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y  das  Resultat  der  Elimination  von  sin  am zwischen  zwei  al- 

gebraischen  Gleichungen  ist.    Für  den  Fall,   dass  p  =  1,  jt?'  ==  1, 
lässt  sich  y  explicite  als  algebraische  Function  von  x  darstellen. 
In  Folge  der  gebrauchten  Bezeichnungen  ist: 

1 


l//:sinam( ,  k]  ==   .)'    ;  . 


Für  den  Modul  /  geht  rv  über  in  — ,  definirt  durch  die  Glei- 
chung  6).    Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Art  schreiben: 

10)  wr  =  ^^^, 

wo: 

11)  ,,=yi^:=4i,,,,  =  '    L^. 

Zur  Vereinfachung  sollen  die  beiden  Fälle,  ob  h  eine  grade 
oder  ungrade  Zahl,  ist  unterschieden  werden.  Wenn  h  ungrade 
ist,  so  setze  man  in  den  Gleichungen  8),  10)  und  11)  z  =  2z', 
Die  bemerkten  Gleichungen  geben  dann: 


12)    a;  =  smamf-^^^^ ,k\. 


1q^                  ^gh'—g'h     ,                ^''  +  ^2;/ 
13)     Zq  =  p'  ^ ^-7—2';  TVq  =  f-. 

h'  —  hl"—-  h' — hi^-^r— 

2/?  2p 

In  Folge  der  Gleichungen  9)  und  10)  von  §  40  lässt  sich  die 
Gleichung  14)  auch  wie  folgt  darstellen: 

15)    y\/T  =  ^fa?  ^0)1  ^(^o>  ^0)2 

Die   Betrachtung  dieses  Falles  kommt  auf  den  Fall,  dass  h 

eine  grade  Zahl  ist,  zurück.     Nach   12)  ist  x  eine  algebraische 

2Kz' 
Function  von  sin  am ;  dieselbe  Untersuchung,  welche  die  rechte 

2Kz 

Seite  der  Gleichung  10)  als  algebraische  Function  von  sin  am ' 
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ergiebt,    zeigt    auch,    dass    die   rechte   Seite    der    Gleichung    15) 
eine  algebraische  Function  von  sin  am ist.     Es  soll    desshalb 


jt 


in  den  Gleichungen  11)  ä  gradzahlig  angenommen  werden. 

Haben  die  Zahlen  2^',  g^  hf  und  -^  gemeinschaftliche  Factoren, 


so  sei; 


16)     2^'  =  yysr\  g  ==  6,ss' ,  W 


a^rr' ,  -^ 


\rs\ 


Es  ist  hier  von  dem  Falle  abgesehn,  dass  die  sämmtlichen  vier 
Zahlen  denselben  Factor  m  haben.  Nach  16)  gehn  die  Gleichungen 
11)  über  in: 


17) 


wi  == 


.  ,    .  p's'rv 
s    ^  pr^ 

«1— PI« — r 


Da  «1 


\y  Ih  ^1?  ganze  Zahlen  sind,  so  setze  man: 
18)      «id,— ft  7i  =  w. 
Wegen  der  Gleichungen  16)  ist  angenommen,   dass  keine  der 
Zahlen  a^  oder  ö^  mit  einer  der   beiden  Zahlen  ft   oder  /i  einen 
gemeinsamen  Factor  hat.    Es  lassen  sich  dann  zwei  Zahlen  a  und 
7  mittelst  der  Gleichung: 

19)       ad,-7ft  =  1, 
bestimmen.    Setzt  man  der  Einfachheit  halber  ßi  =  ß  und  di  ==  6, 
so  kann  man  die  Gleichungen   18)  und   19)  durch  das  folgende 
System  ausdrücken: 

20)    ßi  =  ßf  <^i  =  6,  ai  =  an-\-  sß,  Yi  =  yn-{-  sd, 
21)     ad—ßr  =  1, 

wo  £  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Verschwindet  eine  der 
Zahlen  a^,  ßiy  7, ,  (^1 ,  so  sei  ßi  =  0,  man  muss  dann  die  Glei- 
chungen 17)  und  18)  direct  behandeln.  Mittelst  der  Gleichungen 
5)  von  §  44  lassen  sich  die  Fälle,  dass  eine  der  Zahlen  «i,  y^  61 
verschwindet,  auf  Ä  =  0  reduciren. 
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Die  beiden  Gleichungen  17)  nehmen  mittelst  der  Gleichungen 
20)  folgende  Formen  an: 

22)    Zi  ==  ss'p' ir-r-i  ^1  =  ~  BTT--? 

wo: 

p'  s' ro  ^ 

7-+£« 

23)     rv'  =   1^ . 

Sind  die  Argumente  z^  und  w^  durch  die  Gleichungen  22) 
bestimmt,  so  lassen  sich  in  der  Gleichung  10)  auf  der  rechten 
Seite  Zähler  und  Nenner  als  homogene  Functionen  von  dem  Grade 
sr  von: 

24)      ^Lj^,,yA±pL\  ^    /.  =  0,1,2,3, 

darstellen.  Da  nun  aö  —  ßy  =  1^  so  reducirt  sich  die  in  24)  auf- 
gestellte Theta  -  Function  in  Folge  der  Systeme  I  —  VI  des  vorigen 

§  auf: 

Q,'d'{sVz,w%,     V  ==  0,  \,  2,  3, 

wo  Qi  von  z  abhängt.  Da  der  Factor  q^  in  allen  Termen  des 
Zählers  und  Nenners  von  y\/l  vorkommt,  diese  Terme  aber  in 
Beziehung  auf  die  Anzahl  der  vorkommenden  Theta -Functionen 
homogen  sind,  so  folgt: 

25)   y\/i  =  f , 

wo  N  und  D  h  omogene  Functionen  von : 

Hsyz,rv\,     ..  =  0,1,2,3, 
sind.    Setzt  man  hierin  für  w^  seinen  Werth  aus  23),  so  zeigen  die 
Betrachtungen  zu  Anfang  dieses  §,  dass  in  25)  TV  und  I)  homogene 
Functionen  desselben  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argu- 
menten z  und  rv  sind.    Hieraus  folgt  unmittelbar,   dass   die  rechte 

Seite  der  Gleichung  25)  sich  darstellen  lässt  durch  die  elliptischen 

2ä^^ 
Functionen  mit  dem  Argumente  und   dem   Modul   k.     Es   ist 

also  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  25)  oder  10)  eine  alge- 
braische Function  von  sin  am 

71 
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Nimmt  man  /?,   =  0,  so  geben  die  GleichuDgen  17)  und  18): 

26)     }  Zi  =  ss^j/di^z,    rVi  = — — , 

'^  «it^i  =  n. 

Diese  Gleichungen  geben  zu  ganz  analogen  Betrachtungen 
Veranlassung  wie  die  Gleichungen  22).  Man  kann  sogar  auf  die 
einfacheren  Gleichungen  26)  die  allgemeinen  Gleichungen  11)  redu- 
ciren  und  zwar  durch  relativ  ziemlich  einfache  Rechnungen,  welche 
nur  auf  der  Vergleich ung  der  Theta-Functionen  mit  reellen  und 
imaginären  Argumenten  beruhn.  Es  ist  hier  ein  etwas  weiterer 
Weg  eingeschlagen,  da  die  Herstellung  der  Transformationsgleichun- 
gen ersten  Grades  für  die  Theorie  der  Theta-Functionen  von  be- 
sonderem Interesse  ist. 

Die  Gleichungen  16)  und  18)  geben: 

27)     gh'  —  2g'~  =  nss'rr'. 

Es  soll  h  gradz^hlig  angenommen  werden.    Ist  die  linke  Seite 

der  Gleichung  27)  eine  ungrade  Primzahl,  so  müssen  sich  je  vier  der 

Factoren  w,  s,  s%  r,  r'  der  rechten  Seite,  welche  der  Voraussetzung 

nach  keine  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  auf  die  Einheit  redu- 

ciren.    Für  die  rationale  Transformation  ist  ausserdem  p  =  i  und 

jo'  =  1.    Es  reduciren  sich  die  verschiedenen  Annahmen,  zu  welchen 

die  Gleichung  27)  Veranlassung  giebt,  auf  zwei  factisch  verschiedene, 

auf  welche   man    die    übrigen  zurückführen   kann.     Für  i?  =  1, 

j9'  =  1^  r  =  1,  r'  =  1,  ^  ==  1  und  s'  =  \  ist  nach  23): 

rv  +  £1 

w'  = 

n 

Für  j[)  =  1,  ^'  =  1,  /^  =  1,  ^  =  1,  r  =  1,  und  r'  =  1  ist 

nach  23)  w'  =  s^rv  +  ei.    Da  nun : 

^—n{s'w-\-ei)  ^^     ,^—ns'rv 

SO  kommt  die  zweite  Annahme  auf  den  Uebergang  von  q  in  eine 
Potenz  von  q  hinaus.    Da: 

■ — jt 

e       ^ 
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nur  n  Wertlie  liat,  welche  Wertlie  auch  £  annehmen  möge,  so  fülivt 
die  erste  Annahme  auf  die  Untersuchungen  des  §  38  zurück. 

Aus  dem  Vorstellenden  ergiebt  sich,  dass  das  allgemeine  Pro- 
blem der  algebraischen  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
von  der  allgemeinen  Transformation  der  Theta-Functionen  abhängt 
und  mittelst  derselben  ausgeführt  werden  kann. 

Was  die  Resultate  der  beiden  letzten  §§  betrifft,  so  scheint 
JacoU  dieselben,  wenn  vielleicht  auch  in  etwas  anderer  Form,  schon 
vollständig  entwickelt  zu  haben.  In  einem  Briefe  an  Grelle  vom 
21.  Juli  1828  (Grelle.  Journal  t.  3  p.3i0)  findet  sich: 

„II    conviendra    peut-etre    ä    introduire    dans    l'analyse    des 

fonctions  elliptiques  ce  quotient  -—  comme  module  au  lieu  de  k. 

K 

A  l'egard  de  ce  quotient  j'ai  trouve 

que  k  ne  change  de  valeur,  si  Von  ecrit  au  lieu  de  —   Vex- 

JK 

pression 

hK+ih'K'  _  KK'  —  i  {abKK+  a'h'K'K') 
aK  +  ia' K'  ~  aaKK+  a'a'  K'K'        ' 

tt,  a',  hy  ö'  etant  de  nomhres  entiers  quelconques,  a  un  nomhre 
impair,  h  un  nombre  pair,  tels  que  a¥  —  a^h  =  1; 
theoreme  remarquable   et  qui  doit  etre  envisage  comme  un  des 
theuremes  fondamentaux  de  l'analyse  des  fonctions  elliptiques"  *). 
Zwanzig  Jahre  später  hat  Jacobi  eine   weitere  Andeutung  ge- 
geben in  der  Abhandlung:  lieber  die  Differentialgleichung,  welcher 

die  Reihen 

l±2q-j~2q^±2q^-^    etc. 

21/^  +  2/^+21/^5   etc. 
Genüge  leisten.  (Grelle.  Journ.  t.36  p.  97—112,  Werke  II  p.21— 36). 


*)  Am  Schluss  dieses  Briefes  finden  sich  folgende  Worte,  welche  fast 
mehr  auf  den  Schreiber  wie  auf  Legendr e  passen: 

„Vous  voyez,  Monsieur,  que  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  est  un 
vaste  objet  de  recherches  qui  dans  le  cours  de  ses  developpemens  embras- 
sent  presque  toute  l'algebre,  la  theorie  des  integrales  definies  et  la  science 
des  nombres.  Quel  titre  de  gloire  pour  l'illustre  auteur  du  traite  des  fonc- 
tions elliptiques,  que  d'avoir  cr6e  cette  belle  theorie  et  d'avoir  allume  ce 
flambeau  ä  la  posterite. 
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Man  findet  am  Ende  dieser  Abhandlung  Folgendes:  „Es  müssen 

daher  in  dem  Ausdruck  r  =  ^f  ,    !^      die    Constanten    0,  b,  a'  b' 

a'  +  ibQ  777 

immer  so  bestimmt  werden  können,  dass 

.  =  2e^      +  1e^      +  etc. 

\/a'+ibQ 

Die  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  lehrt,  dass  diese 

Bestimmung  auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist.    Es  ergiebt  sich 

nämlich  aus  der  Theorie  der  unendlich   vielen  Formen  der  Traus- 

cendente  8,  dass  die  vorstehende  Gleichung  immer  gilt,  wenn  a,  a' 

und  b  ungrade  sind,  und  a'  und  b  durch  4  dividirt  nicht  denselben 

Rest  lassen.     Das  Zeichen  der  den  Nenner  bildenden  Quadratwurzel 

in    der    vorstehenden  Gleichung    hängt   von    dem   Werthe  der   in   der 

Theorie   der   quadratischen   Reste  mit   (--]    bezeichneten    Grösse  ab. 

Ein  doppelter  Gang  der  Untersuchung,  welchen  man  einschlagen 
kann,  führt  zu  dieser  Zeichenbestimmung  entweder  mittelst  einer 
Kettenbruchentwicklung  oder  der  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung 
Summatio  serierum  quarundam  singularium  betrachteten  Summen. 
Die  vorstehende  Gleichung  wird,  wenn  a  und  b  ungrade  ist,  immer 
gelten,  wofern  man  nur  die  eine  Seite  derselben  mit  einer  8ten 
Wurzel  der  Einheit  multiplicirt.  Wenn  von  den  Zahlen  a  und  b 
die  eine  grade,  die  andere  ungrade  ist,  hat  man  die  Gleichung; 

|/a'  -f  ibQ 
wo  6  eine  achte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  und  das  obere  oder 
untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  von  den  Zahlen  a^  und  b  die  eine 
grade  die  andere  ungrade  oder  beide  ungrade  sind". 

Einer  Anmerkung  zu  Folge  hat  Jacobi  die  auf  das  Vorstehende 
bezügliche  Theorie  der  Theta-Functionen  in  Vorträgen  ausführlich 
behandelt;  der  wenige  Jahre  nach  Publication  der  angeführten 
Abhandlung  erfolgte  Tod  des  grossen  Mathematikers  hat  eine  selb- 
ständige Darlegung  seiner  Theorie  leider  vereitelt.  Die  Ideen, 
welche  die  oben  angeführten  Worte  von  Jacobi  enthalten,  finden 
sich  theilweise  ausgeführt  bei: 
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Gordan:  Ueber  die  Transformation  der  ö- Functionen.  (Giesseu 
1863). 
Es  findet  sich  dort  eine  Gleichung  aufgestellt^  welche  der 
Gleichung'  26)  von  §  44  entspricht  und  zwar  nur  für  die  Bedin- 
gungen 22).  Die  in  Gleichung  16)  von  §  44  auftretende  Quantität 
Wm  wird  durch  einen  Kettenbruch  bestimmt,  ferner  die  partielle 
Differentialgleichung  4)  zur  Anwendung  gebracht,  um  eine  analoge 
Gleichung  wie  23)  herzustellen.  Endlich  geschieht  die  Bestimmung 
der  Constanten  c  basirt  auf  die  von  Jacohi  angeführte  Abhandlung 
von  Gauss.  Auffallend  ist,  dass  der  Name  von  Jacohi  nur  bei  ganz 
nebensächlichen  Puncteu  sich  angeführt  findet,  da^^s  jedes  Citat, 
jede  Andeutung  vermieden  ist,  welche  auf  die  primitive  Quelle  des 
Inhalts  hinweist.  Die  Bestimmung  der  Constanten  c,  welche  bei 
den  linearen  Transformationen  auftritt,  findet  sich  ziemlich  ausführ- 
lich bei: 

Thomae:  Abriss    einer  Theorie   der    complexen  Functionen   und 
der  Theta- Functionen  einer  Veränderlichen.  2.  Aufl.  (Halle 
1873)  pag  183  u.  f. 
Die  fundamentale  Gleichung  für  die  Transformation  der  Theta- 
Functionen  hat  Thomae  nach  dem  Vorgange  von  Hermite  so  aufge- 
stellt, dass  sich  aus  derselben   die   Gleichungen  für  die  linearen 
Transformationen  unmittelbar  ergeben.     Es  scheint  indessen  nicht, 
dass   diese  Methode    einen    besonderen  Vorzug   vor   dem   in  §  44 
befolgten  Verfahren  hat,  die  an  sich  lobenswerthe  grössere  Kürze 
verdeckt  den  eigentlichen  Ursprung  der  Transformation. 

Eine  der  frühesten  und  bedeutendsten  Untersuchungen  über  die 

Transformation  der  Theta-Functionen  enthält  die  Abhandlung: 

Hermite :  Sur  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des 

fonctions   elliptiques.    (Journal   de  Math.  Deuxieme  serie. 

T.III.  Annee  1858  p.26— 36). 

In  Verbindung  hiermit,  wenn  auch  schon  mehr  in   das  Gebiet 

der  Zahlentheorie   übergehend,   stehen    die    beiden   Abhandlungen 

desselben  Verfassers:  „Sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 

applications  ä  l'arithmetique"  (Comptes  Rendus  t.  15  1862  p.  11 — 18, 

85—91.  Journal  de  Math.  Deux.  ser.  t.  VII  p.  25— 40)  und  „Sur  les 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  24 
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tlieoremes   de   Mr.  Kronecker    relatif's   aux    formes    quadratiques". 
(Journ.  d.M.  2.  ser.  t.  IX  p.  145— 158). 

Namentlich  die  erste  Abhandlung  von  Her  mite  ist  in  einer 
Reihe  von  bemerkenswerthen  Schriften  und  Abhandlungen  zur  Ver- 
wendung gekommen,  von  denen,  mit  Einschiuss  des  oben  erwähnten 
Buches  von  Thomae  die  folgenden  ausgezeichneten  Publicationen  zu 
erwähnen  sind: 

Richelot:    Sur    la  theorie    des  fonctions  elliptiques  est    sur  les 
^quations  diöerentielles  du  calcul  des  variations.  (Comptes 
Rendus  1859  t.  49  p.  641— 645). 
Diese  Abhandlung  ist  eine  der  ersten,  welche  eine  ziemliche 
Anzahl  von  Gleichungen  enthält,  die  sich  auf  lineare  Transforma- 
tionen   beziehn.     Die    kurze    Mittheilung    enthält    keine   Beweise. 
Weiter  gehende  Untersuchungen  findet  man  in  der  folgenden  durch 
ungemeinen  Scharfsinn  ausgezeichneten  Monographie: 

Betti:  La  teorica  delle  funzioni  ellitiche.     (Annali  di  Matematica. 
Tomo  III  Anno  1860  p.  65— 159,  298—310,—  über  Trans- 
formationen erster  Ordnung  vergleiche  man  p.  142 — ,  Tomo 
IV  Anno  1861  p.26— 45,  57—70  und  297—336). 
Königsberg  er'.  Die    Transformation,    die    Multiplication    und   die 
Modulargleichungen   der   elliptischen  Functionen.     Leipzig 
1868. 
Ein  Supplement  hierzu  bildet  die  Abhandlung  desselben  Ver- 
fassers „Die  linearen  Transformationen  der  Hermite'scheu  ^ -Func- 
tionen" (Mathematische  Annalcn  t.  III  p.  1— 10).    Weitere  Ausfüh- 
rungen enthalten  die  „Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen"  (Borchardt  Journal  t.  72  p.  176— 254). 
Ferner  ist  noch  zu  erwähnen: 
Königsberger  \   Vorlesungen    über    die    Theorie  ^der    elliptischen 
Functionen.     Theii  2.     Leipzig  1874. 
Bei  diesen  verschiedenen  Untersuchungen  über  die  Theta-Func- 
tionen  macht  sich  der  Mangel  einer  einheitlichen  Bezeichnung  un- 
angenehm   bemerkbar.     Kaum    zwei   Schriftsteller    stimmen    voll- 
ständig überein.    Am  wenigsten   möchte  sich  die  namentlich   von 
Ilermite  und   Betti    gebrauchte   Bezeichnungsweise    empfehlen    die 
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Theta-Functionen  mit  zwei  Indices  zu  versehn,  wodurch  bei  Func- 
tionen mit  einem  Arg-ument  eine  unnöthige  Complication  der  Formeln 
hervorgerufen  wird,  wie  ein  Blick  auf  p.  126  von  T.  III  der  Annali 
di  Matematica  zeigt.    (Roma  1860). 

Zur    allgemeinen   Transformation    der   elliptischen  Functionen 
sind  noch  folgende  Abhandlungen  anzumerken,  deren  Resultate  nicht 
ausschliesslich  auf  die  Theorie  der  Theta-Functionen  basirt  sind."^*) 
Santo :  De  functionum   ellipticarum  multiplicatione  et  transforma- 
tione,    quae    ad   numerum   parem    pertinet,    commentatio. 
(Grelle.  Journ.  t.  14  p.  1—50). 
Hermite'.  Sur  la  theorie  des  transcendantes  a  diö'erentielles  alge- 
briques.     (Journal  de  Mathem.  t.  IX  Annee  1844  p.  361  f. 
und  Comptes  Rendus  t.  XVIII  p.  1141  f.). 
Hermite:  Extraits  de  deux  lettres  ä  M.  Jacobi.     (Grelle.  Journ.  t. 
32  p.  283  —  293;  JacoU  Werke  t.  1  p.  397  —  407). 
Eine  namentlich  auf  die    „Fundamenta"    sich  stützende  Dar- 
stellung findet  man  bei: 

Glidermann:  Theorie  der  Modular-Functionen  und  der  Modular- 
Integrale.  (Dreizehnter  Abschnitt.  Grelle.  Jour.  t.  19  p. 
244—285  und  Neunzelmt.  A.  ibid.  t.  25  p.  336  — 394>. 

*)  Elementare  Betrachtungen  über  Transformation  und  Multiplicaiion 
enthalten  die  folgenden  Aufsätze,  welche  sämmtlich  in  dem  „Archiv  für 
Mathematik  und  Physik",  herausg.  v.  Grunert,  enthalten  sind. 

U.  H.  Meyer:  Sur  les  fonctions   elliptiques.    (Theil  16  p.  305  — 408,  Th.  17 

p.  85— 120). 
Essen:  Ergänzung  des  ersten  Jacobi'schen  Theorems  von  den  elliptischen 
Functionen  der  ersten  Art.    (Theil  21  p.  241  —  248,  418  —  422). 
Behandelt  namentlich  die  Transformationen  grader  Ordnung. 
Baehr:  Sur  la  transformation  des  functions  elliptiques  de  la  premi^re  espece. 

(Th.  33  p.  354  — 3GS). 
Baehr:  Sur  les  formules  pour  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques  de 
la  premiere  espece.    (Th.  36  p.  125  —  176). 
Ungeachtet  einer  gewissen  Originalität  leiden  diese  Arbeiten  an  dem 
Fehler,  dass  die  Ergebnisse  älterer  Arbeiten  keine  genügende  Beachtung  ge- 
funden haben,  so  dass   sich  Meyer  (Theil  22  p.  474 — 477)  gegen  Essen  zu 
einer  Prioritäts-Reclamation  versteigen  konnte  in  Beziehung  auf  Untersuchun- 
gen, die  ihrem  Wesen  nach   schon  längst  von  Ivory  und  Sanio  ausgeführt 
w^ordeu  waren.    Die  nicht  ganz  unverdienstliche  Arbeit  von  Meyer  leidet  an 
dem  grossen  üebelstande  einer  Ueberladung  neuer  Bezeichnungen  und  neuer 
Benennungen,  beide  gleich  unnöthig  und  der  Lecture  hinderlich. 

24*- 
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§  46.  lieber  die  Differentialgleichungen,  welchen  die  Zähler 

und  die  Nenner  bei  den  elliptischen  Transformationsformeln 

und  Multiplicationsformeln  genügen. 

Nach  den  Untersuchungen  in  §  35  (pag  234)  wird  der  üilTe- 
rentialgleichung: 

^x  dy  ^  dx 

durch  den  folgenden  Werth  von  y  genügt: 

Die  Bestimmung  der  Coefficienteu  h^^  bi,  .  .  .  hm,  welche  auf 
algebraischem  Wege  wegen  erdrückender  Weitläufigkeiten  fast 
unausführbar  erscheint,  hat  JacoU  veranlasst  den  Zähler  und 
Nenner  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  2)  unter  einem  Ge- 
sichtspunct  zu  beti  achten,  welcher  von  der  Auffassungsweise  der 
„Fundamenta"  gänzlich  verschieden  ist.  Jacob i  hat  Differential- 
gleichungen aufgestellt,  welchen  die  bemerkten  Zähler  und  Nenner 
genügen.  Diese  Differentialgleichungen  umfassen  zwei  verschiedene 
Untersuchungen,  je  nachdem  es  sich  um  eine  partielle  oder  um 
eine  gewöhnliche  Diiferentialgleichung  handelt. 

Was  die  partielle  Differentialgleichung  anbelangt,  so  ist  der- 
selben zuerst  im  Journal  von  Grelle  (t.  3  p.  403)  erwähnt  und 
zwar  mit  den  Worten:  „Je  suis  parvenu  ä  resoudre  un  probleme 
dont  la  difficulte  avait  elude  long-tems  tous  nies  efforts,  savoir  de 
trouver  l'expression  generale  et  algebrique  des  formules  de  mul- 
tiplication."  In  der  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques" 
(Grelle.  Journ.  t.  4  p.  185)  hat  Jacobi  ohne  Beweis  eine  partielle 
Differentialgleichung  mitgetheilt,  welcher  die  Zähler  und  Nenner 
sowohl  der  Transformations-  wie  der  Multiplicationsgleichungen  ge- 
nügen. Einer  Andeutung  (1.  c.  p.  186)  zu  Folge  scheint  Jacobi  durch 
die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  die  vier  Theta-Functionen 
genügen,  zu  dem  folgenden  Kesultate  gelangt  zu  sein. 

Zur  Vereinfachung  setze  man: 

3)     x\/k  =  /,    Ä-4-—  =  a, 

Ä" 
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wodurch  die  Gleichung  2)  übergeht  in: 

4^      iyl/7    =        Bn^+B^-^f^  +  ...  +  ^1  t^"^^  +  B 

^     y^  ^  B  +  B^P-{-B^,t^  +  ,,,  +  Bn,f^^ 

oder: 

iU=  t(Bm  +  B,n-it^+  ...-^  B,t'"^'  +  Bt'"^), 

>  \V=    B-^B,t^  +  ..,-{~Brnt'"^, 

gesetzt : 

U 

Es  ist  dann: 


6)         B-\/   ik.    Br,  ^    '    /      ''' 


k'M'     "*         MV  kk'M' 
Für  2m  + 1  =  n  genügt  jede   der  Quantitäten  U  und   V  aus 
5)  der  partiellen  Differentialgleichung: 

7)     2n(«2_4)^_ 
^  ^  da 

Auf  diese  wenigen  Formeln  beschränkt  sich  die  Mittheilung  von 
Jacobi.    Zur  Vereinfachung  nehme  man  in  ^(z,  q): 

8)      w  =  ^,q  =  e-^^\ 
also : 

9)     ^  (z,  ^)  =  2  (-^  0^  ^~''  '^^^  "^  '^'^'' 
Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar: 

^  dw       ~  ""      dz^      ' 

Die  vorstehende  partielle  Differentialgleichung  gilt,  wie  man 
sehr  leicht  findet,  für  jede  der  vier  Theta- Functionen. 
Man  nehme  in  der  Gleichung  10): 

nz  statt  Zy  nw  statt  rv\ 

..    ,     .    w       2ri    ^  ,, 

z  unverändert, statt  w , 

n        n  ' 

wo  r   eine  ganze  Zahl   bedeutet.     In   beiden  Fällen   nimmt   die 
Gleichung  10)  folgende  Form  an: 
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11)     4w— -  =  Jr--^. 
^  dw  dz^ 

Zu  Folge  der  Bedeutung  von  w  aus  8)  ist  in  11)  0  gleich  einer 

der  Functionen: 

Ir  7t  i    1 

wo  ^  =  0 ,  1 ,  2 ,  3  ist.  Diese  Functionen  bilden  aber  nach  den 
§§  37  und  39  die  Zähler  und  Nenner  der  Transformationsglei- 
chungen für  die  ungrade  Primzahl  n.  Es  genügt  die  Kesultate 
einer  Transformation  genauer  zu  betrachten.  Auf  die  beiden 
Gleichungen  6)  und  14)  von  §  37  nämlich: 

w— 1 


12) 


2 


wende  man  die  Gleichungen  6)  auf  pag.  108  für  o;  =  z  an,  d.  h 
die  Gleichungen: 

Hierdurch  ergiebt  sich,  wenn  die  Gleichungen  12)  noch  durch 
^  {h  qY  dividirt  werden : 


13) 


d^{nz,  ff) 
Hz,  qY 


i9-(0)^ 


«— 1 

2 


1  — 


*i(^)' 


jrr 


^1    -^ 


,^(z)2      (:zr\ 


wo: 


h(nz,  cf)  _  (-!)»-!  ^^,(z)  „ 


n—l 


^(^y 


Auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen   13)  ist  zur  Verein- 
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fachung  das  zweite  Argument  q  weggelassen.  Die  erste  Gleichung 
13)  giebt  z  =  0  gesetzt: 

^(0)"  ^(0)«-!' 

wodurch  Q  bestimmt  ist.  Man  setze  hieraus  den  Werth  von  Q  in 
die  Gleichungen  13),  führe  ferner  rechts  die  elliptischen  Functionen 
ein  und  setze: 

smam ^=  x.  x\/k  =  t^ 

jt 

es  folgt  dann: 


14) 


Die  rechts  stehenden  Terme  dieser  Gleichungen  kann  man 
als  Zähler  und  Nenner  des  Werthes  von  y\/l  in  4)  für  2m +1 
=  n  an  sehn,  man  erhält  dann,  von  einem  constanten  Factor  ab- 
gesehn,  für  ß  und  ß^  dieselben  Werthe  wie  in  6).    Es  ist  nämlich 

>^(o.  r)  _  I  fTL 

,9-(0)  V  k'K 

d.  i.  nach  Gleichung  19)  auf  p.  251): 
^(0,  q-) 


^(0)  1/  nk'M' 

Dieser  Term  unterscheidet   sich   von  ß  in  6)   nur   durch  den 

constanten  Factor   -7=.    Zur  Vereinfachung*  werde  die  rechte  Seite 

der  ersten  Gleichung  14)  durch  ZT  bezeichnet.    Es  ist  dann: 

oder  umgekehrt: 

d-{zy 


15)     ^inz,qr^)  =  H-^^^^^^_,, 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  genügt  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 11).  Man  schliesst  hieraus  unmittelbar,  dass  der 
Gleichung  11)  durch: 
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gentigt  wird,  wo  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  rechten  Seite  der 

Gleichung  4)  fUr  7i  =  1m-^\  ist. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  10)  nz  statt  z,  so  wird  dieselbe: 

17)     ij^9^^(^^>^)   _  ^d^^in^q) 
drv  dz^ 


Nun  ist  aber  nach  §  42; 


H^bff)c^rf^\n^-i 


d^{zy 

2n  J^z 
dem  Nenner  von  sin  am proportional.     Wird  dieser  Nenner 

durch  JI^  bezeichnet,  so  gentigt  folglich: 

H,fh{zY" 

^(Of'-'' 
der  partiellen  Differentialgleichung  17).    Dasselbe  gilt,  wenn  statt 

Hl  der  Zähler  von  sin  am genommen  wird. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  die  Gleichungen  11)  und 
16)  gelten,  wenn  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  Transformations- 
oder Multiplicationsgleichungen  ist,  für  die  Multiplication  hat  man 
einfach  ti^  stattt  n  zu  setzen. 


Da  ^(0)  =  1/^^^^-,  so  lässt   sich   der  Werth  von  O  in  16) 
auch  wie  folgt  darstellen: 

d'{zy 


e  -=  H- 


n—l  • 
2 


Substituirt  man  diesen  Werth  von   ß  in   die  Gleichung   11), 
dividirt  auf  beiden  Seiten  durch  jt,  so  folgt: 

\7ifdH       nH  df^{z)      n—\d\ogk'K\  ^ 
~jt\dw^{z)    dtv  2  drv     ') 


d'^H  ^  ^  dH    \     d^(z)  ,     ,       ,,,, 
dz^  dz  ih^z)     dz 

7iH  d'^^{z) 
'^^(z)     dz'    ' 


'    1     d-d-jz)' 
ß-^z)     dz 
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Nimmt  man  in  dieser  Gleichung; 

~  dw~        ^    dz''    ' 
so  lässt  sich  dieselbe  auf  folgende  Form  bringen: 


18)     1"^ 

jt  dw 


d'^H  ^  ^   dH    1     d^{z) 


+  n{n—\)H 


dz'^  dzd^{z)    dz 

2  dlo^k'K      dnogd'{z)' 
Jt      dw  dz'' 

In  Folge  der  Gleichungen  13)  auf  p.  170  und  der  Gleichung 
17)  auf  p.  171  ist: 

d^ 

K  dw  — üi 

dk  dk 


■»)if- 


K        E 

k  '^  kk'^' 


20) 


2M'2Z2 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden : 
dk^  _  —  2M^2^2 
dw 
dk'K 


Jt 
dk'Kdk 


WK'' 


dw 


dk    dw 


Jt 


{K-E\ 


dw        .       Jt  ^  ^' 


Nimmt  man  in  der  Gleichung  16)  auf  pag.  163  z  statt  x,  so 
wird  dieselbe: 

lEIKz 


^  dz  Jt      \        Jt  J       Jt 


Durch  Differentiation  nach  z  folgt  hieraus: 

dz:'      ~  \jt) 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung,  der  Gleichungen  20)  und 
21)  nimmt  die  Gleichung  18)  folgende  Form  an: 


2  ^^       2Kz      1E1K 
A'  am . 

Jt         Jt    Jt 


And  ff 

Jt  dw 


-j-^-\-n(n-—\)ff[ sm^am 

dz^        ^         ^     \  Jt  J  Jt 


+  2^ 


'2K  J      2Kz\ 

— E[  am 

:7r      \         Jt  J 


lEIKz' 

Jt     Jt 


dff 
dz' 


Führt  man  links  mittelst  der  ersten  Gleichung  20)  k  statt  w 
als  unabhängige  Variabele  ein,  setzt  ferner: 
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22) 


so  nimmt  die  partielle  Differentialgleichung    für  H  folgende   ein- 
fachere Form  an: 


23) 


äk         dvP-        ^ 


l)^Ä2sin2amw 


+  2w 


^(amw) — 

K 


dH 

du 


Um  die  von  JacoU  aufgestellte  Form  dieser  Gleichung  zu  er- 
halten muss  man  j/yt  sinamw  statt  u  als  unabhängige  Variabele 
einführen. 

Da  sin  am  u  von  k  abhängig  ist,  so  ist  es  nöthig  den  Diffe- 
rentialquotienten dieser  Quantität  in  Beziehung  auf  k  darzustellen. 

Es  sei: 


«^0 


ds 


k^mi'^s 


Setzt  man  in  der  Gleichung  3)  pag.  169  9  statt  a,  so  folgt: 

dF{(p)   F{(p)      E{(p)      A:siny  cosy 

~~dk~  IT'^'kk^         k''^A(g))    ' 


25) 


wo  F((p)  und  E{(p)  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  mit  dem  Modul  k  sind.  In  der  Gleichung  24)  sehe  man 
g)  als  von  k  abhängig  an  und  differentiire  unter  dieser  Voraus- 
setzung nach  kf  hierdurch  folgt: 

1     dw  .  dF(fp)        2z  ^ 
jt  dk 


#  ,   dF(cp) 

A{q))dk'^     dk 


Mittelst  der  Gleichungen  19)  und  25)  erhält  man  hieraus: 


26) 


1     d(p 
Ä{^)Tk 


F(^) 


2Kz' 


+ 


M'2 


Nach  24)  ist  F{<p) 

2Kz 

—  ==  Uy  SO  giebt   die  Gleichung  24)   cp 

Gleichung  26)  übergeht  in: 


Arsin^)  costp 

*■     A:'M(^) 

^Kz 

— .    Nimmt  man  wieder  wie  in  22) 


amw,   wodurch   die 
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dsimu 

dk 
J  Simu 


+ 


1^ 

k^inamu  cos  am w 


E{s,mu) 


uE' 
K 


Ä'2  Jamw 
Durch  Multiplication  mit  cosam^zJamw  folgt  hieraus: 


d%m2imu 
'dk 


^(amw)' — 


uE 
K 


cosam?<  z/am?/ 


M'2 


+  772  ^^^  ^^^  ^^^^  amw, 


und  weiter: 
27) 


2M'2J^ — =  (1+Ä:2— 2Ä2sm2amw)sinamw.l/yt 


^Ä: 


2r^(amw)— ^ 


K 


cos  am  w  A  am  ?< .  l/Ä*. 


In  die  Gleichung  23)  führe  man  k  und  j/A:  sin  am  i^  statte  und 
u  als  unabhängige  Variabelen  ein,  setze  t  =  \/k  sin  am  w.  Der 
Differentialquotient  von  H  in  Beziehung  auf  die  explicite  vorkom- 
mende Quantität  k  werde  eingeklammert.    Es  ist  dann: 


28) 


dH  ^  (dH\      dH  dt^ 
dk         \dk)^  dt   dk  ' 


dH  ^ 

ydu 

Wegen : 


dHdl    d^ ^   , 
dt  du*    du^ 


düdl 
dt  du  dt 
dt     du 


ist  nach  27): 


30) 


—  2 


29)     t  ==:  \/k  sin  amw 


du        ^ 


E{2^mn) 


uE' 
K 


1  +>t2 


t:^-\-t^\k 


ferner: 


31)     f 

^     du 


\y 


1  -h^2 


t^^-t^Xk. 


Mittelst  der  Gleichungen  28)— 31)  nimmt  die  Gleichung  23) 
folgende  Form  an,  wenn  durch  k  dividirt  wird: 
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Setzt  man  endlich  1  +  ä:^  =  ka,  also : 

so  ergiebt  sich  wieder  die  Gleichung  7).  Es  ist  selbstverständlich, 
dass  die  Differentiation  nach  a  sich  nur  auf  die  Coefficienten  B,  B^,., 
...^;„  in  den  Gleichungen  6)  bezieht,  wenn  in  7)  H=  ü  oder  H=V 
genommen  wird. 

Für  die  Multiplicationsformeln  treten  an  Stelle  der  Gleichungen 
4)  und  7)  die  folgenden: 

B^^_^t  +  ...,^-B,e'-''-\-Be' 

32)     y  =  ? 71-:  , 

2 
f  2;i2(a2_-4)^  =  w2(/z2— l)ir^2 
33)     1  ö^« 

In  32)  ist  n  =  2m  +  1.  Setzt  man  den  Nenner  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  32)  gleich  //,  so  müssen  in  der  Gleichung  33) 
die  Factoren  der  Potenzen  von  t  durch  diese  Substitution  auf  beiden 
Seiten  einander  gleich  sein.    Man  erhält  so: 

B  =  \/n,  B^  =  0,  3.4^2  +^n^^—l)  ^  ==  0, 

5.6i?3-*-4(n2  — 4)a^2  =  0, 
7.8  ^4  +  6(^2  — 6)«^3  +  (^2  —  4)  (>z2— 5)  ^2  = 

2n2(«2-4)^. 


da 


n 


Es  ist  allgemein  von  r  ==  3  an  bis  r  = 

2r)aBr 

dBr 


2 

(2r  +  1)  (2r  +  2)  BrJ^ri  +  2r  (w2  —  2r)  «  ^. 
-j-  (w2— 2r  +  1)  (n2  — 2r  +  2)  Br-i  =  2w2(«2_4)  ^^ 

Itir  die  letzten  Coefficienten  bestehn  die  Gleichungen: 
2.3.^^.^3  +  (n'^-^l)aBn._i  =  0,  i?^2„i  =  l/?"S 
2  2  2 
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Diese  Gleichungen  hat  JacoU  (Grelle.  J.  t.  4  p,  186)  aufgestellt. 
Eine  Herleitung  der  Ditferentialgleichung  32)  findet  man  in  der 
früher  erwähnten  Abhandlung  von  Betti.  (Annali  d.  M.  T.  IV  p.  32 
u.  f.).  Einige  Bemerkungen  über  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung  32)  von  Cayley  unter  dem  Titel  „Note  sur  les 
fonctions  elliptiques"  finden  sich  im  Journal  von  Grelle  (t.  37  p. 
58—60). 

Statt  durch  eine  partielle  Differentialgleichung  hat  Jacohi  die 
Zähler  und  Nenner  der  Transformationsgleichungen  durch  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  definirt.  Die  „De  functionibus  ellip- 
ticis  commentatio"  enthält  mit  Beziehung  hierauf  folgenden  Satz; 
„Quod  sane  est  theorema  memorabile,  satis  reconditum,  mimer ato- 
rem  et  denominatorem  substitutionis ,  U,  V  singulos  definiri  posse  per 
ae^uaüonem  differentialem  tertii  ordinis^'     (Grelle.  J.  t.  4  p.  377). 

Im  vorliegenden  Falle  haben  U  udd  V  folgende  Bedeutungen. 
Setzt  man  x  =  sin  am  w  und 


34)     sinam^-^,  /j  =  |, 


so  sei: 


[ü  = -(\ -\- A.x'^  ^  A^x^  +  ,..  +  Ar^^ix^-% 
25)  ^'^ 

F  =  1  +  B^x'^  -f  B^x^  +  . ..  -f  %-ia:«-\ 

Diese  Werthe  von  U  und  V  unterscheiden  sich  nur  unwesent- 
lich von  den  in  5)  aufgestellten.  Die  Gleichungen  13)  und  16)  von 
§  39  geben: 

n— 1  n—l 

^^==(-1)2    Jf____^    __!.    =_;^siü^im4r«>, 

•2 
»1—1 

Bn-1  =  (—1)  '^   A^"-i//sin2am4rcö, 


=  y/ sin'^am4rcö 


Ä«/¥2 


folglich 
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36) 


An-3  ^—'2 

-—i.  = —     2^    sin2am4ra>  = 


Bn—\ 

2 


i  ±- 


wo  in  der  ersten  Gleichung  q  zur  Abkürzung  für  die  Summe  ge- 
setzt ist. 

Jacobi  hat  seinen  Satz  durch  Betrachtung  der  Transformations- 
formeln und  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  gefunden. 
Mit  lebendigem  Interesse  wurde  die  schöne  Entdeckung  Jacohfs 
17  Jahre  nach  ihrer  Veröffentlichung  von  Eisenstein  wieder  auf- 
genommen. Eisenstein  ist  mehrfach,  unter  Anwendung  sehr  ein- 
facher Principien,  auf  den  bemerkten  Gegenstand  zurückgekommen 
und  hat  in  die  Resultate  JacoMs  sehr  allgemeine  Betrachtungen 
hineingetragen,  durch  welche  sich  die  meisten  Arbeiten  des  ungemein 
begabten  Mathematikers  so  sehr  auszeichnen.  Die  Untersuchungen 
von  Eisenstein  sind  enthalten  in;  „Beiträge  zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen"  (Grelle.  J.  t.32  p.  59—70,  Math.  Abh.  159—170). 
„Ueber  die  Differentialgleichungen,  welchen  der  Zähler  und  der 
Nenner  bei  den  elliptischen  Transformationsformeln  genügen."  (Grelle. 
J.  t.  35  p.  147—152,  M.  A.  p.  207—212).  Die  folgendende  Deduction 
der  JacoM sehen  Gleichungen  ist  den  „Beiträge  etc."  entnommen. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

(p{x)  =  A  +  Bx-h  Cx^  -f  J)x^  -\-  Ex\ 
^p{y)  =  A'-\-  B'y  ■\-  CY  +  D'V^  +  EY- 

Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Differentialgleichung: 

38)        ^y     =      ^^    . 
\/xp{y)         \/<p{x) 

Es  sei  P  =  0  ein  algebraisches  Integral  der  Differentialglei- 
chung 38)  der  Art,  dass  die  Function  P  nur  ganze  Potenzen  von 
von  X  und  y  enthält  und  in  Beziehung  auf  x  vom  ?^<^^en  Grade  ist. 
Es  seien  x^,  X2,  ...  Xn  die  Wurzeln  von  P  =  0  nach  x  aufgelöst; 
bezeichnet  man  den  constanten  Factor  von  x^  durch  Coj  so  ist: 

F=    Co.(x Xi)  {X Xi) (X Xn)f 


37) 


383 

wo  Xi,  x-ij . . .  Xn  von  y  abhängen.    Die  vorstehende  Gleichung*  nach 
y  differentiirt  giebt: 


39) 


}^dP  ^       1        dXr 

P  dy  ^d  Xr  —  X  dy  ' 

ä-  — 
P  dy         ^^      1       d'^Xr 


=  ^^ 


2d{xr  —  xy\dy  )  ' 


dy           .^^Xr  —  X  dy^ 
Ist   nun  X  eine   der  Wurzeln  x^,^  x^^ . .  Xnj  so  giebt  die  Glei- 
chung 38):  

dx  \/9{x:) 

^dho  (pX^)        ^ /y(3-)tp^(y)  

d'y  ~  \/q){a^f{y)  dy  ^^^^       ~ 

<p\x)      l/^  ^\y) 

^{y)        \/f{yy 

Setzt  man  hierin  x  =  Xr,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  39) 
auf  folgende  Art  darstellen: 

l^dP 1      ^  <p{xr) 

Pcly  ~  \/^y)2dXr—x' 

rf- — 

dy  ^^^(yY^Xr  —  x      2if){y)^Xr—x 

ip{y)^{xr—xy^ 

1  dP        dlo^P 
Hieraus  erhält  man  unmittelbar,  ~-r-  =  — :r—  gesetzt,: 

^  P  dy  dy 

Nun  ist  nach  dem  Satze  von  Taylor: 

Xr         X      j^    >.         KXf        Xy 


also : 
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41) 


üCf         »IC         yXf         Jb  I  JCr         X         \X f         VC  j 

+  {Xr  —  X)  ^—^  +  (Xr  —  Xy  ^—^^^  - 

Nach  37)  ist: 
also: 

{Xr—x)^!^^(Xr-Xy^^^^^    =   DXr-{- 2Ex\  — I)x  —  2Ex\ 

Wendet  man  diese  Gleichung  und  die  Gleichung*  41)  auf  die 
Gleichung-  40)  an,  so  wird  dieselbe: 

—  2q)(x)  y^^ , ^— r-,  —  nBx  —  2n Ex"-  ■i-DI!xr  +  lESxr^ 

^    ^  Jmd{Xr Xy 

Wegen  der  Bedeutung  von  P  ist  aber  auch: 

ano^p  _      ^      1 
dx'^    ~      2^(xr—xy-' 

Hierdurch  wird  die  Gleichung  42)  in  folgende  transformirt : 
^     .  .  ^2iog.p  .öflog/»  ,,  .  JlogP  , 

43)  {  ^^  ^ 
oder  auch: 

^^(^>-#-  +  ^(^>  -#-  ==  ^l/^^^>^ Tx 

—  nPx  —  InEx'^  +  D:Exr  +  2^^x^. 
Diese   Gleichung  lässt   sich  einfacher  auf  folgende  Art  dar- 
stellen : 

44)  y^^^'     dy-^     ^"^^^'^^-^^iiT 
\  —nBx—lnEx^  +  DZxr  +  ^E2x\, 

wo  die  neue  Variabele  u  durch  die  Gleichung 
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45)  -,__  =  du 

dy 
definirt  ist.     Setzt   man  =  dvj  so  gellt  die   linke  Seite  von 

44)  über  m:  — — ?— • 
^  dv^ 

Es  sei  nun  P  linear  in  Beziehung  auf  y: 

46)  P  =  U—  Vy, 

wo  Z7  und  V  Functionen  von  x  oder  u  sind.  Sieht  man  U  und  F 
als  Functionen  von  m  an,  so  sollen  die  Differentialquotienten  der- 
selben nach  u  durch  ^',  F',  ^'',  F"  .  .  bezeichnet  werden.  Die 
Gleichung  46)  giebt  dann: 

<^logP  ^  F        ^nogP  ^   _/ F     Y 

e?y      ~        U~Vy'~  dy'^      ~        \U—Vy)  ' 
dHogP  _  U''~V''y      (U—VW 
du^      ~    U—  Vy        \  U—  Vy)  ' 

Durch  Substitution  dieser  Differentialquotienten,  der  Werthe 
von  ip{y)  und  tp^y)  aus  37)  nimmt  die  Gleichung  44)  endlich  die 
Form  an: 

47)     2(A'-{-B^y+CY  +  ^Y-^EY)V^ 

+  {ß'  +  2C'y  +  dPY  +  4^'?/3)  {U—  Vy)  V  = 

2  (Z7'  —  ryy  ~2{ü—  Vy)  (  U'  —  F V) 

+  (nPx  +  2/ii^a:2)  (^—  F?/)2 

—  {I)2:xr-i-2E:Sx^r)  {U—  Vy)\ 

Aus  dieser  allgemeinen  von  Eisenstein  aufgestellten  Gleichung 
lassen  sich  die  JacoMschen  Differentialgleichungen  herleiten. 
Zur  Vereinfachung  nehme  man  in  37): 

IA=\,  B  =  D  =  ^,  C=  —(1  -h  A:2),  D  =  k\ 
48)     L'=-l    B^-P^-0    C'-~i±^'     />'-^ 

Die  Differentialgleichungen  45)  und  38)  geben  dann: 

(u     \ 
X  =  smamw,  y  =  sinaml  — ,  /). 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  34)  und  35)  geben: 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  25 
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An—l 


An-Z 


—X-  —  Bn-iyx—'  +  ~  X- 


was  die   Gleichung  P==  0  ist.    Aus  der  vorstehenden  Gleichung 
folgt: 


B, 


n— 1 


IJXr 

d.i.  nach  36); 


An—l 
2 


-My,    2Jxl  = 


(Bn—l 


An-l 
2 


My 


—  2- 


An~Z 
2 

2 


^^-"Ä^'     -^^^ 


©■+^- 


Nach  48)  und  der  vorstehenden  Gleichung  wird  die  Gleichung 


47): 


A:2(^_  Vyf 


lmfy'+^{ 


Da  die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  y  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  sein  müssen,  so  ergeben  sich  fünf  Gleichungen,  von 
denen  zwei  identisch  sind,  welche  aus  den  Factoren  von  y^  und  y^ 
folgen.    Die  übrigen  Gleichungen  sind: 


49) 


72  7/2 

k^  (2q  —  n  sin2  am  u)  V^^-^  =  P2  —  FF", 

172 

A:2(2()  — nsin2amw)  m  +  —  =  ^/2_^^//^ 

2ä2(2()  —  n  sin2  amw)  UV  -f  i^f^  i^F  =  Wr — ^/F"  —  Fi/'' 


Die  Elimination  von  U^'  und  F"  zwischen  diesen  Gleichungen 
giebt: 

(F2_^2)(j72_/2^2) 


(FZ7'—  F'Z7)2 


i/2 


^ 


was  auf  die  Substitution  von  y  =  ~  m  die  Gleichung  37)  hinaus- 
kommt. Man  kahn  also  statt  der  dritten  Gleichung  49)  die  folgende 
setzen : 


50)    vu'—ru  = 
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M 

-  Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  49)  lässt  sich  mittelst  der 
Gleichung-  50)  eine  der  Functionen  U  oder  V  eliminiren,  für  die 
übrig  bleibende  Function  ergiebt  sich  dann  eine  Differentialglei- 
chung dritter  Ordnung. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

F^2_^p/_^2(2^_^sin2am?/)F2        ^ 

und  U  =  Fsinö,  so  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  49)  und 
der  Gleichung  50): 


j(ö) 

folglich : 


S  =  sinö,  ö'  =  ^,   A{ö)  =  l/i  — /-^sin^ö, 


und  hieraus: 


o/                            /            cos  (>//((>) 
S'   =   COSÖ.Ö'   =    rr-^ 

M 

_    (1-^2)  (l_p^) 


was  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für  V  ist. 

Setzt  man  die  Werthe  von  U  und  V  aus  den  Gleichungen 
35)  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  49),  darauf  x  =  sin  am  w,  so 
erhält  man  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  ^i,.. 
An~iy  Bi,,.  Bn~ij    ein  Verfahren,    welches  indessen  wegen    seiner 

Weitläufigkeit  kaum  einen  Vorzug  verdienen  möchte  vor  den  alge- 
braischen Untersuchungen  in  §  35. 

In  der  ersten  der  oben  bemerkten  Abhandlungen  hat  Eisenstein 
sich  nicht  allein  auf  die  Form  U —  Vy  von  P  beschränkt.  Die 
Form  in  welcher  Euler  das  Additionstheorem  dargestellt  hat  [§  23 
Gleichungen  6)  und  10)]  giebt  für  P  die  Form  P  =  Ly'^+lMy^N, 
so  dass  der  Differentialgleichung  38)  durch  die  Gleichung  P  =  0 
genügt  wird.  Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Rechnungen  scheint 
wegen  der  Complication  der  Formeln  unthunlich  zu  sein. 

Die  Gleichungen  49)  hat  Gudermann  auf  ähnliche  Art  wie 
JacoU  hergeleitet.    Man  findet  die  Differentialgleichungen  für  Zähler 

25* 
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und  Nenner  von  sinamm<,  wenn  n  ungrade  ist  im  Journal  von 
Grelle  (t.  19  p.  282 — 285)  aufgestellt,  die  entsprechenden  Gleichun- 
gen für  die  Substitutionen  wten  Grades  finden  sich  am  Ende  der 
„Theorie  der  Modular- Functionen".     (Grelle.  J.  t.25  p.  207— 212). 

Mit  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
welcher  U  und  V  genügen,  hat  die  1829  geschriebene  Bemerkung 
JacoMs  ihre  Gültigkeit  noch  nicht  verloren.  „Integrale  completum 
aequationum  differentialium  tertii  ordinis,  quibus  functiones  üy  V 
definiuntur,  in  promtu  esse  non  videtur".    (Grelle.  J.  t.  4  p.  377). 

§  47.    Die  Modulargleichungen.    Ditferentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  zwischen  dem  primitiven  und  dem  transformir- 
ten  Modul.    Der  Multiplicator  und  seine  Bestimmung  mittelst 
der  Modulargleichung. 

Setzt  man: 

X       bm-h  hm~x  li^x^  +  . .  Är^"*  x^"^ 


1)     ?/  = 


\/lJ^1mr-\    1  -f-  biX^  +  h^X^  -h  ..hmX^ 


m 


2)  ^y  =  ^^ 

l/(l  —  y^)  (1  —  IV)        M\/{\  —  x^)  (1  —  k'^x^) ' 

so  lassen  sich  nach  dem  vorhergehenden  §,  oder  auch,  mit  Hülfe 
der  algebraischen  Principien  von  §35  die  Goefficienten  bi,h2y..,bm 
bestimmen,  wenn  der  Modul  l  in  Function  des  Moduls  k  bekannt 
ist.  Nach  pag. 235  sind  bi,b2,..bm  durch  lineare  Gleichungen  be- 
stimmt, deren  Goefficienten  von  k  und  /  abhängig  sind.  Die  vollstän- 
dige Lösung  des  in  §  35  aufgestellten  Transformations- Problems 
erfordert  also  die  Bildung  der  Kelation  zwischen  k  und  /.  Diese 
Relation,  welche  nach  §  35  die  Form  einer  algebraischen  Gleichung 
hat,  führt  nach  dem  Vorgange  von  Jacobi  den  Namen  „Modular- 
gleichung^',   (Fund.  p.  66). 

In  den  „Rech.  s.  1.  fonct.  eil."  hat  schon  Abel  bemerkt,  dass 
zwischen  /  und  k  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  2m +2 
stattfindet,  (Grelle.  J.  t.3  p.  176,  Oeuv.  t.l.p.238)  wo  2m +1  eine 
beliebige  ungrade  Zahl  ist;  einige  weitere  Bemerkungen  über  diese 
Gleichung  sind  im  „Precis"  (Ghap.  IV  §  4)  enthalten.    Die  wenigen 
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gehaltvollen  Bemerkungen  scheinen  nur  die  Vorläufer  sehr  umfas- 
sender und  tiefgehender  Untersuchungen  gewesen  zu  sein,  deren 
Darlegung  Abel  leider  nicht  vergönnt  Avar. 

Es  scheint  fast,  dass  ein  Hauptzweck  der  Herstellung  der 
Modulargleichung  ursprünglich  darin  bestand,  die  in  1)  enthaltene 
Transformationsgleichung,  wenn  auch  nicht  wirklich  auszuführen, 
doch  möglichst  vollständig  zu  definiren.*)  Diese  Auffassungsweise 
der  Modulargleichung  ist  später  dahin  modificirt  worden,  dass  die- 
selbe für  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  hervor- 
ragender Bedeutung  ist.  Es  liegt  in  der  Modulargleichung  für  die 
Transformation  w^^"  Grades  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade 
n-\-\  vor,  deren  Wurzeln  sämmtlich  bekannt  sind.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  aus  liat  die  Bildung  von  Modulargleichungen  ein 
besonderes  Interesse  und  der  mathematischen  Untersuchung  ein 
weites  Feld  erschlossen.  Es  können  hier  nur  einige  der  wesent- 
liebsten  Eigenschaften  der  Modulargleichungen  angeführt  werden, 
deren  Theorie  noch  fortwährend,  mehr  wie  ein  anderer  Zweig  der 
elliptischen  Functionen,  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  in 
Anspruch  nimmt. 

Die  sehr  weitläufigen  Rechnungen,  welche  die  Herstellung  von 
Modulargleichungen,  selbst  geringeren  Grades,  nach  sich  zieht,  haben 
JacoU  schon  sehr  frühe  dahin  geführt,  die  algebraische  Gleichung 
durch  eine  Differentialgleichung  zu  ersetzen.  In  einem  Briefe  von 
2.  April  1828  theilt  JacoU  an  Cyrelle  mit,  (Journ.  t.  3  p.  194)  dass 
die  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  sich  durch  eine  Differen- 
tialgleichung dritter  Ordnung  ersetzen  lässt,  welchen  Werth  auch 
m  in  der  Gleichung  1)  haben  möge.    Dieses  merkwürdige  Resultat 


*)  Im  IV  Bande  von  Crelle's  Journal  bemerkt  Jacobi  auf  p.  185  in  Bezie- 
hung auf  die  im  vorhergehenden  §  aufgestellte  partielle  Differentialgleichung : 

L'equation  moduiaire  etant  supposee  connue,  l'cMpuition  (aux  differences 

partielles)  suffit  pour  trouver   toutes  les  quantites    Z?,  Z>i expriraees 

en  fonctions  rationelles  des  deux  modulcs  k  et  /.  On  pourra  donc  dire 
en  quelque  sorte  que  cette  equation  contienne  la  Solution  generale  du 
Probleme  de  la  transformation  des  fonctions  ellipti(j[ues,  et  sous  une  forme 
tout  ä  fait  differente  de  celle  sous  laquelle  nous  l'avons  fait  counaitre, 
Mr.  Abel  et  moi,  dans  nos  recherches  sur  cette  matiere. 
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Resultat  findet  sich  auf  p.  74  —  79  der  „Fundamenta"  abgeleitet. 
Man  kann  das  dort  eingeschlagene  Verfahren  noch  etwas  verein- 
fachen und  verallgemeinern. 

In  Folge  der  Gleichungen  13)  und  17)  von  §  27  ist: 

3)        ^ 


dk  Ikk'^K^ 

Es  seien  a,  ^,  a',  V  Constanten.     Setzt  man: 


so  ist  nach  3) 


..     dS  __        ji{ay-—a'b) 
^)     ~J1^   — 


dk  Uk^'-Q'^ 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  auf  p.  170  genügen  A^  und  K' 
derselben  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Da  nun 
Q  =  aK-]-hK%  so  ist  auch: 

oder  durch  Q  dividirt: 

k{\~-k'^)d'^Q      l-W^dQ 

Durch  Elimination  von  Q  zwischen   dieser  Gleichung   und  der 

Gleichung  5)  folgt  für  S  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Nimmt  man  in  5)  die  Logarithmen  beider  Seiten,  so  ist: 

,      ^  1  ,      ^^  .    1  ,      a'b—a¥  1  ,      , 

logQ^  -jlog-^^^jlog—^-jr^-^logk 

_l_log(l_A^2). 

Diese  Gleichung  diöerentiire  man  nach  k  und  setze  zur  Ab 
kürzung: 

dS        d^ 

^.    :^^dk     dk'- 

dk 
Es  ergiebt  sich  dann: 

1  dO  T       1    1— 3A2 


8) 


Q  dk  2        2  k{\  — A:2) 
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Eine  weitere  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert: 

^     Q  dU^         \  Q  dk )       Idk  "^  W^{\  —  k'^y^ ' 
Mittelst  der  Gleichungen   8)   und   9)   lassen   sich   —  —   und 

—  j-  aus  der  Gleichung  6)  eliminiren,  es  folgt: 
4^  uk 

10)   2f-r^^^'+^" 


dk  \k  —  k^, 

Mit  Rücksicht  auf  den  Werth   von   T  aus  7)  ergiebt   sich  für 
S  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Nimmt  man  statt  k  eine  andere  unabhängige  Variabele,  so  ist 

aus  7): 

d'^S         d^k 


T  = 


dSdk      {dky 


d^S  (d^Sy^        d^Sd'^k        dVi       2{d^ky 

dSdk      {dS'^)dk      dS{dkf      {dky'^  (dkf 
Diese  Werthe  von    T  und   dT  in  10)   substituirt,   darauf  mit 
(dky^  multiplicirt,  transformiren  diese  Gleichung  in: 
,^,     2^3^       ^fd\sy         2d^k       o/^'^^\/^+^'V/^/^2 


dS  \dS  J  dk  \dkj    '   \k  —  k^ 

Sind  «1,  &i,  a\,  h\  Constanten,  setzt  man  ferner: 

12)     S  =  '^^, 

sind  /  und  /'  die  Moduli   der  Integrale  L  und  L%  l'^+l'^  =  1,  so 
erhält  man  genau  wie  die  Gleichung  11): 

-d^-\-ds)  -  -^~\Yi)  +17=]^;  (^^^- 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 

r^'-<s)'+(ST<-)'- 

Die  beiden  Werthe  von  S  aus  4)  und  12)  geben: 

^      a^L+hV  aK+hK" 

oder  kürzer: 
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mKL+m'K'L'-\-m''KL'+m'''K'L  =  0. 

Diese  Gleichung,  welche  drei  arbiträre  Constanten  enthält  und 
eine  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  ist,  bildet  das  vollständige 
Integral  der  Differentialgleichung  13).  „Quam  Integrationen!  altis- 
simae  indaginis  esse  censemus".  (Fund.  79).  Die  Gleichung  14) 
hat  genau  dieselbe  Form  wie  die  Bedingungsgleichung,  welche 
ausdrückt,  dass  der  Differentialgleichung  2)  durch  eine  algebraische 
Relation  zwischen  x  und  y  genügt  wird.  Die  Differentialgleichung 
13)  giebt  also,  mit  Beziehung  auf  algebraische  Transformationen, 
die  allgemeinste  Beziehung  zwischen  dem  primitiven  und  dem  trans- 
formirten  Modul. 

Die  Gleichungen  10)  und  11)  von  §  36  geben: 


1^A           — 

^-fy.^ 

^       ph'- 

p'hi  K' ' 
2     K 

16^      1          -J^'- 

—  g^h      L 

^     ^~      V 

p'hi  K'  K 

ph'  — 

2    K 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  Z)  k  n 

-f 

ji 

dl 

%r^V' 

Hieraus  folgt: 

H        'Tdl 

jt 

^1. 

dk  dl  dk  imL'^dk 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  3)  giebt 
die  Gleichung  15)  nach  k  differentiirt: 

1     dl_  __    pp\gh'—g'h)        1 
ir^L'^dk  ~"  /\/   p'hiK'ykk^'^K'^' 

Durch  Elimination  von  —  zwischen  dieser  Gleichung  und  der 
K 

Gleichung  16)  folgt  endlich: 

\i\    _i  _  gli'—g'hkk'-'dl 
^    W^  pp'       ir-  dk 
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Für  die  in  1)  enthaltene  Substitution  ist  jt?  =  1,  /?'  ==  1.  Setzt 
man  gh'  —  g^h  =  n,  so  giebt  die  Gleichung  18): 

Für  eine  rationale  Transformation  w*«^  Ordnung  ist  nach  §  45 
gh' — g'h  =  n.  Ist  also  die  Relation  zwischen  k  und  /  bekannt, 
so  ist  in  2)  die  Quantität  M  für  eine  rationale  Substitution  eine 
algebraische,  rationale  Function  von  k  und  /.  Wird  /  zwischen 
dieser  Gleichung  und  der  Modulargleichung  eliminirt,  so  ergiebt 
sich  eine  Gleichung  zwischen  k  und  M.  Die  Quantität  M  heisst 
der  Multiplicator  und  die  bemerkte  algebraische  Gleichung  zwischen 
demselben  und  k  die  Multiplicator gleichung.  Auf  die  Multiplicator- 
gleichung  hat  zuerst  Jacohi  (Grelle.  Journ.  t.  3  p.  308)  aufmerksam 
gemacht  und  dieselbe  für  den  besonderen  Fall  n  =  h  wirklich  aus- 
geführt. *) 

Für  die  in  13)  aufgestellte  Differentialgleichung  lassen  sich 
leicht  auf  folgende  Weise  einige  bemerkenswerthe  Eigenschaften 
herleiten.    Es  sei: 

-)  --'f-»(f)'+c-ia'(*)-- 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
erwähnt,   welche  einige  Analogie  mit  der  Gleichung  10)  zeigt  und  von  G\i- 
dermann  (Grelle.  J.  t.  18  p.  359)  angemerkt  worden  ist.    Es  sei: 
/?,  =  aE-\-h{K'—E%  p  =  aK-]-bJ^'. 

Mittelst  der  Gleichungen  13)  in  §  27  findet  man  leicht: 


dpi 
Es  ist  folglich: 


Pi — p    dp  pi — p.kpi 

dk  ~      k     '  dk''  ~T~^'W 


^  dk      ^'dk  k  kk'^' 

Setzt  man  also: 

so  ist: 

dk~       k^k      kk'' 
und: 

_  fiE^hjK'  —  E') 

^  ~        ciK-VhK' 
das  vollständige  Integral  dieser  Differentialgleichung,  wo  -  oder  r-    die   Inte- 
grationsconstante  bedeutet. 
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Man  setze  statt  p   eine  Function  P  von  p,  wodurch  H  in  H^ 
Übergeht.    Es  ist  dann: 

2d^p        (dW 


■^[-lp-i-äp)+[p=T^)^'''^\ 


{dpy 


Soll  nun  H  =  Hx  sein,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  in 
Verbindung  mit  20): 

Lässt  sich  P  mittelst  dieser  Diiferentialgieichung  bestimmen, 
so  bleibt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  20)  unverändert,  wenn  /; 
durch  P   ersetzt   wird.     Der    Gleichung   21)  genügen    die  Werthe 

P  =  ~  und  />  =  l/l  — jt?2.    Es  bleibt  also   die  rechte  Seite  von 

p  ^ 

20)  unverändert,  wenn  p  durch  —  oder  /l  — p2  ersetzt  wird.  Wen- 
det man  dieses  auf  die  Differentialgleichung  13)  an,  so  folgt,  dass 
dieselbe  unverändert  bleibt,  wenn  k  und  /  gleichzeitig  ersetzt  werden 

durch  —und  — ,  oder  durch  \/l — A:^  und  \/l — P.     Man    schliesst 

nach  dem  Vorgange  von  JacoU  hieraus,  dass  die  Modulargleichung, 
wegen    der   symmetrischen   Form    der  Gleichung    13),  unverändert 

bleibt,  durch  Vertauschung  von  k  und  /,  oder  wenn  k  durch  — ,  / 

durch  —  ersetzt  wird,  oder  auch,  wenn  /l — k'^  an   Stelle  von  k 

und  /l  —  /2  an  Stelle  von  /  tritt.  Weitere  Substitutionen  an  Stelle 
von  k  und  /  in  der  Gleichung  13),  welche  sich  mittelst  der  Diffe- 
rentialgleichung 21)  aufstellen  lassen,  scheinen  im  Verhältniss  zu 
den  eben  bemerkten  nur  von  untergeordneter  Bedeutung  zu  sein. 
(Fund.  p.  73). 

§  48.    Die  Modulargleichungen  nach  Jacobi  und  Sohuke. 

Die  in  §  35  nach  JacoU  entwickelten  Principien  der  algebrai- 
schen Transformation  reduciren  die  Herstellung  der  Gleichung 
zwischen  k  und  /  auf  ein  Eliminationsproblem.    Die  schon  mehr- 
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fach  bemerkte  Weitläufigkeit  der  Rechnung  scheint  der  Grund  zu 
sein,  wesshalb  mau  diesen  Weg  zur  Herstellung  von  Modularglei- 
chungen  nicht  weiter  verfolgt  hat,  so  dass  die  betreifenden  Glei- 
chungen, welche  den  Transformationen  dritter  und  fünfter  Ordnung 
entsprechen,  die  einzig  direct  hergeleiteten  geblieben  sind.*)  Die 
„Fundamenta"  enthalten,  mit  Ausnahme  der  in  vorigen  §  aufgestell- 
ten Differentialgleichung  nur  einige  Bemerkungen  über  die  Modu- 
largleichungen,  welche  sich  aus  der  Differentialgleichung  folgern 
lassen.  Auf  Anregung  von  Jacobi  wurde  sieben  Jahre  nach  der  Publi- 
cation  der  „Fundamental^  in  der  Abhandlung,,  Aequationes  modulares 
pro  transformatione  Functionum  EUipticarum"  (Grelle.  Jour.  1. 16  p. 
97—130)  von  Sohnke  der.  Versuch  gemacht,  die  Herstellung  der 
Modulargleichungen  auf  eine  Anzahl  fester  Regeln  zu  basiren.  Die 
angewandte  Methode  bedingt  die  Berechnung  jedes  einzelnen  Ter- 
mes  der  zu  l)ildenden  Gleichung.  Dieses  Verfahren,  welchem  ein 
sehr  primitiver  Character  kaum  abgesprochen  werden  kann,  ist 
durch  kein  kürzeres  ersetzt  worden;  man  ist,  was  die  rationale 
Form  betrifft,  nicht  über  die  von  Sohnke  berechneten  Gleichungen, 
welche  den  Transformationen  von  den  Ordnungen  3,  5,  7,  11,  13, 
17  und  19  entsprechen,  hinausgegangen.**)  Eine  ausführliche 
Darstellung  des  Inhalts  der  bemerkten  Abhandlung  ist  insofern 
nicht  zulässig,  als  Entwickelungen  vorkommen,  die  ihres  Umfangs 
halber  sich  nicht  wohl  reproduciren  lassen.  Es  sollen  nur  die  wesent- 
lichsten Puncte  der  noch  sehr  der  Ausbildvmg  und  Vereinfachung 
bedürftigen  Theorie  der  Modulargleichungen  hervorgehoben  werden. 
Der  Einfachheit  halber  sollen  wieder  die  Gleichungen  1)  und  2) 
des  vorhergehen  §  zu  Grunde  gelegt  werden,  mit  der  Beschränkung, 
dass  der  Grad  2w+l  der  Transformation  eine  ungrade  Primzahl 
ist.  Die  Existenz  der  Modulargleichung  folgt  unmittelbar  aus  § 
35 ;  nach  §  45  kann  in  den  Theta-Functionen  das  Argument  q  für 
eine  Transformation  n*^°  Grades,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  nur  n-\-\ 


*)  Man  vergleiche  hierüber  die  Note  X. 

**)  In  niclit  rationaler  Form  hat  Schröter  die  Modulargleichungen  noch 
für  die  Transformationen  von  den  Ordnungen  23,  29  und  31  aufgestellt. 
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Werthe  annehmen,  denen  dann  n-j-1  Werthe  des  transformirten 
Moduls  entsprechen.  Nach  pag.  293  ergeben  sich  diese  w+1  Wer- 
the, wenn  in  der  Gleichung  für  k 

die  Quantität  q  ersetzt  wird  durch: 

1         i  1 

^",  ^»,  «^", a'»-!^«, 

wo  a  eine   imaginäre   Wurzel  von   «"  =  1   ist.    Ist  F{k,  /)  =  0 

die  Modulargleichung,  so  folgt  ein  Werth  von  /,  wenn  q  in  1)  durch 

q*"  ersetzt  wird.    Die  Gleichung  F{k,  /)  =  0  giebt  folglich: 

MO,  qr  ^3(0,  q^)\ 
Da  nun  dem  vorhergehen  §  die  Gleichung  F{kj  /)  =  0  durch 
Vertauschung  von  k  mit  /  unverändert  bleibt,  also  auch  die  Form 
annehmen  kann  F{lj  k)  =  0,  so  lässt   sich  die  Gleichung  2)  auch 
schreiben : 

'HMl  ^2(0,  qy 

.^3(0,  ry  ^3(0,  q)\ 


2)     F 


=  0. 


=  0. 


Setzt  man  hierin  «^  q ' 
=  1  ist,  so  folgt: 


statt   ^,    wo   ^  =  0,  Ij 


1    und 


"- ''  '^^  ^3(0,  «^rr 

Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar  in  Verbindung  mit  2),  dass 
bei  Herstellung  der  Modulargleichung  F{k,  l)  =  0  man  nur  nöthig 
hat  die  Wurzel  hervorzuheben,  welche  dem  Uebergang  von  q  in  ^« 
entspricht;  lässt  sich  eine  algebraische  Gleichung  zwischen: 
,/r  _  ^2(0,  q)    ,/7  _  ^(0^ 

herstellen,  so  ist  dieselbe  die  gesuchte  Modulargleichung. 
Nach  Gleichung  33)  auf  pag.  253  ist: 


n— 1 


=    ##  smcoam 


ArK 


//sincoam— /y 


sm  coam 


ArK 


n-\-l 
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Da  nun:  sincoam(4^ — u)  ==  sincoamw,  so  ist  auch: 

n— 1 

/  /  sm  coam =    /  /  sin  coam  4 K  =  JJ  sm  coam 

n+l  »+1  1 

2  2 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  sin  coam  u  =  1  fWr  u  =  0^  folgt 


nun: 


7         ^ 

-  ==  //sin^coam 


4r£ 


Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  27) 
pag.  254  giebt: 

w— 1  n— 1 

I  /~T  ^  \rK  ^  IrK 

1  1 

Die  erste  Doppelgleichung  13)  auf  pag. 285  giebt: 


—1 
/  rr   .  «  4rcö  rr   .  „  2rco 


2 


1  1 

Nach  pag. 291   kann  ö?  die  Werthe  annehmen: 

n^       n      ^        n      ^  '  ' '  n 

Wegen  der  Gleichung  3)  erhält  man  alle  Werthe  von  /,  wenn 

in  4)  m  noch  den  Werth  —  annimmt. 
^  n 

Zur   Vereinfachung   setze   man   yk  =  Uy  \/i  =  v^    die    Glei- 
cnung  4)  giebt  dann  allgemein: 


5)  g.  =  77- 


=    ##  smcoam 

n 

1 


Bezeichnet  man  die  verschiedenen  Werthe  von  v  durch  v^y  v^y 
. .  Vn-\.i  so  erhält  man  aus  5)  das  System  folgender  Gleichungen : 
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6)     1 


Vi  =  u^ 


n 

1 

77 


sincoam 


4rÄ 


sin  coam 


n 


n 


^11  sincoam4r , 


Durch  diese  Gleichungen  sind  die  biquadratischen  Wurzeln  der 
verschiedenen  Werthe  des  transformirten  Moduls  bestimmt.  Da 
sin  coam  (4nÄ^' — u)  ==  sin  coam  w,  so  kann  man  auch  in  5)  für  co 
folgende  Werthe  nehmen: 

K    i£    K±iK'  =^     2    ^ 

n^    n  ^        n      ^  ' '  n 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3),  4)  und  6)  geben  die 
Gleichungen  16)  und  17)  auf  pag. 325,  wenn  k  =  u^  gesetzt  wird: 


«,2(«+l)_    {v,V^.,,,Vn+l)\ 


oder: 
also: 

WO  das  doppelte  Zeichen  mittelst  weiter  unten  aufgestellter  Sätze 

zu  bestimmen  ist. 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  von  §  22  geben  dividirt,    \Jk  =  u 

gesetzt: 

^.       .  IKx        2^T  ^^^5^     l+2^2^cos2^+^*^ 

8)    sincoam =  -~  coso;    //   ,  ,  ^  ^^  ., ^ — ; — iTZh' 

'  Jt  u^  J-Ji    l+2^2r-icos2a;  +  ^4r-2 

r  =  1 
Nimmt  man  rc  =  0,  zieht  die  Quadratwurzel  aus,  so  ergiebt 
sich  flir  u  folgende  Gleichung: 

10)    «  =  i/2,i//-^,. 
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Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  q  successive  durch 

i         1  i.  ~ 

4  _ 

SO  ergeben  sich  nach  pag.  293  die  verschiedenen  Werthe  von  [//  = 
V,  welche,  ah  gesehn  vom  Vorzeichen  ^  mit  den  in  6)  aufgestellten 
Quantitäten  v^^v^,»..  Vn-\.\  übereinstimmen. 

Für  ein  reelles  x  ist  in  der  Gleichung  8)  das  unendliche  Pro- 
duct  wesentlich  positiv,  da  jeder  Factor  l-|-2pcos2a:+p2  gjcii  ^ig 

Summe  zweier  Quadrate  (l+j!?  cos  2a:)24-(p  sin  2a:)2  darstellen  lässt. 

'2Kx 

Das  Zeichen  von  sin  coam hängt  also  nur  von  cos  x  ab.    Hier- 

n 

aus  folgt,  dass  für  x  =  — ,  — ,  ...  ^^ ^  das  Zeichen  von  Vi 

°  '  n  ^    n  ^  n 

in  6)  abhängt  von: 

11)      cos —  cos ....  COS^^ ^—    =    ^ ;j~ ) 


n  n  n 


2 


*)  Nach  dem  Satze  von  Cotes  ist: 
(l+2yco8  — +/?'^)(l-f-2j^cos— 4-jg^)...(l+2pcos^^~^^^-Hjj^)  =  JT— 
Nimmt  man  p  =  i,  also  \-\-p^  =  0,  setzt  zur  Abkürzung: 


„  _-^  27t  47t  (w— l)7t 

P  =  2  2    cos  —  cos  —  ...  cos  ^ —y 

n  n  n 

so  ist: 

Hieraus  findet  man  leicht  P  =  4-1,  wenn  w  =  Sm+l,  dagegen  P  = 
—  1,  wenn  m  =  Swi+S.    Es  ist  ferner: 

(8m +  1)^—1 

(8m+l)2— 1 


8 


8m2±2m,  also(— 1)        **         =  1, 


(8m±3)^  =  8m=±6m+l,  also  (-1)""^         =  -1. 
Diese  Gleichungen  zeigen  unmittelbar,  dass: 

i^  =  (-i)  '  , 

woraus  die  im  Texte  aufgestellte  Gleichung  11)  folgt.    Mittelst  dieser  Glei- 
chung und: 

n— 1 

7t        27t        37r  (w— l)7r        (—1)  ^ 

cos  -  cos  —  cos  — ....  cos  ^^ =      »„    -. 

n        n         n  n  2«— i 
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Da  die  rechte  Seite  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  n  von 
der  Form  8m ±1  oder  8m ±3  ist,  so  folgt: 


12)     V,  =  ±1/2  q'f/^ 


+^' 


(2r— l)w7 


WO   das  obere  oder  untere  Zeichen   zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
n  ==  8m  ±  1  oder  ?z  =  8m  ±  3. 

Da  sin  coam  (zi, /r)  =    -: ^ — — r,   so   ist  jeder  Factor  von  V2 

ZI  am yz.  k  ) 

in  6)  positiv,  also,  wenn  in  10)  ^"  statt  q  gesetzt  wird: 

13)     .,  =  \/2utjjJ±^. 
1+q    » 

4    _ 

Nach  dem  §  39  folgen  die  Werthe  von    \/i  ==  v^  wenn  in  v^ 

successive  —  ersetzt  wird  durch: 
n 

n     ^        n       '  *  *  *  n  ^ 

1  1^ 

oder  ^"  ersetzt  wird  durch  «'^  ^",  wo  ^  =  1,  2, . . /^  —  1   ist.    Ist 

also  v^    eine   der  in  6)   aufgestellten  n  —  1    Quantitäten  %,  v^^ , . 

Vn+ij  SO  folgt: 

J_ 

14)     v^   =  \/2(af^q'n)^]J   ^+(^^^p''  . 

l+(a^^")2^-i 

Die  Werthe  von  v/i  sind  je  zwei  zu  zwei  conjugirt,  es  ist  also 

das  Product  v^  v^  . .  .  Vn-[-i  wesentlich  positiv,   mithin   auch  V2  v^  . . . 

Vn-\-i.    Nach  dem  Vorstehenden  wird  die  Gleichung  7): 

15)       (—  1)      ^       W«+l    =    V^V^,..  Vn+l. 

Die  Modulargleichung,  deren  Wurzeln  v^,  V2,  . .  Vn-{-i  sind,  ist: 
{v  —  Vi)  (V—V2)  . . .  (v—v„^i)  ===  0, 


erhält  man  noch: 

cos  —  cos  —  cos .  . 

n          n          n 

da  w — 1  grade  ist. 

(n-2)7t  _  (-1)    8     1     2           (-1)       8 

••^««          n                                 n-l                                   n-l           ^ 

2  2                           2  2 
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oder: 

16)     !;"+i-h  ^1  v^'-i-C^  y"-i+  . . .  +  ^n+i  =  0. 
Da  n+1  eine  grade  Zahl,  also  ( — 1)"+^  =  1,  so  ist  mit  Rück- 
siclit  auf  15): 

17)     (7„+i  =  (—  l)«+i  v^...  Vn-i-i  =  (—  1)    ^    u»-^\ 
Zu  Folge  des  vorhergehenden  §  bleibt  die  Modulargleichung 
durch  Vertauschung  von  k  und  /  ungeändert.    Da  nun  die  Wurzel 
Vi  positiv  und  negativ  sein  kann,  so  ist  zu  untersuchen,  wann  u 
statt  V  und  wann  -j^v  statt  u  zu  setzen  ist. 

Nimmt  k  unbegränzt  ab,  so  ist  dieses  auch  mit  q  der  Fall. 

Für  ein  unendlich  kleines  ii  giebt  die  Gleichung  10): 

1 
18)     u  =  \/2  q^. 

n^—l 
Die  Gleichung   12)  giebt  -j-  1  =  (— 1)    ^      gesetzt: 

n^-i    _  ^ 
V,  =  (—1)    8    l/2^« 
d.i.  nach  18): 

W2  — 1 
^1     =     (-1)       '       -^. 

2  ^ 
Da   die  Modulargleichung   durch   Vertauschung   von  k  und  / 
ungeändert  bleibt,  so  setze  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  v 

statt  u  und  ( — 1)    ^    u  statt  vj.    Die  Gleichung  wird  dann: 

19)     ^^=-^• 
2  2 

Für  ein  unbegränzt  abnehmendes  q  reducirt  sich  die  Gleichung 

14)  auf: 

fi    1 

8n 


v^  =  l/2  a«  q^ 
d.i.  nach  18) 

V^    =2  2«    «8   ^n^ 

Dieser  Werth  von  t;^  gleich  v  in  die  Gleichung  19)  substituirt 
macht  dieselbe  identisch,  da  «"  ==  1  ist. 

Enneper,  ellipt.  Functionen.  26 
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Aus  dem  Vorstehenden  folgt,   die  Modulargleichung  bleibt  un- 

geändert,  wenn  v  statt  u  und  ( —  1)    ^    u  statt  v  gesetzt  wird. 

Wird  das   unendliche  Product  in   der  Gleichung  10)  nach  Po- 
tenzen von  q  entwickelt,  so  folgt: 

20)     u  =  \/2q^  [i_^-|_2^2_3^3_|_4^4_6^5_|_9^6_i2^7_|_..].*) 
Es  ist  «;"+!  die  höchste  Potenz  von  v  enthalten  in  der  Modu- 
largleichung,  folglich   ist   w«+^    die   höchste  Potenz   von  u  in   der 
bemerkten  Gleichung.    Nach  20)  ist: 

w+l    n+1 

^«+1  =  2  2   qs   ^i_q_^2q^...f+\ 

w2— 1 


Vertauscht  man  in  20)  q  mit  ^",  so  geht  u  über  in  (^ —  1)    ^    vi. 
Es  ist  also: 

Vtzl  _    n 

21)     (—1)    ^    v^  =  l/2  ^8|-i_^„_^2^2«...]. 

Diese  Gleichung  zur  w+l*®"  Potenz  erhoben  giebt: 

n+l    «(«4-1) 

22)     t;i«+i  ==  2  *^  ^    8     [1  — ^«  +  2^2«_j«-|-i. 
Da  -^^-3 — -  =  — 3 1 — ^—  und  — ^—    ganzzahlig,  so  lassen 

o  00  o 

w(w+l)  und  w-fl    durch   8   dividirt    denselben  Rest.     Setzt  man 

t_ 

n-\-i  ==  hX-\-tj  so  sind  nach  20)  und  22)  u"^^  und  v^""-^^  durch  ^^ 
theilbar.    Da  der  Modulargleichung  durch  v  =  v^  genügt  wird,  so 

müssen  in  diesem  Falk  alle  Terme  durch  q^  theilbar  sein.  Ist 
nun  v^u^  ein  Term,  setzt  man  v  ==  v^,  so  enthält  der  bemerkte 
Term  nach  20)  und  21)  den  irrationalen  Factor: 

pn-\-m  t         pn-^-m—t 

q    8      -^  q8    q      8 
Es  muss  also  pn-{-m  —  t  durch  8  theilbar  sein.    Hieraus  folgt, 
dass  allgemein  der  Factor  von  v^  die  Form  hat: 

Wegen  des  Vorstehenden   enthält  jede  Modulargleichung  den 


')  Man  sehe  hierüber  Note  XII. 
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Term  am,  wo   a  eine   Constante  ist,  da  nach   20)  und  21)  dieser 

«+1 
Term  allgemein  durch  q  ^    theilbar  ist.    Wegen  17)  lässt  sich  nun 

die  Modulargleichung  auf  folgende  Form  bringen: 

23)     i;«+i+...+awt;-f-(— 1)    ^    w«+i  =  0. 

Man  schliesst  hieraus  wieder  die  obige  Substitutionsregel.  Da 
die  Modulargleichung  durch  Vertauschung  von  k  und  /  ungeändert 
bleibt,  so  ist  dieses  mit  der  Gleichung  23)  der  Fall,  wenn  flir 
n  =^  8m ±1  einfach  u  und  v  vertauscht  werden,  für  n  =  8w±3 
setze  man  v  statt  u  und  —  u  statt  v ;  nur  unter  diesen  Bedingungen 
kann  der  Term   auv  sein  Zeichen  bewahren. 

Der  Werth  von  a  ergiebt  sich  leicht  wie  folgt.  Die  niedrigsten 
Potenzen  von  q,  welche  die  Gleichung  23)  durch  Substitution  der 
Werthe  von  u  aus  20)  und  v  =  v^  aus  21)  enthält  kommen  in: 

auv-^{—\)    ^    w«+i 
vor.    Da  sich  sämmtliche  Potenzen  von  q  wegheben  müssen,  so  folgt 

n-j-l 

nach  Division  durch  q  ^ 

_  _  n— 1 

«(l/2)2+(l/2)"+i  =  0  d.i.  «  =  — 2  2  . 

Die  Vertausch ung  von  u  und  v  zeigt  ferner,  dasi;^^''  und  w^i;^ 
gleiche  Factoren  haben,  mit  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichen, 
je   nachdem  n  =  Sm±l,  oder  n  =  Sm±d. 

Nach  dem  vorhergehenden  §  bleibt  die  Modulargleichung  durch 

1  1 

Vertauschung  von  k  mit  —  und  /  mit  —  unverändert.    Wendet  man 

n  l 

1  1 

dieses  auf  u  und  v  an,  setzt  also  —  und  —  statt  u  und  v,  so  folgt, 
dass  v^u^  und  yn+i—p  yn-\-i—r  dieselben  Factoren  haben  müssen. 
Wird  also  die  Modulargleichung  nach  absteigenden  Potenzen  von 
V  entwickelt  und  die  Factoren  der  Potenzen  von  v  nach  aufsteigen- 
den Potenzen  von  u,  so  haben  die  Terme,  welche  gleich  weit  vom 
Anfang  und  Ende  der  Gleichung  entfernt  sind,  dieselben  Factoren, 
welche  für  n  =  8/w±3  verschiedene  Zeichen  haben.  Zur  Aufstel- 
lung einer  grossen  Anzahl  numerischer  Factoren  der  einzelnen 
Terme  einer  Modulargleichung  dienen  die  folgenden  Betrachtungen, 

26* 
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Es  ist  sincoamw;  =  sin  am  (Z — w)  =  i  lang  am  f  — -, — ,  /:'].    Nimmt 
man  w  =  1,  also  auch  /:  =  1  und  k^  =  0,  so  folgt: 

smcoam(w;,  1)  =  2  taug  am  I — : — ,  Ol  =  2tang — : — , 
oder  rechts  Exponentialgrössen  eingeführt: 

sincoamC«;,  1)  =  ^-^———^^—-^ , 
welche  Gleichung  sich  auch  schreiben  lässt: 

sincoamK  1)  =  ^2(jr-n>)^i  ^    i  +  ,-2(ir-^)' 


Für  w;  =  4r ■ folgt: 

n 


sm  coam 


LmK+m'iK'^  A         1_ 


^  w  —  4mr  ^     Srm'iK' 


i+e 


n  —  Amr  ^    SrmHK' 


Amr  —  n  ^         ^rm'iK' 

e~        ^  — g      ^ 

4mr  —  n  j^         Srm'iK'  * 

e  "^      ■\-e      '' 

Für  A:  =  1  ist  ir  =  oo  und  A"  =  — .  Wenn  n  —  \mr  >  0 
ist,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

24)  smcoam(4r 1  *=  +1,  n  —  imr  >  0, 

dagegen  folgt: 

25)  sincoaml4r — — — )  =  — 1,  4mr — n  >  0. 

Es  sei  nun: 

_„.  mK+mHK' 

26)      CO  =   — 

^  n 

und 
27)    v  =  w«  sin  coam  4cö  sin  coam  8co . . .  sin  coam  2  (w —  l)o?. 

Für  u  =  \  und  m  =  0  zeigt  die  Gleichung  24),  dass  sich  in 
27)  jeder  Factor  der  rechten  Seite  auf  +1  reducirt,  es  ist  dann 
V  =  1  flir  w  ==  1. 
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Für  m  =  1  zeigen  die  Gleichungen  24)  und  25),  dass  in  27) 

sincoam4rco  =  1,  wenn  -j  >  t^y    dagegen    sin  coam  4rco  =  — 1, 

1»  yi 1 

wenn  r  >  -j,  es  nimmt  r  die  ganzzahligen  Werthe  1,2,...  —^  an. 

l.    n  =  8^4-1,  r  =  1,  2,  ...4|M. 

Es  ist  8//+1  >  4r  für  r  ==  1,2,  ...2^.  In  27)  reduciren 
sich  für  w  =  1  In  Factoren  auf  +1,  die  übrigen  l^i  Fac- 
toren  auf  — 1,  also  v  =  \. 

IL  n  =  8/^—1,  r  =  1,  2,  ...4^—1. 

Es  ist  8^  —  1  >  4r  für  r  =  1,  2,  ...2/^  —  1.  In  27)  redu- 
ciren sich  für  w  =  1  Ifi  —  1  Factoren  auf  -\- 1,  die  übrigen 
2^  Factoren  auf  — 1,  also  v  =  \. 

III.  n  =  8|W+3,  r  =  1,  2, ....  4//+!. 

Es  ist  8^4-3  >  4r  für  r  =  1,  2, ....  2^.  Für  w  =  1  wer- 
den in  27)  2(1  Factoren  gleich  +1,  die  übrigen  2^-f  1 
Factoren  gleich  —  1,  also  v  =  —  1. 

IV.  n  =  8^  —  3,  r  =  1,  2, ...  4^— 2. 

Es  ist  8|M  — 3  >  4r  für  r  =  1,  2, ...  2^  —  1.    Für  w  ==  1 
werden  in  27)  2// — \  Factoren  gleich  +1,  die  übrigen  2/^ — 1 
Factoren  gleich  —1,  also  v  =  — 1. 
Nimmt  man  w  ==  1,  so  .werden  sämmtliche  n-{-\  Werthe  von 
V  gleich   -f  1,  wenn  n  ==  8^±1.     Die  Modulargleichung  reducirt 
sich   auf  {v — 1)'*+^  =  0.    Ist  n  =  8^±3,  so  ist  für  w  =  1  ein 
Werth  von  v  gleich  +1,  die  übrigen  sind  gleich  — 1.    Die  Modu- 
largleichung reducirt  sich  dann  auf  {v —  1)  (t;+l)"  =  0.    Nach  dem 
Vorhergehenden  hat  die  Modulargleichung  folgende  Form: 

+  ...  —  2   2    uv-\'{—\)    ^     w«+i  ==  0. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Exponenten  der  Potenzen 
von  w,  welche  in  den  Factoren  von  t;",  t;"~^  etc.  vorkommen,  kleiner 
wie  n-fl  sind. 

Lassen  sich  mittelst  der  vorhergehenden  Regeln  nicht  alle 
Coefficienten  bestimmen,  so  bieten  sich  zur  vollständigen  Herstellung 
der  Gleichung  zwei  Wege  dar.    Man  setze  in  die  Modulargleichung 


28) 


4ÖÖ 

für  u  und  V'=  Vi  ihre  Werthe  aus  20)  und  21).  Durch  AnnuUi- 
rung  der  Factoren  gleicher  Potenzen  von  q  ergeben  sich  lineare 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten. 
Diese  Methode  ist  ungemein  weitläufig;  um  dieselbe  anzuwenden 
hat  Sohnke  (I.e.  p.  113 — 115)  die  20  ersten  Potenzen  der  unend- 
lichen Reihe,  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  20)  dargestellt. 
Die  zweite  Methode  besteht  darin  die  Coefficienten  der  Glei- 
chung 16)  mit  Hülfe  der  Summen  gleicher  Potenzen  der  Wurzeln 
zu  berechnen.    Setzt  man  allgemein: 

so  finden  die  bekannten  Gleichungen  statt: 
Si-hC,  =  0, 

>^3+ ^1^2+^2-^1+3^3    =    0, 

etc. 

In  der  Gleichung  20)  werde  die  unendliche  Summe   auf  der 
rechten  Seite  durch  /'(q)  bezeichnet,  so  dass  also: 

29)     u==\/2  q^r{q\ 
wo: 

30)  f(q)  =  1— ^+2^2_3^3_|_4^4__6^5+V— 12^'^-f-16^8  — 22^9 

+29^io_38^ii_l_50^i2_64^i34.82^i4_  105^15 
-f  132^16— 166^17+208^18  — 258^i9_|_320^2o 
— 395^2i_|.484^22_592^23_j_722^24_876^25 

_|_1060^26__ 

Die  Werthe  von  v^,  v^y  . , .  Vn^^i  ergeben  sich  aus  29)  durch 

Vertauschung  von  q  mit 

LI.  JL 

^",  ^",  aq^y  .  .  .  «"—1^", 

wo  ftlr  Vi  noch  das  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  ist.    Es  lassen 
sich  die  Gleichungen  6)  durch  die  folgenden  ersetzen: 

f  ^tll   _    «  ^   L      1 

31)  ^^l=(-l)    ^    l/2^V(n  ^2  =  l/2^M^"). 

1  11  _  1  1 

U3  =  l/2  {aq^)^f{aq^)  ....  Vn-^i  =  l/2(««-i^")«/(««-ir). 

Die  Gleichung  30)  schreibe  man  etwas  allgemeiner  auf  folgende 
Weise: 
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32)     f{q)  =  \+A,q-\-A^q'^+.... 
Mittelst  der  Gleichungen  31)  lassen  sich  5i,  -S^ ...  in  Function 
von  q  darstellen.    Der  Factor  von  Ar  in; 

\/^ 

ist: 

Wegen  «"  =  1  verschwindet  diese  Summe,  wenn  Sr+l  kein 
Multiplum  von  n  ist.    Wenn  aber 

33)     8r+l  =  /n, 

l 

so  reducirt  sich  die  Summe  auf  nq^.    Es  ergiebt  sich  so: 

34)      Si    =   «^1+1^2+ +Vn+1   = 

n 

±l/2  ^^  [i-\-A,q^+A2q'^+....] 

+n\/2  q^[Ar+Ar^nq-\-Ar+2nq'^+'.-]y 
wo  zwischen  r  und  /  die  Gleichung  33)  besteht. 
Die  Gleichung  33)  giebt: 

für  n  =  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,.... 
ist  r  =  1,  3,  6,    4,     8,     2,     7,.... 
und  /  =  3,  5,  7,     3,    5,    1,    3,... 
Die  Reihe: 

£ 
f  {Ar+Ar+nq+Ar+2nq^+  '") 
1+5  '+?? 

ist  bis  zu  dem  Terme  ArJ^snq^  ==  Ar-[-snq  ^  fortzusetzen,  in  wel- 
chem /+8^  der  Zahl  n  am  nächsten  kommt.  Da  in  /'(^'*)  mit 
Ausnahme  des  ersten  Termes,  welcher  gleich  der  Einheit  ist,  höhere 
Potenzen  von  q  wie  die  n^*^  enthalten  sind,  so  ist  von  Vi  nur  der 
eine  Term 

n^ — 1  n 

(-1)    8     j/2^'8' 
mit  in  Rechnung  zu  ziehn.    Man  erhält  so: 
n  =  3,  ^1  =  l/2[— l-|-3^il^i, 
w  =  5,  ^1  =  l/2[-l+5^3]#, 
n  =  7,  ^1  -=  /2  [+-1+7^6]^^, 
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n  =  11,  S,  =  l/2L(-l  +  lUi5)^+lU4]g^, 
n  =  13,  ^1  =  l/2[(— 1  +  13^21)^+134]  ^^ 

Setzt  man  analog  wie  32): 

•     •     •     •   > 

SO  ist: 

IL 

1  JL  _?_ 

+2^*»[l+A^"+^2^"+...J 

+2(a^»)*[l+^ia^«  +^2(«^")2+  ...] 

JL  i_  i_  J^ 

+2(a^i^")*  [1+^1««-!^'»  +^2(«"~^^")^+...]. 

Mit  Kücksicht  auf  die  Terme,  welche  weiter  nicht  in  Rechnung 

kommen,  ist: 

v_ 

35)     ^2  =  2^^^*  [Br  +  Br-^nq-i--..l 
WO  4r+l  =  /'n,  oder  8r+2  =  2l'n  ist.    Man  findet  ähnlich: 

_      il 

^3    =    21/2. 7^^  8   [Cr+Cr+nq+.^Jiy 

mit  der  Bedingung  8r+3  =  /"n  u.  s.  f. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  soll  bei  der  Modul argleichung 
für  die  Transformation  dreizehnter  Ordnung  gezeigt  werden.  Für 
die  Transformationen  von  der  dritten,  fünften,  siebenten  und  eilften 
Ordnung  genügen  die  zu  Anfang  bemerkten  einfachen  Regeln  wie 
aus  dem  Nachstehenden  hervorgeht. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  III.  Ordnung. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^-{-av^u^-\-bvu  —  u^  =  0. 
Da  für  ?/  =  1  die  linke  Seite  sich  auf  (v  —  1)  (t^+1)^  reducirt, 

so  ist: 

v^-hav^+bv  —  i  =  (v  —  i)  (v+l)\ 

hieraus  a  =  2,  b  =  — 2.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  folglich: 
v^-\-2v^u^ — 2vu  —  u*  =  0. 
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Diese  Gleichung  hat  Jacohi  auf  folgende  Art  transformirt  (Fund. 
p.68).    Es  ist. 

Da  nach  der  Modulargleichung  v^  —  w*  =  2iw{\ — z^V),  so  folgt: 

(1— w4)(H-!;4)   =    1— w4^;4_f.2wt)(l— wV). 

Ebenso  findet  man: 

Das  Product  der  letzten  beiden  Gleichungen  giebt: 

(1— W8)  (l_i,8)    =    (1— WV)__  4^2^2(1  _  ^^2^2)    ==    (l__^2y2)4. 

Nun  ist  w4  =  k,  v^  =  l,  also  1  —u^  =  k'\  \—v'^  =  V\    Die 
vorstehende  Gleichung  wird  hierdurch: 

(kn^y-  =  (1— %V-)4  oder  /F?  =  1— wV. 
Setzt  man  w^^^  =  j//./^  go  folgt: 

1/ä/+1/FF'=  1. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^-\-av^u^-{-bv^u^+cvhi^-{-dvu  —  u^  =  0. 
Für  w  =  1  ist: 

v^-{-av^-\-bv^-hcv^+dv--l  =  {v—l)(v+\y, 
also  a  =  A,  &  =  5,  c  =  — 5,  d  =  — 4.    Die  gesuchte  Gleichung  ist: 

i;6_^^6_4^^^(l_^4^4)4_5^2i;2(^2_^2)    =    Q. 

Diese  Gleichung  hat  JacoM  auf  folgende  Art  transformirt.  (Fund, 
p. 69).     Mittelst  der  Modulargleichung  folgt: 

(U2  _  y2)   (u  -|_  i;)4    =    _  4^^  (1  _  ^4)   (1  +  j;4)^ 

(u^  —  vi)  (u  —  vY  =  —iuv(\-}-u^)  (1—^0- 
Das  Product  dieser  Gleichungen  giebt: 

(w2— 1;2)6  =  \Qu^'^(l—u^){l—v^)  ==  IGwVw'Vs. 
Da  gleichzeitig  k  in  k^  und  /  in  /'  oder  u  in  w'  und  t;  in  v^ 
übergeht,  so  ist  auch: 

Die  letzten  Gleichungen  geben  durch  Division  und  Ausziehung 
der  sechsten  Wurzel: 

=  —  oder  (m2 — v'^)iw  =  (v^'^  —  n''^)u'v^, 

UV 


^n_yf2 
d.i. 
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4  , 


(/^— l/F)  \/ki  =  (i/>  —  i/^O  i7^'/' 

Legendre  (Suppl.  p.  75)  schreibt  die  Modulargleichung  auf  fol- 
gende Art: 

u^-\-^uh'^-\-v^  1 — u^v^ 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar; 


\U  —  v)      ~"    1~WM  -|-t;4> 


d.i. 

1—k  \+l 


[l/^  +  l//]  l-hk  i  —  l 


[vk—vn 

Modulargleichung  für  die  Transformation  VII.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

Für  w  =  1  ist: 

also  a  =  g  =  —8,  ö  =  /*=  28,  c  =  e  =  — 56,  d  =  10,    Die  ge- 
suchte Gleichung  ist: 

2;8— -  8y  V+28Ä6  —  56t;5M5-f  70i;%4  —  56^» 
-\-2Sv^u'^  —  Suv-hu^  =  0. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

(1  —  w8)  (1  — .i;8)  =  (1  —  wt;)8, 
d.i. 

oder: 

{/E  +  l/W  =  1, 
welche  Gleichung    zuerst   Guetzlaff  (Grelle.  J.  t.XII  p.  173  — 177) 
auf  folgende  Art  gefunden  hat.    Es  ist:*) 

^2  cos  am«  cosam&  cosam(a-|-&)+A:'2  =  Jam«  zlam&  Jam(a-|-&) 
oder : 

Är^cosam«  cos  am  &  cosam(ä5-|-^?)  k'"^  . 

zfama  Jam^?  zlam(a+&)  zlama  J  am  &J  am  («-{-&) 


*)  Note  V  Gleichung  13). 


7 


^K 


^K 


Man  setze  hierin  a  =  -=-,  b  =  -=-  also  a-\-b  =  -=- 
1  '  7  7 

nach  pag.254  für  n  =  1: 


m 

Nun  ist 


/  =  k-^ 


V  = 


2K  \K  ^K 

cos  am  —  cos  am  -=-  cos  am  — 


A2,m-^  ü2,\Q.^=-  A2^m-=- 

7  7  7 


rn 


(  zl  am  —  4am  —  zj  am -=-  1 

Die  Combination  dieser  Gleichungen  fühi-t  direct  auf  die  oben 
bemerkte  Modulargleichung. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  XL  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

^12_j_yll^3  (^^  _j_^^8')_|_^yl0^6_j_j;9^  (^^  _j_^2W^) 

-\-dv^u^-\-ev'^u'^+vV  (A  +/2U^)-i-gv^u^-i-hvV 

Da  die  linke  Seite  sich  für  w  =  1  auf  (v  —  \){v-{-\y^  reducirt, 
so  folgt: 

öfj-f-a2  =  10,  &  =  44,  C1+C2  =  110,  ^  =  165,  e  =  132, 

/l+/'2  =  0,  ^  =  —132,  h  =  —165,  H+?2  =  —110, 

k^  =  —44,  /1+/2  ==  —10. 

M— 1 

Es   ist  /i  =  — 2  ^    =  —25  =  —32. 

Da   vPu""  und  t;™M^   gleiche   Coefficienten    mit    verschiedenen 
Zeichen  haben,  ebenso  vPu""  und  v^^—^u^^^^,  so  erhält  man: 

h  =  «17  /2  =  —b,  h  =  Ci,  h  ^  —dj  kl  =  —fxi 
und: 

h  ==  ~«i?  h  ==  — «2j  ^1  =  —b,  22  =  —  Ci,  ?i  =  — C2, 
h  =  —d,  g  ^  —e,  fi  =  — /l. 

Diese   Gleichungen  geben   l^  =  — 32,   ^2  ==  22,  «i  =  — 22, 
«2  ==  32,  ci  ==  22,  C2  =  88,  /i  =  —88,  ^  =  —22. 
Die  Modulargleichung  wird  hierdurch: 
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^i2_2;iii^3(22_32w8)+44ri0M6-f22t;9w(l+4w8) 
+  165^4^  132t,72^7-|_44t;6w2(l_w8) —.132^5 

—  165t;%8  —  22t;3w3  (4+^8)  —  44^2^« 
— t;w(32  — 22w8)  — wi2  =  o, 

oder  auch; 

(2;— w)ii(i;+w)-f44Ä2(^4_^4)  (i^u^)  (1  —  ^0 

—  32w?;(l+wio)(i— «;io) 

—  22m?;(1+w2)  (1— 1;2)  (t;24-w2)  [4^22;2_(2^2_^2)2] 

—  88w3t;3(l_w4)(l_y4)(l_^2j;2)   ==   0. 

Modulargleichung   für  die  Transformation  XIII.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  folgende  Form: 

t;14  +  yl3w5  (a^  +ö52W8)  +  t;12?^2  (p^^J^^u^-^^cV^iul 

+vhi\mi-^m2U^)-{-vu{ni+n2U^)  —  w^*  =  0. 

13—1 

Für  den  Factor  n^  von  vu  besteht  die  Gleichung  wi  =  — 2  ^ 
=  — 64.    Da  v^u"^  und  v'^up,  ebenso  v^^-^  u^^-""  und  v^u""  gleiche 
Coefficienten  mit  entgegengesetzten  Zeichen  haben,  so  ergeben  sich 
folgende  Gleichungen: 

h    ==    ^U     ^2    =    hl     ^2    ==    ^2?     ^2    =    C,     ^2    =    — ^b     ^2    =    ^1> 

Ä  =  — /;  /i  =  ^i,  mi  ==  —kl, 
und 

W2    =    — «1,    Wi    =    — «2?    ^2    =    — hf   %    =    ^2?    h=   C, 

k^  =  — diy  kl  ==  — ^2;  h  =  — ^ij  h  =  — 62,  h  =  — /J 

Die  Bedingung,  dass  die  linke  Seite  der  Modulargleichung  für 
u  ==  \  die  Form  (v  —  1)  (v-\-iy^  annimmt,  führt  auf  folgende 
Relationen: 

«j-|.ö2  =  12,  bi+b2  =  65,  c  =  208,  ^1+^2  =  429, 
^1+^2  =  572,  /  =  429,  gi+g2  =  0. 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Modulargleichung 
auf  folgende  Form  bringen: 
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36)     t)i4  _  v^^u^  (52  —  64m8) +t;i2w2  (p^  ^  ^^u^)  _j-  20Sv^^u^ 

4-  v^^u*  [429+^^2  —M^]+i^^2<(52+520w8)+429i;8mG 
-h  v'^u\20S  —  208^8)  —  429Ä8 — v^u\b20 + 52^8) 
+  v*u^[b2  —  (429+Ö2K]  —  208Ä7 —1,2^4(^,2 +&iw8) 
—  2;w(64  — 52w8)  — wi4  ==  0. 

In  dieser  Gleichung  sind  noch  bi  und  Z>2  zu  bestimmen.    Nach 
16)  und  28)  ist: 

uXb,-\-b2u^)  =  c^  =  ^^-Y^' 

In  33)  nehme  man  /z  =  13,  also  r  =  8  und  /  =  5.     Die 
Gleichung  34)  giebt: 

+  13l/2'^t(^8+^2i^+...)- 
Für  den  folgenden  Gebrauch  kann  man  einfacher  setzen: 

^1=1/2  [13^8-h(13^2i  — 1)^]^^. 
Da  Ag  und  ^21  die  Factoren  von  q^  und  ^^^  in  /'(^)  sind,  wo 
/(^)  durch  die  Gleichung  30)  bestimmt  ist,  so  hat  man  Ag  =  16, 
A21  =  — 395,  also 

S^  ==  (/2[13.16  — (13.395  +  l)^]^i 
Die  Gleichung  4rH-l  =  13/'  giebt  3  als  kleinsten  Werth  von 
r,  mithin  /'  =   1.    Hierdurch  wird  die  Gleichung  35): 

wo  B^  und  BiQ  die  Factoren  von  q^  und  q^^  sind  in  f{q)\    Mittelst 
der  Gleichung  30)  folgt  ^3  ==  — 10  und  B^q  =  3348.    Es  ist  also 
^2  =  26[— 10-|-3348</..]^i 
Die  beiden  Werthe  von  ^i  und  S2  geben: 

^i!=^=130(l-2^...)*i, 

WO  rechts  innerhalb  der  Klammer  nur  höhere  Potenzen  von  q 
vorkommen.  Die  linke  Seite  ist  gleich  u'^{bi-{-b2U^)f  man  erhält 
also: 

biu^-hb^u^^  =   130(1— 2^... )^i 
Setzt  man  hierin  für  u   seinen  Werth   aus  20),   dividirt  auf 
beiden  Seiten  durch  q\  so  folgt: 
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2^,(1 -^2^-f  5^2. ..)  +  32Vy(l— 10^...)  =  130(1—2^...). 

Die  Fa(3toren  gleicher  Potenzen  von  q  geben  die  Relationen: 
2Z?i  ==  130,  — 2.2^i  +  32^>2  ==  —2.130, 
also  &i  ===  65,  ^2  =  ö-     Setzt  man  diese  Wertlie  von  h^  und  h-i  in 
die  Gleichung  36),  so  erhält  man  die  Modulai-gleichung  XIII.  Ord- 
nung, welche  Sohnke  auf  folgende  Form  gebracht  hat: 

(y  — ^^)13  (t,-f-?^)_52w?;(l  -f.z/4)  (l  _2;4)  [3wV_^ 4^2(^2+ ?;2)-2] 

—  52w^;(l— z^s)  (i_j,8)  (i_^4^4) 

Das  im  Vorhergehenden  angewandte  Verfahren  zur  Bestimmung 
von  hy  und  h^  ist  etwas  verschieden  von  der  Methode,  deren  sich 
Sohnke  bedient  hat;  welche  darin  besteht,  S^,  S^  etc.  als  rationale 
Functionen  von  u  darzustellen.  Da  in  16)  C^.  C.i...Cn-\-i  rationale 
Functionen  von  u  sind,  so  ist  dieses  nach  28)  auch  mit  Si^  S^,.. 
der  Fall.  Man  stelle  Sm  als  Function  von  q  dar  in  Form  einer 
unendlichen  Reihe,  welche  mit  einem  Ausdrucke  von  der  Form  q^ 
"multiplicirt  ist.  Die  Gleichung  20)  zeigt  leicht,  welche  Potenzen 
w2j  u^...  von  u  den  Factor  ^»  enthalten  können.  Man  multiplicire 
diese  Potenzen  mit  Constanten,  setze  i\\Q  Summe  gleich  Sm  und 
vergleiche  darauf  die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  u.  Hierdurch 
ergeben  sich  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  bemerkten 
Constanten.  Die  Gleichungen  28)  zeigen,  dass  S^  höchstens  vom 
Grade  /z+1,  also  S^  höchstens  vom  Grade  2{n+\)  u.  s.  f.  in  Bezie- 
hung auf  u  sein  kann,  wodurch  die  Anzahl  der  Terme,  welcher  Sm 
gleich  sein  kann,  begränzt  ist. 

Als  Beispiel  werde  die  Gleichung  36)  genommen.  Dieselbe 
giebt  direct 

37)     S^  =  w5(52  — 64w8),  C^  =  u^bi-^-hu^). 

Es  ist  nun 

^2  =  26  [— 10+3348^-1-... ]^i 

Der  Factor  q^  kommt  nach  20)  nur  vor  in  u'^,  u^^,  u^%  u^^... 
Es  kann  -^2  nur  eine  lineare  Function  von  w2,  ^lo,  ^is  ^nd  w26  sein. 
Man  hat  nur  nöthig  die  Factoren  von  w2  und  u^^  zu  bestimmen, 
da  C2  keine  höheren  Potenzen  von  u  enthält.    Sind  /w,  m',  m^^  und 
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wf"  Constantcn,  so  kann  man  setzen: 

38)  mu^^mlii^'^-\-mf'u^^^m"'v>^  =  26  [— 10+3348^+ ...]^i 
Setzt  man  links  für  u^  und  u^^  ihre  Werthe  aus  20)  ein,   so 

geben  die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  q: 

2m  =  —26.10,  32m'  — 4m  =  26.3348, 
also  m  =  — 130,  m'  =  2704.    Folglich  ist: 

Setzt  man   hieraus   den   Werth   von   S2,   ferner   aus   37)   die 
Werthe  von  Si  und  C2  in: 

02  =  — 2 — ' 
so  folgt: 

QQ^     T.    2^7,    10        A^  2      104.64+m"    .,     4096  — m'"   „„ 

Berechnet  man  m"  und  m'"  direct  mittelst  der  Gleichung  38), 
so   folgt   104.64-i-m''  ==  0,   4096  =  m'",  wodurch   die   Gleichung 

39)  übergeht  in  b^u'^-i-b2U^^  =  65^2,  d.i.  b^  =  65  und  ^2  =  ^ 
wie  schon  oben  gefunden  wurde.  Wenn  es  sich,  wie  im  vorher- 
gehenden Beispiel,  nur  darum  handelt,  die  Factoren  der  Potenzen 
von  u  in  Cm  zu  bestimmen,  so  folgt,  da  u"  die  höchste  Potenz  von  u 
in  Cn  ist,  dass  man  allgemein  Sm  nur  bis  zum  Terme  w"  zu  entwickeln 
braucht,  weil  alle  höheren  Potenzen  von  u  bei  der  Bestimmung  von 
Cm,  wie  im  vorliegenden  Beispiel  wegfallen  müssen.  Man  findet 
in  der  angeführten  Abhandlung  von  Sohnke  dieses  Verfahren  auf 
die  Modulargleichungen  der  Transformationen  von  der  XVII.  und 
XIX.  Ordnung  angewandt.  Für  die  Transformationen  von  der  XL, 
XIII.  undX  VII.  Ordnung  hatte  Sohnke  die  Modulargleichungen  ohne 
Deduction  schon  1834  aufgestellt.  (Grelle.  J.  1. 12  p.  178).  Einige 
Zusätze  abgerechnet  ist  der  Inhalt  dieses  §  wesentlich  der  Abhand- 
lung von  Sohnke  entnommen.  Die  Bemerkung  über  die  Form  der 
Modulargleichang,  wenn  u  unendlich  klein  ist,  findet  sich  bei  Ma- 
thieii:  „Memoire  sur  les  fonctions  elliptiques".  (Journal  de  TEcole 
Polytechn.    T.  XXV  Cahier  42  p.  265—295).*) 

*)  Ausser  den  weiter  oben  erwähnten  Schriften  und  Abhandlungen  von 
Königsberger  und  Betti  sind  noch  folgende  Abhandlungen  anzutühren,  welche 
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§  49  Die  Theta-Functionen  für  einige  besondere  Werthe  des 

Arguments.    Allgemeine  Formel  für  das  Pro^uct  zweier 

Theta-Functionen  von  Schröter. 

Die  Bemerkung  zu  Anfang  des  vorhergehenden  §,  dass  zur 
Aufstellung  der  Modulargleichung  die  Herstellung  der  algebraischen 
Relation  zwischen 

^3(0;  q)  ^3(0,  q^) 

gentigt,  ist  in  einer  sehr  ausgezeichneten  Weise  von  Schröter  för 
eine  Anzahl  von  Modulargleichungen  durchgeführt  worden.  Die 
Resultate  finden  sich  in: 

Schröter:  De  aequationibus  modularibus.     Regiomonti  (1854). 

die  Modulargleichungen  und  Anwendungen  derselben  enthalten. 

Hermite:  Sur  la  resolution  de  l'equation  du   cinquieme  degr^.    (Comptes 

Rendus  1858  T.  46  p.  508—515).    Sur  la  resolution  de  Tequation  du 

quatri^me  degre,  (ib.  715—722,  961—967).    Lettre  de  Mr.  Kronecker. 

(ib.  1150—1152). 

•     Bermite:   Sur   la    theorie    des    equations    modulaires.     (C.  R.  1859   t.  48 

p.  940—947, 1079—1084, 1095—1102  t.  49  p.l6— 24,  110—118, 141—144). 

Diese  Aufsätze  gesammelt  u.  d.  T.  Hermite ;  Sur  la  theorie  des  equations 

modulaires   et  la   resolution  de  l'equation  du  cinquieme  degre.    Paris   1859. 

68pp.  in  4*'.    In  Verbindung  hiermit  stehn  folgende  Arbeiten: 

Jouhert:  Sur  divers  equations  analogues  aux  equations  modulaires,  dans 

la  theorie  des  fonctions  elliptiques.    (C.  R.  1858  t.  47  p.  341—345). 
Brioschi:  Sur  divers  equations  etc.    (ib.  337—340). 
Schläfli:  Beweis  der  Hermite'schen  Verwandlungstafeln  für  die  elliptischen 

Modularfunctionen.    (Borchardt.  Journ.  t.  72  p.  360 — 369). 
Die  Modulargleichungen  sind  ferner  behandelt  in: 
Jordan:  Notes  sur  les  equations  modulaires.    (Compt.  R.  1868  p.  308— 312). 
Die  von  Kronecker  und  Hermite  im  Jahre  1858  gleichzeitig  aufgestellte 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  hat  eine  Anzahl  von  Ar- 
beiten hervorgerufen,  welche  mit  den  Modulargleichungen  oder  Multiplicator- 
gleichungen  in  enger  Verbindung  stehn.    Hiervon  ist  noch  zu  nennen: 

Joubert:  Note  sur  la  resolution  de  l'equation  du  cinquieme  degre.   (Comp- 
tes R.  1859  t.48  p.  290— 294). 
Brioschi:  SuUe  equazioni  del  moltiplicatore  per  la  transformazione  delle 

funzioni  ellitiche.    (Annali  di  Mathematica  1858  1. 1  p.  175— 177). 
Brioschi:  Sulla  risoluzione  della  equazioni  del  quinto  grado.    (A.  d.  M.  1. 1 

p.  256—259.  326—328). 
Joubert:  Sur  l'equation  du  sixi^me  degr6.    (CR.  1867  t.  64  p.  1025— 1028, 

1081—1085,  1237—1240). 
Brioschi:  Sur  l'equation  du  cinquieme  degre.    (C.  R.  1871  t.  73  p.  1470—- 
1472). 
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Kurze  Notizen  hieraus  sind  enthalten  in: 
Extrait   d'une   lettre    adressee   ä   M.  Liouville   par   M.  Schröter, 
(Journal  de  Math.  Deux.  serie.  1858  t.III  p.  258— 264). 

Ueber  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen.  (Bor- 
chardt  Joum.  t.  58  p.  378—379). 

Weitere  Ausführungen  über  einige  Formeln  der  obigen  Disser- 
tation enthält  die  Sclirift: 

Schröter:  Ueber  die  Entwickelung  der  Potenzen  der  elliptischen 
Transcendenten  d-  und  die  Theilung  dieser  Functionen. 
Breslau  1855. 

Hierbei  ist  die  auf  pag.  335  in  der  Note  erwähnte  Abhand- 
lung von  GÖring  noch  zu  erwähnen. 

Die  obige  Arbeit  von  Schröter  scheint  nicht  die  genügende 
Beachtung  gefunden  zu  haben,  die  kurzen  Auszüge  in  den  Journa- 
len von  Liouville  und  Borchardt  sind  nicht  hinreichend,  eine  zu  An- 
fang der  Abhandlung  aufgestellte  sehr  allgemeine  Relation  zwischen 
Theta-Functionen  ohne  Weiteres  herleiten  zu  können. 

Die  von  Schröter  angewandte  Methode  besteht  wesentlich  darin, 
das  Product  zweier  Theta-Functionen  durch  eine  Summe  ähnlicher 
Producte  auszudrücken. 

Für  besondere  Werthe  der  Argumente  reduciren  sich  die  Theta- 
Functionen  auf  Quantitäten,  welche  nur  von  den  Moduln  und  den 
ganzen  elliptischen  Integralen  abhängen.  Die  elliptischen  Integrale 
fallen  durch  Division  weg,  es  bleibt  nur  eine  Relation  zwischen 
den  Moduln,  d.  h.  die  Modulargleichung.  Der  besseren  Uebersicht 
halber  mögen  einige  Entwickelungen  von  Theta-Functionen  für 
besondere  Werthe  des  Arguments  vorangehn. 

Es  ist: 

Die  Gleichungen  5),  6)  und  7)  auf  pag.  296  geben : 


2) 


Enneper,  ellipt.  Functionen.  ^*J 
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3) 


^,(jlogq^  =  ^,(^j\ogq^  =  ^,{i))q 


^i/^V^ 


^+k 


H^logq)  =  i^,{^logg)  =  U^)q     -|/1^/^. 


Mit  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  1)  und  2)  giebt  die  Glei- 
chung 1)  auf  pag. 295,  a:  =  — -  gesetzt: 


Wegen : 


y^v^ + i/F^  i7i±^VF + ^^  i/i^v^- 


l/P  =  /l— A:''^  =  l/l+Ä:Vl— /t', 


ist 


2 
Da: 


^. 


(f) 


^3(0) 


^-V^'  [l  +  ;^'i+(H-/rOni-^0]- 


14-^4  =  (l+l//tO(l— l/'t'+^O^ 
so  folgt: 

Wendet  man  ähnliche  einfache  Transformationen  an,  so  geben 
die  Gleichungen  1)  —  4)  auf  pag.  295  mittelst  der  obigen  Gleichun- 
gen 2)  und  3)  die  folgenden: 


4) 


i.r(f) 

L  0-3(0)". 

rKi) 

L  5-3(0)    J 


S- 


^3(0)    J 


=  (i~/^)(l/n^+i)(|/H^'  +  l/^)^, 
=  (1— [/F)(/rTr'— i)(i/iT^---l/F)j/, 


wo    7?/ 


-'/^-±^V^- 
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Man  findet  ganz  analog: 


5) 


]og^V 

8  y 


3(0)  -J 

ilogq 


^0 


3(0) 


^3(0)       J 


=  ^    i6(i-|_/^)(/l_|_/:_}_l)(/l+^_/^)^^ 

=  q    ''(l-\/k)(\/l+k-\-l)(\/l-^k+\/k)N, 

_  1  _        

=  q    1«  (1  +l/^)  (l/l  +^—1)  (\/T+k+\/k)  N, 

\_  

==  *    "  (1— l/^)  (l/l+^-l)  (l/l  +A— l/i)  TV, 


In  den  Gleichungen  4)  und  5)  ist  die  vierte  Wurzel,  mit  Aus- 
nabme  in  der  letzten  Gleichung  gleich  +1  zu  nehmen.  Wegen 
Gleichung  7)  auf  pag.  296  ist  allgemein 

,,(ÜJf)  _-,<,, 

wo  0  eine  reelle  Grösse  bedeutet. 
Nach  pag.  85  ist: 


6) 


Setzt   man   in   den   Gleichungen    1)  —  4)   auf  pag.  295   x  = 

.   ^  ,   so  ergiebt   sich  mittelst  "der  Gleichungen  6)   folgendes 

System  von  Gleichungen: 

2r 
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■*3( 


7) 


jr+ilogq\ 


»m 


=  ,-v^^^ 


=  tq 


—  4 


\/kk 


-,k  —  ik' 


k  —  ik' 


r- 


4 


^\/kk 


e'^  q 


k'  —  ik 


e     '^  q 


'-  \/kk' 


-/l/l+A-— ?i/i— A-y 


'• 


'  I/m'  ^ 


>/l/i+A  +  ii/i— AV 


T. 


— J  1  /7T7^*^  ~  ^'  •   —  J-  .  7777  ^+ «^' 


e^  q 


T,/rr./l/i+^  +  Vi-A^ 


l/M'f 


)• 


=  *-V**'^ 


e    ^  ^ 


V^'C 


-Vl/l+A— il/l— Ä:\2 


Die  Gleichungen  2)  —  7)  sind  mit  einiger  Vollständigkeit  dar- 
gestellt, da  dieselben  noch  bei  andern  Untersuchungen  Verwendung 
finden.  Man  kann  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Werthc  der 
Theta-Functionen  mit  den  Argumenten;  ^ 

jt      i\ogq     jt~{-i\o^q 
2"'       2"    '  2^ 

für  /i  =  3,  4 . . .  successive  berechnen,  mit  Kücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 1)  —  4)  auf  pag.  295. 

Bei  der  zweiten  Herleitung  des  Multiplicationstheorems  der 
Theta-Functionen  auf  p.  100  und  101  ist  das  Product  zweier  Theta- 
Functionen  mit  dem  zweiten  Argumente  q  durch  ähnliche  Ausdrücke 
mit  dem  zweiten  Argumente  ^^  ersetzt.  Dieses  Verfahren  hat 
Schröter  auf  folgende  Art  bedeutend  verallgemeinert. 

Nehmen  r  und  s  alle  ganzzahligen  Werthe  an,  so  ist; 


421 

Statt  s  werde  in  der  Doppelsumme  rechts  ein  neues  summiren- 
des  Element  t  mittelst  der  Gleichung-  s  =  r+t  eingeführt.  Es 
ist  dann: 

oder  q^^ß  statt  q  gesetzt: 

8)   ^3(^,  ^«(«+/^))  Uy,  /(«+^))  == 

An  Stelle  des  summirenden  Elements  t  in  der  Doppelsumme  rechts 
führe  man  s  mittelst  der  Gleichung  i  =  (a-^ß)s  -^  fi  ein.  Nimmt 
fi  die  ganzzahligen  Wertlie  0,  1,  2,...  a-{-ß — 1  an,  so  durchläuft 
s  alle  ganzzahligen  Werthe  von  — oo  bis  oc,  wenn  dieses  mit  t 
der  Fall  ist.     Die  Gleichung  8)  wird  hierdurch: 

9)     U^,  q^i^+ß))  ^,(tj,  qßi<^+ß))  = 


i:  22 


qQ^lm^ 


ß=:0 


WO 


oder: 


ö  =  r(x-{-t/)i-tj[(a^ß)s-^{i], 


a  =  (r-{-ßs)(x-\-y)-{-(ay  —  ßx)s-{-fiy, 
Q  =  (a-\-ßy[{r-hßsy+aßs^-{-ß{a+ß)fi^ 
-^2(a-\-ß)ß[(r+ßs)fi-\-asfi\. 
In  der  Gleichung  9)  werde  q^'^ß  einfach  durch  q  ersetzt.     An 
Stelle  von  r  werde  r'  als  summirendes  Element   mittelst  der  Glei- 
chung  r-{-ßs  =  r'   eingeführt.    Die   Gleichung   9)   geht   hierdurch 
über  in: 

10)  O-^ix,  r/)  ^30a/)  =       y^    qßf^'e^y'ß, 

0 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

e  = 

^2;g{a+ß)r'^+2ßr'fi+aßi(x-{-ß)s''-\-2aßsf^^2a'i^ 
0'  =  rXx-\-y)-i-{ay  —  ßx)s. 
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Nun  ist  allgemein  q^  =  e^'^^^^,  also: 

Der  Ausdruck  von  ß  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichungen  al  s 
Produet  zweier  Summen  darstellen.    Es  ist  dann  offenbar: 

e  = 

2jq(a-]-ß)r'^^2(x^y—ßßi\ogq)r'i.^ 
2J  Qccßicc + ß)  s^  ^2  {ay —ßx  —  fiaßi  log  q)  si 

oder  einfach: 

&  = 
^^(x-}-y--fißilogq,  q""^^  ^i(ay—ßx  —  fiaßi\ogq,q''ß^''-^ß^). 
Setzt  man  diesen  Werth  von  6  in  die  Gleichung  10),  so  erhält 
man  folgende  bemerkenswerthe  Gleichung: 

11)    ^,{x,  q^)  Uy,  Q^  = 

^    /^%2^y^  ^3(0^1,  q^'rß)  ^3(y^^  ^«/?(«+/?)), 
0 

x^  =  x-\-y—^ßi\ogq^ 
y^  =  ay—ßx—fiaßi\ogq. 
Da  die  linke  Seite  durch  gleichzeitige  Vertauschung  von  x  mit 
y  und  a  mit  ß  ungeändert  bleibt,  so  ist  auch: 
12)      U^,  q^)  ^,{y,  qß)  == 

2    q^f^\^f^oci  ^^(^/^  ^a+/9)  -^^(^/^  ,fßif^+ß)l 
0 
o:'  =  0^+?/  —  afii log q,  ?/'  =  /9a;  —  ay  —  fiaßilogq. 
Diese  Gleichung  giebt  zu  vielen  interessanten,  speciellen  Fällen 
Veranlassung,  von  denen  nur  die  folgenden  hervorgehoben  werden 
mögen. 

Für  X  ==  az+tty  y  =  ßz-^-b  erhält  man: 

«4-/9-1 

V    qCcfi^+H(xz+a-)fii  ^^(^^/^  ,^«+/9)  ^,fy^^  q€(ßi«+ß))^ 

0 
x^  ==  {a-\-ß)z+a-]-b  —  /lailogq, 
y'  =  ßa  —  ab — (laßi  log  q. 


13) 
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Diese  Gleicliung  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  unter  dem 
Suminenzeichen  eine  der  Theta-Functionen  von  z  unabhängig  ist. 

Für  a  ^=  x^  «=1,  h  =  — x^  z  ==  y  und  ß  =  71  wird  die 
Gleichung  13)  einfacher: 

14)     ^x+y,  q)  ^^(ny  —  x,  q^)  = 

1^==^  d'^[{n-{-\)x—n!il\o^q,  ^^*C^+1)]. 

Auf  diese  Gleichung  hat  Schröter  die  Construction  der  Modu- 
largleichungen  begründet. 

Es  sei  n  eine  ungrade,  also  n+i  eine  grade  Zahl.    Setzt  man 

in  14)  x-{--^  statt  x^  so  folgt: 

^i^+yy  q)  ^{ny  —  x,  ^")  = 
n 

ö  d'^[(n-\-l)x  —  nfiilogq,q''^''-^% 

Diese  Gleichung  zur  Gleichung  14)  addirt  giebt: 
15)     ^^{x+y,  q)  d^^{7iy—x,  q'')+^(x+y,  q)  ^{?iy  —  x,  ^")  = 

w— 1 

^  d',[(7i-i-[)x—%ifinogq,  ^'^C^+O]. 

Unter  Anwendung  der  beiden  Gleichungen: 

16)     j  2  ^3(20:,  q')  =  U^,  q)  +  H^,  q), 

\  20',(2x,  q^)  =  ^3^^,  q)-H^y  q)y 

lässt  sich  die  Gleichung   15)   noch  weiter    transformiren.    Mittelst 
der  Gleichungen  16)  folgt: 

17)     ^3(2:,  q)  ^,{zy,  q,)  +  ^(z,  q)  ^(z^,  q,)  == 
2^3(2z,  ^4)  ^^(2zi,  q,')+M'^z,  q^)  ^,{2z,,  qfy 
Man  setze  z  =  x-{-yj  z^  =  ny  —  x  und  q^  =  q'\    Die  linke 
Seite  von  15)  ersetze  man  durch  die  rechte  Seite  von  17),  nehme 
darauf  x,  y  statt  2a:,  1y  und  q^  statt  q.     Man  erhält  so : 


424 


18)     d-^ix+y,  q)  d-^(ny  —  x,  r)+^2(^+2/,  q)  ^^iny—x,  q»)  = 

n—l 


^. 


"n+1 
2 

"n+1 


?/ 


•^■ 


2 


log^,  q 


X 


«(»+i)n 


Es  sei  w  =  4m 


2  2 

1,  setzt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung 


X 


^+-9-  statt  X,  addirt  die  so  erhaltene  Gleichung  zur  Gleichung  18), 

so  folgt: 

19) 

-\-H      ^      ]H  n  „       ] 

+^ [      .      ] ^ [  .  .       ] 

-^il"      .      ]H  .  "       ]  == 

m — 1 
2  ^  ^4^'  ^4^(^+^)^'  ^3[2m?/  — ^^nog^,  ^-]X 

0  ^3[2ma: —  (4m —  l)fii  log^,  ^m(4m-i)j^ 

In  der  Abhandlung  „Ueber  die  Entwickelung  der  Potenzen  etc." 
hat  Schröter  die  Gleichung  14)  noch  etwas  verallgemeinert  (1.  c.  p.  6). 
Da  indessen  die  Ableitung  dieser  Gleichung  etwas  weitläufig  ist 
und  dieselbe  nicht  weiter  im  Folgenden  angewandt  wird,  so  möge 
hier  der  Hinweis  auf  die  bemerkte  Abhandlung  gentigen. 

Wird  in  den  Gleichungen  1)  —  7)  q  durch  ^"  ersetzt,  so  mögen 
k  und  k^  respective  übergehn  in  /  und  /',  so  dass  z.  B.  die  erste 
Doppelgleichung  auf  folgende  führt: 


^ 


.(-r-,r 


H^,rh  ^M/^V7. 


§  50    Anwendung  der  Theta- Functionen  auf  die  Construc- 
tion  von  Modulargleicliungen  nach  Schröter. 

Die  Gleichungen  14),  17)  und  19)  des  vorhergehenden  §  ge- 
statten Relationen  zwischen  Theta -Functionen  herzustellen,  welche 
für    besondere   Werthe    des   Arguments    unmittelbar   auf  Modular- 
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gleichungen  führen.  Man  kann  sich  hierbei  noch  mit  Vortheil  der 
Transformationen  zweiter  Ordnung  bedienen.  Die  Gleichungen  5), 
6),  9),  10),  11),  24),  25)  und  26)  von  §  40  geben: 

^,      *3(0,?)  1/      2    '  U^,q)  V       2     '^3(0,  «)">/*' 

»3(0,[/g)       ./rj-r.    »(0,1/7)      ,/j— r.    »2(0,1/?)       ./^,%- 

Von  diesen  Gleichungen  sollen  im  Folgenden  einige  Anwen- 
dungen gemacht  werden. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  III.  Ordnung. 
Für  m  =  1  giebt  die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  § 

-\-^{x-\-y,  q)  d-i^y  —  x,  q^)  —  ^i(x-{-y,  q)  ^i{^y  —  Xy  q^)  = 
"Id^^Cly.q)  H^x.q^). 

Für  X  ==  y  =  -^  folgt  hieraus: 

2)     ^2^  q)  Mz,  q')+Hz,  q)  ^z,  q^)  —  ^,{z,  q)  Mh  ^0  = 
^3fe  q)  Hh  q')' 
Setzt  man  hierin  z  =  0,  so  folgt: 
^2(0,  q)  ^2(0,^3)+^(0,  q)  ^(0,  ^3)  _  ^3(0,  g)  ^3(0,  ^3) 
d.i. 

was  die  von  Legendre  gefundene  Gleichung  ist.  (Fonct.  eil.  I.  p.  230, 
Suppl.  p.  70). 

Ist  fi  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  die  Gleichung  3)  für  z  =  (lilo^q: 

3)     ^3(0,  q)  Hf^ilogq,  q')  =  ^2(0,  q)  Mf^i^ogq,  q^) . 
+^(0,^)  (_l)^^(.^nog^,^3). 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung. 

In  der  Gleichung  15)  von  §  49  nehme  man  w  =  5  und  \/q 
statt  q,  ferner  in  der  Gleichung  18)  n  =  h  und  q'^  statt  q.  Es 
folgt  so: 
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4)  ».(x+y,  \/q)  »,{^y-x,  \/i^)+»{x+y,  \/q)  9{hy~x,  /?)  = 

2 

2'V^2^'e4^(^'+^)^'  ^3(6t/  — ^Üog^,  ^3)  ^3(6^— 5^nog^,  ^15)? 

# 

5)  ^3(^+2/,  ^')  ^3(52/—^,  ^i«)+^2(a^+2/,  ^2)  ^2(5?/-^,  ^*^)  = 

2 
^^2(i:^ ^\{x{x-\-y)i  ^3(3?/  — ^Üog^,  ^3)  0-3(30:  — 5^Üog^,  ^15). 
0 

In   4)  nehme  man  o;  ==  0,  y  =  —^^   ferner   y  =  0,   a:  = 

52  log  ^ 
~4 

Nun  ist: 

*3  f^,    l/.-)    =    *3  (^,    l/i)    =    .-*  *.(0,  l/^). 

Durch  Vertauschung  von  q  mit  ^^  ergeben  sich   zwei  analoge 
Gleichungen.    Es  ist  femer: 

^-l^^log^  ^^(^f^ilogq^  q9)  =  qß-^  d^^{iii\o^q,  q^). 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Entwickelungen  erhält  man: 

(^2(0,1/^)^2(0,1/^)  =  2]^^2^'^2(it^nog^,^3)^3(5^nog^,^i5), 

^2(0,  1/?)  «-2(0,  l^)  =  i^P'l''»^(ßi\osq,q^)  U^(inogq,q^^). 


6) 


^ 


Die  Gleichung  5)  giebt  x  =  0,  y  =  -^  und  y  =  i),  x  =  -r 
gesetzt: 

*(0,  *^)  ^(0,  9'«)  = 

7)       ^^ 

*(0,  q^)  »{0,  qio)  = 
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In  der  Gleichung  3)  setze  man  q^  statt  q  und  schreibe  die 
resultirende  Gleichung  auf  folgende  Art: 

^2(0,  ^^)  ^2(5^aog^,  ^i^)H-^(0,  q^)  (-\y  H^fiilogq,  ^15)  _ 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  der  Gleichung  3),  das 
erhaltene  Product  mit  q^^^  und  setze  ^  =  0,  1,  2.  Die  Summe 
dieser  Gleichungen  giebt  nach  6)  und  7): 

4  ^3(0,  q)  ^2(0,  q')  .  ^2(0,  \/q)  H^,  l/^) 
+^3(0,  q)  ^(0,  q')  ..^(0,  q^)  ^(0,  ^io)  = 

i  ^3(0,  q')  ^2(0,  ^)  .  ^2(0,  /?)>2(0,  l/^) 
+^3(0,^^)m^).^(0,^2)^(0,^l0) 

oder: 

4  [^3(0,  q)  ^2(0,  ^^)~^2(0,  ^)  ^3(0,  q')]  ^2(0,  l/^)  ^2(0,  l/^)    = 

[^(0,  q)  ^3(0,  ^^)-^3(o,  q)  m  q')]  m  q')  H^,  q'') 

d.i.  nach  1): 

(i/F— i/^)  {/kl  =  (i/F— i//")  i/F?; 

was  die  von  Jacobi  gegebene  Gleichung  ist. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  VII.  Ordnung. 

Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  giebt  für  m  =  2, 
X  =  0  und  y  =  0: 

H^,  q)  ^3(0,  ^^)+^2(o,  q)  ^2(0,  ^^)+^(o,  q)  m  q')  = 

2  [^3(0,  q")  ^3(0,  q'')+U^,q')  U%  q'')\ 
Nach  1)  wird  diese  Gleichung: 

1 +1/^4-1/^'  =  1/(1+^')  (1+0+1/(1  —^0  (1—0- 

Um  hieraus  die  von  Guetzlaff  gegebene  Gleichung  zu  erhalten, 
bilde  man  das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung.  Nach  einer 
einfachen  Reduction  folgt: 

2l/^+2l/FF+2l/Ä/l/F?  =  \+kl-{-k'V, 
oder: 

^\/Ti  \J¥v  =  [1  —  \fki—  i/P?]2. 

Durch  Ausziehung  der  Wurzel  folgt: 
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2\/Fi\/kn'  =  \—\/ki-~\/Vi' 

d.i. 

(\/ki-\-\/¥iy  =  1. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die  gesuchte  Gleichung; 

\/Fi  +  \/Fi'  =  i. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  XI.  Ordnung. 

Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  wird  für  m  =  3: 

8)     ^,{x+y,  q)  d-^iny-x,  qn)-i-0'.,{x^y,  q)  ß^^^Wy  —  x,  q^^) 
+  ^x-{-y,q)  ^Uy—x,q^^)  —  0',{x-hy,q)  ^Uy-x^q^^)  = 

2 

2^^4^'^4^(^^+y)^>3(6?/  — ^aog^,  ^3)  ^3(6.r_ll^nog^,  ^33). 

0 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  reduciren. 
Wird  in  3)  q^^  statt  q  gesetzt,  so  lässt  sich  folgende  Gleichung 
herstellen  : 

^2(0,  ^^0  ^2(ll^«l0g^,  ^33)_|_^(0,  ^10(— ly  ^(ll^nOg^,  ^33) 

=  ^(0,^^0^3(ll^/log^,  4^ 

Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  3),  darauf 
mit  ^^^^,  setze  ^  =  0,  1,  2  und  bilde  die  Summe  der  so  erhalte- 
nen Gleichungen. 

Hierdurch  folgt: 

9)      9,(0,  q)  *,(0,  g")  ^  q^^^^'  ».{[lilogq,  q»)  M^  l|"'log*,  -?'') 

0 

=  »2(  .  )  *3(   .  )'^         v^f^'H      .      )  H        „        ) 

+»i.)u  „  );2(-i>v'*(    .    )H     .     )• 

Die  vorkommenden  Summen  lassen  sich  leicht  mittelst  der 
Gleichung  8)  durch  Theta- Functionen  darstellen,  in  denen  das 
zweite  Argument  respective  q  und  q^^  ist.  Zu  diesem  Zwecke 
setze  man  in  der  Gleichung  8)  successive: 
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y  ==  Oj  X  == 


Ih'log^ 


X  =  0,  ?/  =  — ^; 

A  ^ 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2)  und  3)  von  §  49  findet 


man: 


0 

^3(0, .)  .3(0,  ,.)[l/(l±M±ö_  i/öESlEöj^. 

0 

*3(0,  ?)  0-3(0,  qn) 


0 
^3  f^^    .)  ^.(^,  ,-)+^(^,   *)  *f^\  «")]   ■ 

^(_  l)//^4/^^  Hflilogq,  q^)  ^^{Wililo^q,  q^^)  = 

0 

^3(1 , .)  ^3(1,  *-)-*{!, .)  *{f ,  *")  = 
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Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  lässt  sich  die  (rleichung' 
9)  auf  folgende  Form  bringen : 


l+ki+l  .    ,  /-.  ,/-,  \  /\—k\ 


ii/r-  \/i)  1/  '-^  ^-  +  (i/^+/7)  1/  ^  i=-'  \/Fi 


l+k'\+l'  ,    ,,/r,      ,/7-A  \  /l—k'l—t 


Analog  der  Gleichung  3)  hat  Schröter  noch  mehrere  einfache 
Relationen  aufgestellt,  welche  in  ähnlicher  Weise  zur  Verwendung 
kommen,  wie  die  Gleichung  3)  bei  den  Modulargleichungen  für  die 
Transformationen  V.  und  XL  Ordnung.  Für  eine  weitere  Behand- 
lung des  Gegenstandes  muss  auf  die  früher  citirte,  ausgezeichnete 
Dissertation  verwiesen  werden,  da  die  sehr  ausgedehnten,  wenn 
auch  sehr  symmetrischen,  Formelsysteme  sich  nicht  wohl  an  diesem 
Orte  wiedergeben  lassen.  Die  Modulargleichungen  sind  nicht  immer 
in  der  einfachsten  Form  aufgestellt,  wie  die  Notizen  in  den  Jour- 
nalen von  Liouville  und  Borchardt  zeigen.  Es  scheint  hier  noch 
ein  weites  Feld  für  umfassende  Untersuchungen  vorzuliegen,  sowohl 
was  eine  Weiterführung  der  gewonnenen  Resultate,  wie  eine  mög- 
liche Vereinfachung  derselben  anbelangt. 


Note  I. 

Ueber  einige  Integrale,  welche  sich  auf  elliptische  Integrale 
reduciren  lassen. 

Im  ersten  Bande  des  „Traite  des  fonctions  elliptiques"  hat  Legendre 
an  verschiedenen  Stellen,  namentlich  in  Chap.  XXVI,  XXVII,  XXXII 
und  XXXIII,  Integrale  betrachtet,  welche  auf  elliptische  reductibel 
sind  und  deren  ziemlich  einfache  Formen  es  gestatten  ohne  Zuhülfe- 
nahme  anderer  Theorien  die  Reduction  einfach  direct  ausführen  zu 
können. 

Es  sollen  zunächst  die  im  Chap.  XXXII  p.  252 — 256  behandelten 
Fälle  mitgetheilt  werden. 

Sind  P,  Qy  Ry  S  Functionen  von  x'^y  so  lässt  sich  jede,  rationale, 
gebrochene  Function  auf  die  Form  bringen: 

P±Qx 
R+Sx' 
oder  Zähler  und  Nenner  mit  R — Sx  multiplicirt : 
_  PR-QSx'^+{QR-^PS)x  _ 

wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x'^  sind. 

Sind  Ay  Ry  Cy  D  und  Z  Polynome  von  Zy  so  lässt  sich  durch 
Multiplication   und  Division  mit  C — D]/ Z  der  Ausdruck: 

^_A^~R\/Z 
C-\-D\/Z 
auf  die  Form: 

bringen,  wo   JJ  und   V  rationale  Functionen  von  z  sind. 


I.    Setzt  man  x'^  =^  z  in: 

M-^Nx 


/ 


|/ö-f&a;2-|rJ'icHös'a:6 


/^6         ' 
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wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x^  sind,   so   geht  das  Integral 
über  in: 

\_    P Mdz^ 1     r  Ndz 

2y    \/l:\/a+hz+h'z'^-{-a'z^       '^J   \/a-i-bz-\-b^z^+a'z^' 
wo  nun  M  und  N  rationale  Functionen  von  z  sind.     Die  beiden  Inte- 
grale in  Beziehung  auf  z  sind  elliptische  Integrale. 

Im  Chap.  XXXIII,  p.  259— 272  hat  Legendr e  das  obige  Integral 
genauer  untersucht  und  dabei  eine  Anzahl  interessanter  Specialfälle 
betrachtet. 

IL  Es  bedeute  T  eine  rationale  Function  von  Xj  so  kann  man 
setzen  T  =  M-\-Nx^  wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x'^  sind. 
Sei: 


Man  setze: 

4    

\/a-{-1bx^-\-cx^  =  z 

und  nehme  die  Wurzel:  

cx^  =  -^h^\JlP'-\-{z^  —  d)c, 
z^dz 

Es   ist  N  =  ü-[-V\/h'^-^{z^ — a)Cj  wo   U  und   V  rationale  Func- 
tionen von  z^  sind.     Man  erhält  so: 

Um: 

Mdx 


/, 


zu  reduciren,  setze  man: 

*/ 

ya^lhx'^+cx'^  =  xy 

oder:  x^  =  -.  +  |/..-a(.-,^) 

c  — 2/* 


Differentiirt  man  den  Logarithmen  dieser  Gleichung,  so  folgt: 

^         \\/b^  —  a(c-~y')--b      c  —  y'J 
Multiplicirt     und     dividirt     man     im    ersten    Terme    rechts    mit 


l/?>2 — a{c  —  y*)-\-bj  so  folgt  einfacher: 
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dx  _  \/b'^  —  a{c—J')  —  b  y'^dy 

oder : 

dx  xhßdy 

^y  ~  \/b'^  —  a(c^^y^y 
Hieraus  folgt  unmittelbar: 

J  \/a+nx^+cx^        J    \/b'-a{c  —  y')     J 
wo  l\  und   F|  rationale  Functionen  von  y*   sind. 

Sind  wieder  M  und  N  rationale  Functionen  von  cT"^,  so  lässt  sich 
ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  ü  das  Integral: 

H^  =    I  {M+Nx)  \/a-}-2bx'^+cx'  dx 

transformiren.     Auf  die  Integrale  H  und  Ifi  lässt  sich  das  Integral: 

{M-\-JVx) .  {a+2bx^+cx^)'^^  dx 


/' 


J 


reduciren,  und  ebenso  für  t  ==  x'^  das  Integral: 

L.{a-\-1bt^rCp)^^^  dt, 

wo  L  eine  rationale  Function  von  i  ist. 

III.     Das  Integral: 

J  =    j  {M-\-Nx)  {a-{-1bx  +  cx^+a'x'^)^--^  dx, 

wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x^  sind,  lässt  sich  auf  mehr- 
fache Weise  auf  elliptische  Integrale  reduciren.  Man  kann  sich  zuerst 
einer  der  folgenden  Substitutionen  bedienen. 

\/a-{-2bx-^cx'^-\-a'x^  =  1/0+7, 

3    3   

\/a+V)x  +  cx''-\-a'x'^  =  ^Va'-j-^. 
Man  kann  zweitens  eine  der  Constanten  a  oder  a*  in 

{a+Ux-^cx'^-^-a'x^y^-i 

1 
wegschaffen,  indem  man  x  =m-\-y  oder  x  =  m-\ —  setzt  und  für  m 

eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  a-i-2bm-\-c??i--}-a'm'^  =  0  nimmt. 
Es  sei  auf  diese  Art   die  Quantität  a'  weggeschafft.     Setzt  man  dann: 

a-\-2bx-\-cx'^  =  z^  oder  ex  =  —  b-{-\/b^-{-{z^  —  a)Cj 
so  lässt  sich  /  auf  die  Form  bringen: 

Einio]icr,  o.lliiit.  Fuiictioneu.  28 
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wo  U  und  V  rationale  Functionen  von  z  sind. 

Offenbar  lässt  sieh  auf  dem  von  Legendre  angegebenen  Wege  aucli 
das  Integral: 


/ 


{M+Nx)  {a  +  2hx  +  c^^+  a'a;3)i3  dx 


behandeln. 

Die  in  dieser  Nummer  behandelten  Integrale  sind  mehrfach  repro- 
ducirt  worden,  man  hat  auf  dieselben  Sätze  angewandt,  welche  ein- 
fache Consequenzen  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  sind. 
In  einer  sonst  sehr  hübschen  kleinen  Notiz  „Theoreme  relatif  ä  une 
certaine  fonction  transcendante"  (Grelle.  Journ.  t.  9  p.  295' — 296)  hat 
Minding  das  Integral: 


/ 


\/i-\-ax'^dx 

behandelt  und  sich  dazu  eines  allgemeinen  Satzes  von  Abel  (Grelle. 
Journ.  t.4  p.  200)  bedient.  Richelot  (Grelle,  Journ.  t.9  p.  407  — 408) 
hat  schon  bemerkt,  dass  das  von  Mindivg  behandelte  Integral  als 
besonderer  Fall  in  dem  obigen  von  Legendre  behandelten  Integrale 
enthalten  ist.  Unter  dem  Titel  „Note  relative  ä  l'integration  d'une 
^quation  remarquable"  hat  AlUgret  in  den  „Gomptes  Rendus"  (t.  03 
p.  1144)  die  Differentialgleichung: 

dx  ^ dl ^  ^ 


{A^Bx+  Cx'^-]rDx^f  (A  +Bij-\-Ctß+Dy^)^ 
behandelt.  Die  Unkenntniss  der  Arbeiten  von  Legendre  und  eine 
pompöse  Ankündigung  neuer  Entdeckungen  haben  dem  Verfasser,  un- 
achtet  einiger  eleganten  Entwickelungen,  eine  sehr  scharfe  Kritik  von 
Serret  und  LAouville  (Gompt.  R.  1174)  nicht  erspart. 

Die  in  II  und  III  behandelten  Integrale  finden  sich  erweitert  und 
vollständiger  ausgeführt  in  der  Dissertation:  „De  quibusdam  gencribus 
integralium  ellipticorum"  (Bcrolini  l8ö7)  von  RÖtlüg.  Ein  Auszug 
dieser  lesenswerthen  Abhandlung  ist  unter  dem  Titel  „Ueber  einige 
Gattungen  elliptischer  Integrale"  im  Journ.  f.  Math.  t.  56  p.  197 — 203 
mitgetheilt. 

IV'.     Es  sei  P  eine  rationale  Function  von  Xy  in  dem  Intregrale : 

P,dx 


"-fr— 


+ ex-  -\-  gx^  -\-cx^-\-  hx^ + ax^ 
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oder,  was  dasselbe  ist,  in  dem  Integrale: 

Px    ^  dx 


•"■fr. 


{x^+x-^)+h{x'^-{-x-'^)+c{x-{-x~^)-\-g 


setze  man  x-\-x-^  =  2z,   also  x  =  z±\/z^ — 1, 

^  \/x  l/2 

Die  letzte  Gleichung  differentiirt  giebt: 


dx  /    dz  dz     \   1 


Setzt  man  zur  Abkürzung: 

2a(4z3_32)+2ö(2z2  — l)+2cz+^  =  Z, 
so  nimmt  /^  die  Form  an : 

^_    f     Z,dz  r      Z^dz 

J    \/{z  +  \)Z     J    \/(z-\)z' 
wo  Zi  und  Z-i  ra^^ionale  Functionen  von  z  sind. 

V.  Ist  Q  eine  rationale  Function  von  y,  so  kann  man  setzen 
Q  =  M-\-Nyj  wo  i/  und  N  rationale  Functionen  von  «/^  sind.  Es 
sei  nun: 

Qdy 


-/, 


Für  y'^  =  X  nimmt  das  Integral: 

Mdy         


/ 


\/h-\-cy''-^gy'+cy^-^-hy^ 
genau  die  Form  des  in  IV  behandelten  Integral«  an,  wenn  dort  a  =  b 
gesetzt  wird.     Für  «/^  =  x  reducirt  sich: 

J^ydy 


A 


{/b+cy^+gy'+cy^^+by^ 
offenbar  auf  ein  elliptisches  Integral. 

VI.     Auf  das  Integral  /Vi   in    V  lässt  sich  das  Integral: 

Pdx 


J 1/- 


\+nx^+cx^ 

reduciren,  wo  P  eine  rationale  Function   von  x  ist,   mittelst   der  Sub- 
stitution  x  =  l  —  jz.     Diese  Subiititution    setzt  voraus,   dass  a  und  c 

gleiche  Zeichen  haben. 

28* 
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Für  den  Fall,  dass  b  =  0,   a  =  ±1   und  c  ==  +1,   das  Inte- 
gral also  die  Form  hat: 

Pdx 


A 


l/±(l-a:*')' 

vergleiche  man  über  dessen  Reduction   eine  Abhandlung  von  Richelot 
in  Grelle.  Journ.  t.  32  p.  213— 218. 


VII.     Es  bedeute  Q  eine   rationale  Function   von  sin^  9).     Ist   in: 
V 


J  r^ 


.^_    ,  Qd(p 


msin^^) 


?w  >  1,  so  setze  man  m  =  -r-ir    und   sin®  =  sin«  sin  1/^.      Es   geht 
dann  V  über  in : 

V 

wo  Q  eine  rationale  Function  von  sin^i/;  ist. 


/sin«  Qdxp 
|/i  — sin^«  sin^tp^ 


VIII.     Ist  m  positiv,   sonst  beliebig,   so   folgt   mittelst  der  Substi- 


tution:  q)  =  -^  —  '(p: 

wo   /f2  =   -^ .     Es   bedeutet  Q   eine  rationale   Function   von    sin 9) 

1  -\-m 

und  cosg)  oder  von  cos?/;  und  sintp. 

IX.     Ist  ^  eine  rationale  Function   von  sin  9)  und  cos  9),  so  setze 
man  zur  Reduction  des  Integrals: 

Qdq) 


/, 


y  a-^-h  cos9)+c  sing) 
9)  =  2t/?+«  und  bestimme  «  durch:  Z>sin«  =  ccos«.     Es  wird  dann 
«H-?^  cos 9)  + c  sin  9)  =  ö4-(&cos«+<^sinß)cos2t/; 
=  «+ ^  cos  «-fc  sin  «  — ■  2  (&  cos  «H-c  sin  «)  sin-i/; 
oder  kürzer  a-f-öcos^^+^sin^  =  a'+^'sin^?/;.     Der  Ausdruck  für  () 
nimmt   die   Form   an  ()  =  ÜSZ+iV^sinV^  cost/;,   wo    y)/ und  TV  rationale 
Functionen  von  sin^^  sind.     Das  obige  Integral  nimmt   die  Form  an: 
1     r        Mdip  1     PNünip  GOätpd%p 

^J    \/ä/±Plhihp       ^y      \/ä/±Pliühp 
Das    erste    der    vorstehenden   Integrale    lässt    sich    auf   elliptische 
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Integrale  reduciren,  das  zweite  wird   rational   mittelst  der  Substitution 

X.  Ist  Q  eine  rationale  Function  von  sin 9p  und  cos^d,  setzt  man: 
tang-|-  =  Xj   -^  =  arctango;,  also: 

\—x^      .  2x       ^  Idx 

«OB^  =  rqr^,,   sm^jP  =  ^^,,  #»  .^-p^„ 

so  geht  das  Integral: 

f Qd(p  

^    \/ A+BQo^q)-\-C^m<p-{-DQ,o&^(p+E^m(p  cos^o+^sin^gp 
unmittelbar  in  ein  elliptisches  Integral  über. 

Ein   anderes    sehr    ausgezeichnetes   Verfahren    dieses   Integral   zu 
reduciren  rührt  von  Gauss  her.     (Werke  III  p.  333).  *) 

XI.  Es  bedeute   Q  eine  Functipn  von  sin^^.     Für: 

tangg)  ==  mtangtp,  sin'^  =  — ^— - — „  .  „  ,  , 

cos^^  ,  mdip 

cos^ip+wi^sin^T/^  cos^^+ m^n^t^' 

nimmt  das  Integral: 

Od<p 


7/«^ 


i+^sin^gp  l/a'+ö'sin^gp* 
die  Form  an 


/ 
wo: 


/?nQdtp 
TT' 


Es  nimmt  /  die  Form  eines  elliptischen  Integrales  an,  wenn  t?i 
durch  eine  der  Gleichungen  a  =  {a-\-h)m^ ^  oder  a'  =  {a^-\-h^)m'^ 
bestimmt  wird,  was  voraussetzt,  dass  a  und  «4-^,  oder  a'  und  a'+ö' 
gleiche  Zeichen  haben.  Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  setze 
man  singp  ==  x  und  betrachte  Q  allgemeiner  als  eine  rationale  Func- 
tion von  siu^D  und  cosgo.  Man  kann  dann  setzen  Q  =  Xi-\-X2\/\. — x\ 
wo  Xi  und  Ä2  rationale  Funttionen  von  x  sind.  Das  Integral  /  geht 
dann  über  in: 

/* Xjdx /* X2dx 

"~  J   1/1—^^  i/ö+ö^  \/ä/+Fx^     J   \Ja-^hx^  \l¥Wx^ ' 

*)  Vide  §  5. 
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Das  erste  der  vorstehenden  Integrale  ist  in  I  behandelt,  das  zweite 
hat  die  Form  eines  elliptischen  Integrals. 

Ausser  den  in  I — XI  betrachteten  Integralen  hat  Legendr e  im 
Chap.  XXVII  auf  p.  178  und  p.  180  noch  einige  Integrale  reducirt,  deren 
vollständige  Ausführung  hier  zu  weit  führen  würde.  Da  die  behandel- 
ten Integrale  als  specielle  Fälle  der  in  IV  und  V  aufgestellten  Inte- 
grale erscheinen,  st)  sollen  dieselben,  von  diesem  Gesichtspunct  aus, 
hier  noch  kurz  angemerkt  werden. 

In  dem  Integrale: 

dq) 


fr- 


|/l  — cos-«  sin^^ 
setze  man: 

4    4 

l/l  —  cos^«  sin^gp  =  «/(/sin«, 
also: 

cos«  sin  gp  =  yl — y^sin«,  cos«  cos  9)  =  l/sin«|/if/* — sin«. 
Man  erhält  so:  * 

?/2(sin«)''  dy 


=-/, 


/— sin«(l+?/8)-|-(l  +  sin2«)?/*  ' 
welches  Integral  sich  auf  H^  in    V  reducirt  für: 

h  =  — sin«,    c  =  0,  und  g  =  l+sin'^«. 

Setzt  man: 

3 3 

l/l  —  cos^«  sin^g)  ==  a;(/sin«, 

so  geht  das  Integral: 

dq) 


cos^«  sin^gp 
über  in: 


^     /  a;(sin« 

~        2^/    /— 8in«.(l+a;6) 


)^dx 


-^^)+(H-sin2«)^3 

Dieses  Integral  kommt  auf  das  durch  H  bezeichnete  Integral  in 
IV  zurück,  für  a  =  — sin«,  &  =  0,  c  ==  0  und  g  =  1+sin'-«. 
Das  von   Legendre  p.  183  behandelte  Integral: 


=ff- 


cos^«  sin-^QD  , 

; ~  dW 

smgp 


V2 

nimmt  für  singp  =     ,^==r  die  Form  an: 
[/coö« 


C  ==  2l/co3«  /   -7= 

J  1/(1 


(l  — cos«  y^)dy 


-\-y^)  cos« — (l  +  cos^«)?/* 
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Das  rechts  stehende  Integral  ist  ein  besonderer  Fall  des  in  V 
untersuchten  Integrals  H^^, 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  zu  §  5  folgende  Abhandlungen  nach- 
träglich angemerkt  werden,  welche  sich  mit  der  Reduction  elliptischer 
Integrale  auf  die  Normalform  beschäftigen,  oder  Untersuchungen  über 
derartige  Integrale  enthalten. 

Heine:  Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale   in   ihre   kanonische 
Form.     (Borchardt  Journ.  t.  53  p.  199—230). 
Die  Abhandlung  enthält  allgemeine  und  ausführliche  Untersuchun- 
gen über  den  Fall,  dass  die  Constanten,  welche  in  einem   elliptischen 
Differential  vorkommen,  nicht  reell  sind. 

Müller^:  Beziehungen  zwischen  dem  Modul  der   elliptischen  Functio- 
nen und  den  Invarianten  der  biquadratischen  binären  Formen. 
(Zeitschrift  für  Mathem.  Jahrg.  18  p.  280—287). 
Eine  directe  Anwendung  der  Reductionsmethode  von  Legendre  mit 
Rücksicht  auf  die  Gränzen  des  Integrals,  enthält: 
Lindman:  De  formula  integrali 

/^ dx 
\/Bx^-\-Cx^-{-Dx+e' 

(Grunert:  Archiv  für  Mathematik.     Theil  27  p.  1 — 12j. 
Sehr  ausführlich  ist  die  Reduction  behandelt  bei 
Gudermann :  Theorie  der  Modular-Functionen  und  Modular-Integrale. 
Siebzehnter  Abschnitt.     (Grelle.  Journal  t.  23  p.  301— 353). 
Die  angewandten  Methoden,  an  sich  ziemlich  elementar,  enthalten 
schon   theilweise  Begriffe   und   Bezeichnungen    elliptischer  Functionen. 
Brioschi:  Sopra  una  transformazione  dell'  integrale  ellitico.     (Annali 

di  Matematica  t.  3  p.  216— 220). 
Genocchi:  Intorno  alla  riduzione  degl'   integrali   ellitici.     (Annali  d. 
M.  t.  6  p.  5—17). 


Note  n. 

Die  Reihen  von  Lagrange  und  Fourier. 

Da  die  Entwickelung  einer  Function  in  eine  trigonometrische 
Reihe  bei  verschiedenen  Problemen,  betreffend  die  Theta-Functionen, 
zur  Anwendung  kommt,  so  soll  eine  kurze  Herleitung  derartiger  Reihen 
hier  ausgeführt  werden.     Der   befolgte  Weg   ist   im  Wesentlichen   mit 
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dem  übereinstimmend,  welchen  Schlömilch  in  der  Schrift:  Die  Reihen- 
entwickelungen der  Differential-  und  Integralrechnung  (Dresden  1851) 
eingeschlagen  hat. 

Im  Folgenden  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Functionen  (p(po)j  V^(^)? 
f{x)  endlich  und  stetig  bleiben  innerhalb  der  Gränzen  des  Arguments, 
für  welche  sie  zur  Anwendung  kommen. 

Die  geometrische  Progression  führt,  wenn  — 1  <  ?/  <  1,  auf: 

1  —  ye^^ 
Hieraus  erhält  man  unmittelbar: 

1  /       1 1         \  ^  ysinz  _ 

%\\^ye^i      \—ye-^y  ~  1—%  cosz-f?/2  — 
?/sinz-f-?/'^sin22:-f ..., 

oder  durch  y  dividirt: 

sin2:  ^        -   . 

1 — 2?/  cos Z 4-?/^  Jmd^ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  folgt: 

/l  •  ^  /»l 


2)     arctang-^ =  ^ 

^  1 — cosz         ^~ 


minz 


Das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  1)  bleibt  endlich 
und  stetig,  wenn  der  Nenner  1 — 2yco&z-i-y'^  von  Null  verschieden 
ist.  Dieses  findet  statt,  wenn  z  innerhalb  der  Gränzen  0  und  2jr 
liegt,  welchen  Werth  auch  y  von  0  bis  1  annehmen  möge.  In  2)  wird 
folglich  0  <  z  <  2jr  angenommen.     Da  für  ein  positives  a: 

arctangß+arctang—  =  -^j  arctang  (taug  a)  =  a,  a  <  Jt 


so  ist: 


sinz  Ji  ^        (.        z\  Jt  —  z 

arctang^  =  -^  — arctang  ( tang-^  )   = 


2, 

wenn  0  <  ^  <  jr  d.i.  0  <  z  <  2jr.     Die  Gleichung  2)  wird  hierdurch: 


„.      JT — z         V^  sin?iz    ^   ^      ^  j. 
3)     —^  =  2d  —^^  0  <  z  <  2jr. 

Durch  Vertauschung  von  z  mit  jr — z  folgt: 
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4)  ^-y^(-^y-' 


2 

Es  sei: 


jr  <  z  <  jr. 


/7l  OD        . 

1 


^)     A=     i      cp^(u)2^''''"'^'''^^''^du,  i)^x^Jt, 


Da  0  <  ^+w  <  2jr,    so  lässt   sich  A  nach  3)  auf   folgende  Form 
bringen : 


)^w. 


Durch  partielle  Integration  folgt: 

^00 \ 'du  =   (— l)«--_g,(jr) ^---9)(0) 


/n 


—  /     ^  w  COS  n  (u-j-x)  du. 

0 

Summirt  man  in  Beziehung  auf  n,  wendet  die  Gleichungen  3)  und 
4)  an,  so  folgt,  wegen  der  Bedeutung  von  A  aus  5): 

(p{u)  co&n(2i-\-x)du. 


Die  gleichzeitige  Anwendung  der  Gleichungen  3)  und  4)  giebt, 
wenn  x  statt  z  gesetzt  wird  — jr  <  .c  <  jr,  0  <  .t  <  2^;  es  ist  also 
in  den  Gleichungen  6)  und  7)  0  <  a:  <  jr.     Setzt  man : 

8)     -^  I      fp(u)du-\-  I      w(ii)  ^_jCo&n(u-^x)du  =  S. 

SO    giebt   der   doppelte   Werth   von    A  aus    6)  und  7)    S  =  0,   wenn 
0  <x<jt.     Für  .T  =  0  ist : 

9)     ^  =     f\,'(u)^'^clu  =   f\xu)^clu  = 


—  f  9^(0) +2-/     <p(u)du. 
Durch  partielle  Integration  folgt  auch: 
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^du 


/n                    .  /^7t 

9)'00^ ^^  "^  —  /      9>(w)^cosm< 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  9)  zeigt,  dass: 

10)     —  /      (p{u)du-{-  I     w(u)  ^ ^co&nudu  =  —  w(i)). 

Für  X  ==  jc  geben  die  Gleichungen  4)  und  5): 

11)  J  =  f\xu)^{-i)'''^äu  =  -  f\'(u)^ 

Wendet  man  wieder  die  partielle  Integration  an,  so  ist  auch: 

/7t 
q)'(u)  ^(— 1)" du  = 

/7t  p7t 

^(w)^]^( — xy^o^nudu  =  —   /     9(w)^yCosw(w+:7r)c?w. 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 

I        p7t  y^Tt 

12)  —  /      q){u)du-{-  I      cp{u)^^coBn{u-\-Jt)du  ==  -^(p{ji). 

Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  8),  11)  und  12)  giebt: 
/  ^  =  0,  0  <  X  <  jr. 

13)     1^  =  f  ^W»  ^^  =  ö. 
I  5'  =  -^(p{ji\  X  =  Jl, 
In  dem  Integrale: 

/7t                          QO          .             /                      s. 
,.  .  v^sin/i(?^ — x)  . 
^(^)2d n ^^' 

liege  X  zwischen  den  Gränzen  0  und  Jt,  Man  zerlege  das  Integral 
in  zwei  andere  mit  den  Gränzen  (Xj  jt)  und  (0,  x).  Da  im  zweiten 
Integrale  w<a;,  so  setze  man  s>'mn{ii  —  x)  =  — sinwCa;- — u).  Man 
erhält  so: 

15)  i/=    /    H^\u)2d \ ^-du-   I    ^\u)2J ^- 'd^' 
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Im  ersten  Integrale  ist  0  <  w  —  x  <  jt,  im  zweiten  0  <  .t' — ?^  <  Jr. 
Wendet  man  also  die  Reihe  3)  an,  so  wird  der  Werth  von  B\ 

16)     ^  =   /      ^W 2 /      ^^"^ 2 "" 

^^  /     ^\u) du  —  ^^Y^  /     (p\ii) du—  ^  I     (Pill) udu  = 

Aus  14)  oder  15)  erhält  man  durch  partielle  Integration: 

/»7t 

B  =  95(jr)  >.(— 1)'^-! 1-^(0)^ — -     =  /  <p{ii) com(u—x)dii, 

^0 


d.  i.  nach  3)  und  4): 
17)     ^=|(p(jr)+^ 


X  C" 

—  QD  (0)  —  /      (p  (u)  COS  n{u — x)  du. 


2 

Setzt  man: 

l     f  /»7t  ^ 

18)     ^  /      (p{u)du+  j      (p{u) ^^Q>o^n{u — x)du  =  ^'i, 
*/)  •/)  ^ 

so   giebt   der    doppelte  Werth   von  B  aus    16)  und  17)  S^  =  3t(p{x\ 
wenn  0  <  o;  <  jr.     Da  die  Werthe  von  S  und   S^  aus  8)  und  18)  zu- 
sammenfallen für  X  =  0  und  x  =  jr,  so  ist: 
Si  ==  JZ(p  (.t),  0  <  :c  <  Jt. 

^1  =  1^(0),  ^  =  0. 

S^   =  —  (p{jt\  X  =  Jt. 

Stellt  man  diese  Relationen    mit   den  Gleichungen  13)  zusammen, 
so  folgt  durch  Addition  und  Subtration: 

Si-i-S  =  Ji(pix)j  0  =  x^Ji, 
Si — S  ==  J€Cp{x)y  i)  <Cx<,jc. 
Die  Substitution  der  Werthe  von  S  und  S[  aus  8)  und  18)  führt 
auf  die  folgenden  Reihen,   welche    unter   dem  Namen    der  Reihen  von 
Lagrange  und  Fourler  bekannt  sind. 


19) 


/7r  _  /»TT 

(p{u) du -\- 2 ^^ cos nx  1     (p (u)  cos 7iu  du,  0~x^  jr. 
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/n 


20)     jt(p(x)  =  l^^^mnx  j     q){u)smnudUy  0<Cx<Cjt. 


Man  setze  x  ==  — z.  in  den  Inteerralen  rechts  u  =  — ,  die  Glei- 
chun^en  19)  und  20)  werden  dann: 

fjtz\  r      [üiv\ ,    ,  ^  v^       niiz  P     fjiv\       njtv  , 

oder  ^f  — )  =  ^{z)  und  x  statt  z  gesetzt: 

tl){v)dv-\-22^G0B /     ipiv)cos, dVj  0^x=a. 

dt  Oj 

''^t^         ilJtX     i  TlütV 

22)  a\p(x)  ==  ^^si^ /      ^(^)  si^ ^^>  0<x<a. 

/'(x)-\-f( x) 

In  der  Gleichung  21)  nehme  man  ipix)  =    ^ ,   in  22) 

rM f{ x) 

ipix)  =  r —.     Da  nun  allgemein: 

F(v)/'{—v)dv  =     /    F{—v)/'{v)dVy 
so  geben  die  Gleichungen  21)  und  22): 


/'{x)-n-x) 


2 


2   /    /C?^) dv-{- 2^0,0^—  I    f{v) cos  —  </t;, 
7j  sm /     /m  sin  ■ —  dv. 


Aus  der  Summe  dieser  Gleichungen  erhält  man: 

x  —  V 


fiv)  dv -h2y^  I    /•(?;)  cos  ^ 


^y  — a 

Setzt  man  rechts: 


2cosa  =  e««+^~-«^, 
so  ist  auch: 
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/'iv)dv-{-y^e  ^     /    /'{v)e     ~~^ dv-\- 

^e       ^     /    /'iv)e  «  dv. 

Nimmt  man  in  der  ersten  Summe  rechts  7i  =  m,  in  der  zweiten 
n  =  — 77ij  so  ist  einfacher: 

1a fix)  =      ^     e  ""     I   f{v)e~^^ dv. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  die  allgemeine  Entwickelung: 

m  ==  Qo  mnxi 

22)    fix)  ==       y]     Ame  "^  \ 


wo: 

rnnvi 
23)     2a  ^^  =    /     /•(t;)e        ^    ^y. 


/ 


Bedeutet  i^  eine  unbegränzt  zunehmende  Zahl,   so   giebt  die  Glei- 
chung 19)  für  x  =  0: 

u 
n         sin(2j^4-l)y 

iu) du. 

.    u 


/n  ^  pn 

^)iu)\\-\''l^^Q,Q^'mi\iM  =  j     fp 
h 


Setzt   man   im  Integral  links  -^  =  v^   ferner   g)(2i;)  =  ^(t;),   so 
folgt: 

24)     -^  t/;(0)  =    I        ipiv) ^.^y       Jz;,   (x^  =  ^). 


0 

Ist  t/^(f)  =  /(i^+z),  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 


f /U)  =    /       fiv^-z) ::..'.  ''"  dv,     iv=oc). 


v+z),  S( 

/  smi^ 

ot;\     /r  Z*"^/-/     .     X  sin(2r-|-l)w 

25)      C  =    I       fiu  -h  2:)  : —  du, 

I  ^         sin?<  ' 

wo  V  eine  ganze,  positive  Zahl   bedeutet.     Man   zerlege  C  in   eine  un- 
endliche Reihe  von  Integralen,  indem  man  setzt: 


Es  sei: 
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i27r         /»37r 


V    V    ""■ 


0  ^Tt  ^-"In 

Im  ersten  Integrale  rechts  substituire  man  u  ==  w,  im  zweiten 
u  =  JT  +  Wj  im  dritten  u  ==  2jt-{-w  u.  s.  f.  Die  Gränzen  der  sammt- 
lichen  Integrale  werden  dann  0  und  jr.  Vereinigt  man  dieselben  zu 
einem  Integral,  so  nimmt  C  folgende  Form  an: 

'  sinw; 


/7t 


Das  Integral  rechts  zerlege  man  in  zwei  Integrale  mit  den  Grän- 
zen ( 0)  "^  )  und  l—jjtj.     Im  ersten  Integral  substituire  man  ?p  =  v, 
im   zweiten   w  =  jt  —  v.     Die   Gränzen    beider   Integrale    sind    dann 
Ihre  Vereinigung  giebt: 


(0. 1) 


n 
26)     C=    1    \ivfj^^i;+^  äv, 


=/ 


smf 

0 


27)     F{v)  =  /(z;+2)+/(jr+i;+^)+/'(2jr+t;+z)+... 
'\-f(ji—v-{-z)+/'{2jr—v-{-z)+,.. 
Man  lasse  ?^  unbegränzt  zunehmen,  nach  24)  geht  dann  die  Glei- 
chung 26)  über  in: 

d.i.  nach  27):  ^  == -^ 

^  ==  f  [/•W  +  2  ]^  /(r:7r-h^)1. 
r=  1 
Substituirt  man  den  Wertli  von  C  aus  25),  so  erhält  man  folgende 
Gleichung,  welche  von  Lejeune-Dlrichlei  herrührt: 


lim 


Es  ist  dieses  die  Gleichung,  welche  im  §  17  zur  Anwendung  ge- 
kommen ist. 

Ist  a  eine  beliebige  Quantität,  so  giebt  die  Gleichung  19), 

gesetzt : 

^ax_^^—ux  I  ^-^         ,^^acoswa;    ^^    ^ 

Für  o;  =  jr  und  .t  =  0  erhält  man  hieraus: 
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28)     JT 


»«Tt  I  g — an 


«2-fn2 


jr 


1 


2;^ 


fi(— ir« 


Die  Differenz  dieser  Gleichungen  giebt: 
an 

"2"  '^ 

üi .  =  4^ 


an 
e^^  — e 


a 


an 
oder  a  mit  2a  vertauscht: 


29)     jt 


an 
T 


-an 


mäa'^-\-{27l-\)' 


Mn 


■^e 


-^4a24-(2?z— 1)'^ 


In  28)  und  29)  setze  man  ajt  =  ßf  und  multiplicire   auf  beiden 
Seiten  mit  ßj  dann  folgt: 

eß'+e-ß'  1    _,V._'*'' 

eßt—e-ßt  t 


ß 


22 


,ßt. 


■ßt 


QO 

V 


ßH 


"^  eß^-\-e—^^  ^4i32f^+(2/^— l)2;7r2* 

Diese  Gleichungen  mit  dt  multiplicirt,  nach  t  zwischen  den  Grän- 
zen  0  und  1  integrirt  geben: 


log 


^'^       2ß 

eß-\-e—ß 


X       (2«- 
Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  ist: 

eß-^e-ß  _    ff(,^E\    eß+j-ß  _    fff,,_JßL\ 

In  Folge    der  Ableitung   ist   ß  ganz   arbiträr.     Nimmt   man   ß  = 
ai — 1)  =  i(a-\-bi)j  so  folgt: 


Äa+M)i_^-ia^hi)i         gi,j  (^_|_^^.) 


2i{a-^bi) 
g{a  +  bi)  /  _|_  g—  (« + hi)  i 


=  // 


cos 


OD 

{a^bi)  =  // 


«-HA2' 

7l-\-üz) 


(_a±bi__y' 


Es  sind  dieses  die  Gleichungen,  welche  zur  Reduction  der  unend- 
lichen Doppelproducte  des  §  10  zur  Anwendung  gekommen  sind. 


448 


Note  m, 

Transformationen  einiger  unendlichen  Producte  in  Reihen. 

In  §  12  ist  zur  Darstellung  einiger  unendlichen  Producte  in 
Reihen  das  einfache  Princip  der  Zerlegung  in  Partialbrüche  angewandt. 
Allgemeinere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  hat  Heine  gege- 
ben in  einer  Abhandlung,  welche  eine  Verallgemeinerung  der  sogenann- 
ten hypergeometrischen  Reihe  enthält.  (Grelle.  Journ.  i  34  p.  307). 
Eine  bemerkenswerthe,  hierauf  sich  beziehende  Gleichung,  ist  in  t.  39 
des  Journal  v.  Grelle  p.  124 — 125  mitgetheilt.  Eine  weitere  Darlegung 
der  geistreichen  Resultate  würde  hier  zu  weit  führen. 

Die  Entwickelung  des  in  §  15  aufgestellten  unendlichen  Products 
hat  Gauss  auf  folgende  Art  ausgeführt  in  einer  Notiz,  welche  den 
Titel  trägt:  Varia  Imprimis  De  Integrali 

du 


A 


und   vom  November  1799    herrührt.     (Gauss,   Werke   t.  3  p.434).     Es 
sei: 

{\+qz)  (\+qH)  {\+q^z)...{\-{-qz-')  {\+qH-^)  {i+q^z-')...  = 

...  +-.  +  ^+P+Qz  +  Rz^+... 

z^      z 

Setzt  man  zq^  statt  z,  so  wird  das  links  stehende  Product  repro- 
ducirt,  dividii't  durch  qz.     Hieraus  folgt: 

Z^        z 

Gleiche  Potenzen  von  z  führen  auf  folgende  Gleichungen: 

q  '    q^         ^^    q^  ' 

oder:  Q  =  Pq^  R  =  Pq\  S  =  Pq^,...,' 

Es  ist  folglich: 

1)     (l+qz)  i\-i-q'^z)...{l-{-qz-^)  (1+^3^-^)...  = 
Pll+q{z  +  z-')-i-qHz^+z~')-\-qHz^-hz-')+.,.]. 
Ganz   ähnlich    wird    das  Quadrat    des    links    stehenden   Products 
entwickelt. 

Die  Bestimmung  der  Constanten  P  ist  nicht  ohne  einige  Schwimg- 
keit,  wie  aucli  Jacobi  bemerkt  hat.  (Fundamenta  p.  178)  Man  ver- 
gleiche liierüber  die  folgende  Note. 
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Mit  unendlichen  Producten,  wie  das  in  der  Gleichung  1)  enthal- 
tene, hat  sich  Caucliy  in  den  folgenden  Abhandlungen  beschäftigt, 
welche  gleichzeitig  Anwendungen  der  sogenannten  Residuen-Rechnung 
enthalten. 

Memoire  sur  une  certaine  classe  de  fonctions  transcendantes  lides 
entre  elles  par  un  Systeme  qui  fournissent  comme  cas  particuliers, 
les  developpements  des  facteurs  elliptiques  en  series.  (Comptes 
Rendus  1843  t.XVII  p. 640— 651.) 

Memoire  sur  les  factorielles  geometriques.     (ib.  693 — 703). 

Memoire  sur  les  fractions  rationelles  que  Ton  peut  extraire  d'une 
fonction  transcendante,  et  specialement  du  rapport  entre  deux  produits 
de  factorielles  reciproques.     (ib.  921 — 925). 

Memoire  sur  les  fonctions  qui  servent  ä  decomposer  en  fractions 
rationelles  le  rapport  entre  deux  produits  de  factorielles  reciproques. 
(ibid.  1159—1164). 

Als  Supplement  zu  diesen  Abhandlungen  dient: 

Note  sur  les  proprietes  de  certaines  factorielles  et  sur  la  d^com- 
position  des  fonctions  en  facteurs.  (C.  R.  1844  t.XIX  p.  1069— 1067). 


Note  IV. 

Theorem  über  die  Theta-Functionen.     Transformation  einer  Reihe  in 

ein  Product. 

Legt  man  die  Reihen  des  §  16  als  Definitionen  der  Theta-Func- 
tionen zu  Grunde,  so  kann  man  nach  dem  Vorgange  von  Jacohi  auf 
folgende  einfache  Weise  umgekehrt  von  den  Reihen  zu  den  Producten 
tibergehn. 

Die  Gleichung  22)  der  Note  II  giebt  für  a  =  jt: 

1)      f{x)   =         ^       Am  e"*^*. 
m  ==  — Qo 
Mit   Hülfe   dieser   Gleichung   ergiebt   sich   sehr   leicht    der   Satz: 
„Jede  Function,  welche  der  Bedingung: 

f{x-{-i\o^q)  =  —q~^  e^"^' f{x) 
genügt,  ist  von  der  Form  ^  ö'(a^)-f-^^i(^),   wo  A  und  B   von  x   un- 
abhängig sind." 

Die  bemerkte  Bedingung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  1)  giebt: 

Enueper,  ellipt.  Functionen.  29 
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00  oo 


•^^  OD  go 


g{m-{-2)xi^ 


oo 


In  der  Summe  rechts  m  mit  ?n  —  2  vertauscht  giebt: 

Da  X  arbiträr  ist,   so  kann   diese  Gleichung   nur   stattfinden  für: 
Amq~^  =  — q~'^  Am~2.     Je   nachdem   m  grade   oder  ungrade   folgt 


hieraus ; 


A%r    ==    ~-q^''-^Air-2,    Azr-^l    =    —  ^^r^. 


2r— 1 


Diese  Gleichungen  führen  auf: 

A,r  =  (-ir/'^o,  ^2.+i  =  (-ir/^+^^,, 

wo  ^0  ^^nd  Ai  beliebige  Constanten  sind.     Die  Gleichung  1)  wird  für 
die  vorstehenden  Werthe  der  Coefficienten : 

—  QO  —  oo 

Für  Aq  =  A  und  Ai  =  — iBq\  ist  einfacher: 
f{x)  ==  Ad'(x)-{-B^,{x\ 
was    die   zu    beweisende    Gleichung    ist.     Jenachdem   /( — x)  =  f{x) 
oder  f{—x)  =  —f{x)  ist  f(x)  =  A&(x)   oder  /(^  =  Bß^i^x).*) 

Nach  §  16  ist: 

Für  a:  =  0  folgt  hieraus: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ß(x)  verschwindet  für 

2fi 1 

X  =  ± — ^ — i^ogqy  oder  für  ±2xi  ==  (2n — l)log^  =  log^'^"~^ 

d.  h.  also  wenn : 

^±2xi  _  ^2n-l  ^^gj.  i   _  ^2n-\^±2xi^ 

Hieraus  folgt,  dass  1  — ^^«-igSxi^  i_^2«-i^-2xt  f^actoren  von 
'8'{x)  sind,  in  welchen  w  alle  ganzzahligen,  positiven  Werthe  annehmen 
kann.  Bezeichnet  man  das  Product  aller  dieser  Factoren  durch  f(x\ 
80  ist: 


*)  lieber  den  bemerkten  Satz  vergleiche  man: 

Extraits  de  deux  lettres  de  M.  Ch.  Hei^mite  ä  M.  Jacoht.  Crelle.  J.  t.  32 
p.  284. 
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7/(1  —  2^2«-i  cos2a:+^*"-2). 
1 
Diese  Gleichung  giebt: 

f{x  +  i  log  q)    =    J£{\  —  ^2«-3  e^^»)  (1  —  (5^2«+l  ^-2xt)    = 

yEt-^  II{^  —^2«-^  e^^O  (1 — ^'"-'  ß-'^o  =  —$-'  e2^»yw. 

Da  nun  nach  2)  /( — x)  =  f{x\  so  unterscheidet  sich  f{pc)  von 
■d^ix)  nur  durch  einen  Factor,  welcher  von  x  unabhängig  ist.  Mit 
Rücksicht  auf  2)  folgt  also: 

QO 

3)      ^  {x)  =  F{q)  7/(1  —  2^2«-!  cos  2x+ q'^-^) , 
1 
wo   F{q)    eine    Function   von    q   ist.     Dieses    ist   dieselbe    Gleichung, 
welche   nach  Note  III   Gauss   auf  umgekehrtem  Wege   gefunden   hat, 
für  z  =  —  e^^»  und     P.F(q)  =  1. 

Zur  Bestimmung  von  F(q)  dienen  die  Gleichungen  18)  von  §  20, 
nämlich ; 
Mx,  q)  =  ^3(2^:,  q')^H^x,  q^\  i^(x,  q)  =  ^3(20:,  q^)-x%{2x,  q% 

Für  X  =  -r  erhält  man  hieraus: 
4 

4)  *3(f,  *)  =  *(f,  *)  =  *(0,4*). 
Nach  3)  ist: 

1 
also  q*  statt  q  gesetzt: 

OD 

5)  *(0,?*)  =  Fig*)IIi^-Q"'~*y- 

1 
Jt 

Für  ^  =  X  ^^®^*  ^^®  Gleichung  3): 

6)  *(f-  *)  =  ^(?)7/(i+**"-^). 

Da  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6)  nach  4)  einander 
gleich  sind,  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  F{q): 

oder : 

29* 


452 

In  17(1  —  ^^"-^)  unterscheide  man  die  graden  und  ungraden 
Werthe  von  7iy  so  dass: 

77(1-*'"-')    =  //■(!  -^8.-2)  (l_^S.-0)^ 

oder  rechts  wieder  n  statt  r  gesetzt: 

7/(1  —  ^'"~')  =  7/(1  —  ^'"~')  (1  —  ^'""O- 
Die  Gleichung  7)  wird  hierduch: 

8)      F(q)  =  F{q')JJ(\  —  r/«"^)  (1  —  q^^~')  (1  —q^^-^). 
Es  sind  alle  graden  Zahlen  in  einer  der   vier  Formen   enthalten: 
Suj  8n  — 2,  8n  —  4,  8?^  — 6.     Multiplicirt   man   die   Gleichung   8)   auf 
beiden  Seiten  mit  77(1 — q^^),  so  lässt  sich  der  Factor  von  F{q^)  auf 
der  rechten  Seite  einfach  schreiben  77(1 — q^").     Man  erhält  so: 

^'(*)/7(i -!?'»)  =  ^(*o//(i -«'"), 

oder: 

n^)        _        F{q') 
n(l-^q^^)         77(1— ^8,.)* 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt,  dass  jede  Seite  constant 
ist.  Nimmt  man  ^  =  0,  so  reducirt  sich  jede  Seite  auf  -7X0),  es  ist 
also  F{q)  =  7^(0)77(1  —  ^2«)^  Für  ^  =  0  ist  also  ^(:i:,  0)  =  1. 
Die  Gleichung  3)  giebt  dann  1  =  7^(0),  hieraus  folgt  schliesslich: 

'P(?)  =  77(i-rt 

und  noch  3): 

9)      d^ix)  ==  ff(\—q'^)//{l—2q''^-Uo&2x-\-q'^-'). 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  wieder  die  unendlichen  Doppel- 
producte  herstellen,  welche  im  dritten  Abschnitt  als  Zähler  und  Nenner 
der  elliptischen  Functionen  auftraten.  Da  die  Ausführung  keine  be- 
sonderen Schwierigkeiten  darbietet,  so  soll  dieselbe  hier  der  Kürze 
halber  übergangen  werden. 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Transformation  einer  Reihe  in 
ein  Product,  mittelst  der  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange  rührt  von 
Jacohi  her,  welcher  eine  directe  Verification  zwischen  Reihe  und  Pro- 
duct, indem  er  jeden  dieser  Ausdrücke  logarithmiscli  differentiirte,  zum 
Gegenstande  einer  interessanten  Abhandlung  gemacht  hat.  Man  ver- 
gleiche hierüber:  „lieber  die  unmittelbare  Verification  einer  Fundamen- 
talformel in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  enthalten  in 
Crelle's  Journal  t.  36  p.  75 — 80,  oder  auch  Jacohi:  Mathemat.  Werke 
II.  p.  7—12. 
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Nimmt  man  in  der  Gleichung  1)  von  Note  III  z  ==  — e^^\  so 
ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  der  Gleichung  9): 

p=_J 

/7(1— ^2n) 

Da  z  in  der  No^^e  III  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen  hat,  dass 
Product  und  Reihe  endliche  Werthe  haben,  so  gilt  in  Folge  davon  die 
Gleichung  9)  für  ein  beliebiges  reelles  oder  complexes  x. 


Note  V. 

Ueber   einige   Folgerungen  Jacobi's   aus   dem   Additionstheorem   der 
elliptischen  Functionen  durch  Combinationen  der  betreffenden  Gleichun- 
gen und  Integration. 

In  der  Abhandlung  „Sur  la  rotation  d'un  corps"  hat  Jacohi 
(Grelle  Journ.  t.39  p.  325,  Werke  II,  p.  171)  ein  System  von  16  Glei- 
chungen aufgestellt,  von  denen  12  je  zwei  der  Functionen: 

sinam(a+&),  cosam(a-|-&),  Jam(a-j-&) 
enthalten,  während  in  den  vier  übrigen  sämmtliche  drei  Functionen 
vorkommen.  Diese  Gleichungen  sind  mehrfach  abgeleitet  worden  z.  B. 
von  Broch  in  der  Abhandlung  „Sur  les  formules  d'addition  des  fonc- 
tions  elliptiques  de  M.  C-G-J.  Jacobi"  (Comptes  Rendus.  t.59  p.99 — 1004) 
und  BjÖrUng  „Notes  sur  les  formules  d'addition  des  fonctions  ellipti- 
ques" (Grunerts  Archiv  f.  Math.  t.  47  p.  399—402). 

Aus  den  Gleichungen  für  cos  am  («-{-&)  und  Jam(aH-&)  ergiebt 
sich  leicht  die  folgende  Gleichung: 

1)  cosam'(a+&)+sinam«  sinami  Jam(a+^)  ==  cos  am a  cos  am  &. 
Vertauscht  man  a  mit  a  —  &,  darauf  — h  mit  &,  so  folgt: 

2)  cosamZ?  cosam(a4-^)+sinam&  Jam«  sinam(ö5-|-&)  =  cosam«. 
Durch  Vertauschung  von  a  und  h  folgt  hieraus: 

3)  cosam«  cosam(a+^^)  +  sinama  Jam/?  sinam(a+&)  =  cosamö. 

Wird  in  der  Gleichung  1)  a  durch  a-\-K  ersetzt,  so  geht  dieselbe 
über  in: 

4)  Jama  sinam(a+&)  —  sinama  cosamft  Jam(ö5+&)  =  cos  am«  sin  amb. 

Durch  Vertauschung  von  a  mit  b  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

5)  Jamft  sinam(a-|-&) — sin  am ö  cos  am«  Jam(aH-&)  =  cosam6  sin  am«. 

In  der  Gleichung  4)  setze  man  « — &  statt  i,  dann  h  statt  — &, 
es  ist  alsdann: 


454 

6)  Binam&  co8am(«H-&)  —  cos  am  *  J  am«  cos  am  («-}-&)  = 

—  sin  am«  /dam(ö-|-fe). 
Durch  Vertauschung  von  a  mit  h  folgt  hieraus: 

7)  sinama  cosam(«-f-^)  —  cosam«  Jamft    cosam(«H-^)  == 

—  sin  am  ^  Jam(a+^). 

In  der  Gleichung  4)  vertausche   man  h  mit   h  —  a   und   darauf  a 
mit  — «,  man  erhält  so: 

8)  — cosam«  sinam(a-f-&)+sinam«  Jam&  cosam(a-f-^)  = 

—  sinamft  Jam«. 

Diese  Gleichung     führt  durch  Vertauschung  von  a  mit  h  auf: 

9)  — cosamft  sinam|(«+^)  +  sinam&  Jama  cosam(a-|-&)  = 

—  sin  am«  Jamö. 

Ersetzt  man  in   der  Gleichung  1)   a   durch  a-^Ky   b  durch  h-\-Ky 
so  findet  man: 

10)  Asima  Jamft  cossim{a-\rb)+k^^8msima  sinamft  == 
cos  am«  cos  am  &  Jam(a-|--^)- 
In    der   vorstehenden  Gleichung   a  —  b   statt  a,  dann  — b  statt  b 
gesetzt  führt  auf: 

11)  Jama  cosam^  cosam(«+^)4-^'^sinam&  sinam(«+&)  = 

cosam«  zlam&  Jam(«+^). 
Durch  Vertauschung  von  a  mit  b  folgt  hieraus: 

12)  Jam&  cosam«  cosam(«-f^)-f^'^sinamö5  sinam(«4-&)  = 

cos  am  &  Jam«  J  am  («+&). 
Zwischen  den  Gleichungen  1)  und  10)  eliminire  man  das  Product 
sin  am«  sin  am  &,  man  erhält  dann  die  merkwürdige  Gleichung: 

13)  zfam«  Jam&  Jam(«+??)  —  ^^cosam«  cosamJ  cosam(a+?>)  =  k^\ 
Werden  a  und  b  hierin  durch  a-f-Ä"  und  ^+if  ersetzt,  so  folgt: 

14)  Jam(«+^)+^^sinam«  sinamft  cosam(a+&)  =  /l&ma  Asuab. 
Setzt   man   a  —  b   statt  a   und  darauf  — b  statt  &,   so   giebt  die 

vorstehende  Gleichung : 

15)  Jamö  Jam(a-f-&)+Ä-2sinam&  cosama  sinam(«+&)  =  Jam«. 
Durch  Vertauschung  von  a  mit  b  erhält  man  schliesslich  aus  der 

vorstehenden  Gleichung : 

16)  Jam«  J  am  («+&)+ ^2  gin  am«  cos  am  &  sin  am  («+/;)  =  z/am&. 
Dieses  sind  die   16  Gleichungen  Jacob fs   in   etwas   verschiedener 

Anordnung  wie  sie  BjÖrling  abgeleitet  hat.  Es  verdient  bemerkt  zu 
werden,  dass  die  Gleichung  13)  sich  schon  bei  Giietzlaff  in  einem 
kleinen  Aufsatze.  „Aequatio  modularis  pro  transformatione  functionum 
ellipticarum  septimi  ordinis"  findet.  (Grelle.  Journ.  1. 12  p.  173). 

In  der  Abhandlung  „Formulae  novae  in   theoria  transcendentium 
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ellipticarum  fundamentales"  (Grelle.  J.  t.  XV  p.  199— 204)  hat  JacoU 
durch  ein  sehr  einfaches  Integrationsverfahren  eine  merkwürdige  Re- 
lation zwischen  Sinus  Amplitudinis  aufgestellt,  für  welche  Richelot 
(ibid.  p.  201)  einen  directen  Beweis  gegeben  hat. 

Setzt  man  im  Zähler  von  sin  am  («-{-/?)    a  =  w+a,  /3  ===  u+by  so 
lässt  sich  derselbe  schreiben: 

8inam(w-j-«)  cosam(M+&)  ziam(w-h^) 
-j-sinam(w+&)  cosam(w-|-«)  ^am(^^^-a) 

,    ,    .  </sinam(M-j-&)  ,    .         ,    .  -^</sinam(w+a) 

=  sinam(w+a) ; \-Bmsimiu-j~o) ~ 

du  au 

d8msiin{u-\-a)  ^msimiu'\-b) 

du 

Setzt  man  ferner  im  Zähler  von  sinam(a-|-^)  a  =»  Uy  ß  =  u+a-\-bf 

so  lässt  sich  derselbe  auf  die  Form  bringen: 

d  sin  am  w .  sin  am  (w + a  -}-  b) 

du 

Die  Gleichung  beider  Werthe  von  sinam(2?^4-a+&)  giebt: 

damsLm(u-\-a)  sinam(w-f-&) 

du 


1  —  ^2  gin^  am  (u + ä)  sin^  am  (u + b) 
<?sinamw  Binam(w+«+&) 


du __ 

1 — Xr^sin^amw  sin^am(w-hflf-f-^) 
Integrirt   man   in  Beziehung   auf  u  von   u  =  0   bis   u  =  Uy   so 
folgt,  wenn  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht: 

l+^sinam(w+ö5)  8inam(w+&)   1 — /rsinama  sin  am ^  

1 — /rsinam(w4-a)  8inam(w-|-&)*  1+^sinama  sinamö 
1+^sinam^  sinam(^^4-ct+^) 
1 — Ä:sinamw  sinam(w+a+^) 
Diese  Gleichung  entwickelt  giebt: 
17)  sinam«  sinamö+sinamw  sinam(?«4-«-|-^) — sinam(M-|-ö5)  sinam(w-h&) 
=  /f^sinama  sinam&  sinam(w4-a)  sinam(w-|-&)  sinamw  sinam(w-fa-f-ft). 
Vertauscht  man  m,  a,  b  respective  mit  ui^  ai,  biy  ferner  k  mit  dem 
Complementärmodul  /f',  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

/tangama  tangam^+tangamw  tangam(z«-f  a+^)  — 
^v     j  tangam(w-|-a)  tangam(w-f-^)  = 

^     ^  /r'2  tang  am a  tang am b  tang am {u + a)  tang am {u-\-b)X 


tangamw  tangam(w4-a+ö). 
Von  der  Gleichung  17)  „quae  est  formula  nova,  maximi   momenti 
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per  totam  tlieoriam  functionum  ellipticarum"  hat  Jacohi  Anwendungen 
auf  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  gemacht.  Der  directe  Beweis, 
welchen  Richelot  von  der  Gleichung  17)  gegeben  hat,  beruht  auf  der 
folgenden  sehr  einfachen  Betrachtung.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

sin'-^ama  ==  x^  sin'^amjS  ==  ?/,  sin^amy  =  z, 
80  ist  nach  §  24: 


19) 


sin  am  {a  -}-  /?)  sin  am  (a — ß)  = 
sin  am  (/-h«)  sin  am  (y — ä)  = 
sinam(/?-f-7)  sin  am  (/9 — y)  = 


X- 


1  • —  k'^xy ' 

z  —  X 
1—k'^xz' 
y  —  z 


1  —  khjz ' 

Bildet   man    die    Summe    dieser   Gleichungen,    bringt   rechts    die 
Ausdrücke  auf  denselben  Nenner,  so  ist: 

20)     sin  am  (a + ß)  sin  am  {a — ß)  +  sin  am  (y + «)  sin  am  (y  —  a) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist   auch   gleich   dem  Producte 

der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  19)  multiplicirt  mit  — ä:^,  also  auch 

gleich  dem  Producte  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  19)  multiplicirt 

mit  —  k^\     Die  Gleichung  20)  führt  hierdurch  auf  folgende  Gleichung : 

sin  am  («+/?)  sinam(« — ß) — sinam(y+a)  sin  am  (y  —  a)-\- 

sinam(/9-f-y)  sinam(i3 — y)  = 

—  k'^Bmsim{a-\-ß)  sinam(« — ß)  sinam(y+«)  sin  am  (y — a)  X 

sinam(/9-f-y)  sinam(^ — y). 
Diese    Gleichung    fällt    mit    der    Gleichung    17)    zusammen    für: 
a-\-ß==ay  a — ß  =  b^  y-\-a  =  u-{-a-^bj  also  y — a==Uy  ß-{-y  =  u-}-ay 

ß—r  =  —{u+b). 


Note  VI. 

Das  Theorem  von  Fagnano.    Die  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen. 
Theorem  von  Landen. 

Mit  dieser  Bezeichnung  ist,  wohl  namentlich  nach  Legendrej  ein 
geometrischer  Satz  belegt  worden,  dahin  lautend,  dass  auf  dem  Um- 
fange einer  Ellipse  sich  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  Bogen  bestim- 
men lassen,  deren  Differenz  durch  eine   gerade  Linie   ausdrückbar  ist. 
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Der  Versuch,  Bogen  von  Curven,  welche  Bogen  nicht  superposabel  sind, 
mit  einander  zu  vergleichen,  ist  schon  vor  Fagnano  gemacht.  In  der 
folgenden  Note  sind  einige  Beispiele  mitgetheilt  von  Curvenbogen,  die 
sich  nicht  auf  einander  legen  lassen  und  doch  gleiche  Länge  haben, 
oder  deren  Differenz  sich  durch  die  Differenz  zweier  Geraden  ausdrüc- 
ken lässt.  Was  die  Entdeckung  Fagnano's  besonders  merkwürdig 
macht  und  sich  bei  Legendre  nicht  hervorgehoben  findet,  ist  die  Weise 
wie  Fagnano  seinen  Satz,  oder  besser  seine  Sätze,  mit  Hülfe  von  Be- 
trachtungen herleitet,  welche  eine  bemerkenswerthe  Analogie  mit  dem 
Verfahren  zeigen,  welches  der  unvergleichliche  Euler  bei  dem  Addi- 
tionstheorem der  elliptischen  Integrale  angewandt  hat.  Bei  der  emi- 
nenten historischen  Bedeutung  der  Untersuchungen  von  Fagnano  ist 
es  wohl  am  Besten  die  eigenen  Worte  des  hervorragenden  italienischen 
Mathematikers  anzuführen.  Es  sei'  noch  bemerkt,  dass  sich  über  das 
Leben  und  die  Arbeiten  des  Conte  di  Fagnano  (geb.  zu  Sinigaglia 
26.  September  1682,  gest.  1766)  eine  Reihe  vorzüglicher  Aufsätze  findet 
in:  Bulletino  di  bibliographia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche   publicato    da  B.  Boncompagni.     Roma  1870.     T.  III  p.  1 — &^. 

Die  betreffenden  Resultate  seiner  Untersuchungen  hat  Fagnano 
zuerst  mitgetheilt  in:  Giornale  de  'Letterati  d'Italia.  Tomo  Ventesimo 
sesto.  Anno  MDCOXVL  Venezia  MDCCXVL  pag.  266—279.  Das 
„Giornale"  enthält  in  seinen  verschiedenen  Bänden  eine  Reihe  mathe- 
matischer Mittheilungen  von  Fagnano^  welche  nebst  andern  Arbeiten 
später  gesammelt  erschienen  unter  dem  Titel:  Produzioni  Matematiche 
Del  Marchese  Giulio  Carlo  De'  Toschi  Di  Fagnano.  Pesaro  MDCCL. 
2  vol.  in  4^^.  Auf  dem  Titel  jedes  Bandes  befindet  sich  innerhalb  einer 
Vignette  eine  Lemniscate  mit  der  Ueberschrift  „Deo  Veritatis  Gloria", 
durch  welche  Curve  die  Entdeckungen  von  Fagnano  angedeutet  sind, 
welche  er  selbst  für  seine  bedeutendsten  gehalten  hat.  Die  Aufsätze 
im  „Giornale"  sind  von  dem  Verfasser  mit  der  Unterschrift  Fagnani, 
dem  Plural  von  Fagnano^  als  „Patrizio  Senogagliese"  versehn. 

Im  Tomo  Secondo  p.  336  findet  man : 

Teorema 

Da  cui  si  deduce  una  nuova  misura 

Degli  Archi  EUitici,  Iperbolici  e  Cicloidali. 

Ne'  due  polinomj  infrascritti  X,  e  Z,  e  nell'  equazione  (1)  le 
lettere  K,  l,  /,  ^,  rappresentino  quäl  sivoglia  quantitä  costante. 

Jo  dico  in  primo  lucgo,  che  se  nell'  equazione  (i)  l'esponente  s 
significa  l'unitä  positiva,  l'integrale   dell'   aggregato    de'    due   polinomj 

X-\-Z  e  uguale  a /- . 

\l-fi 
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Jo  dico  in  secondo  luogo,   che  se   nella   medesima   equazione  (1) 
responente  s   esprime   l'unitä    negativa,  allora    l'integrale   di   Ä-\-Z,  e 

xz  y  —  h 
uguale  a   7= —  . 

yd 

(v\  dx\/hxx-\-l 
\/fxx-\-g 


(Z)  ^^\/^^^-^^ 
\JTiiVg 


{\)fhxxzz-\-flxx-\'flzz-\-gt  ^  0. 
Dimostrazione  della  prima  parte  del  teorema. 
Dair  equazione  (1)  nasce  la  seguente 

\/—flxx—gl 

(2j      Z  =    /  — 

yfhxx^-fl 
e  di  piü  dalla  medesima  equazione  (1)  si  deduce  un   valore   di  x  tale 
che  la  medesima  x  e  data  per  z,  come  appunto  z  nell'   equazione  (2) 
e   data   per  x,     Laonde   introducendo   z   nel   polinomio   X^   ^  x   nel 
polinomio  Z  si  ä 

(3)     ^+Z=^^ME/. 

^yf        xyf 

Ma  l'equazione  (1)  differentiata,  e  poi  divisa  per  2fxz  fa  conoscere 

t,  j    ,  .    ^    ,  idx  .  Idz 
nzdx-\-hxdz-\ 1 =  0^ 

Z  X 

cioe  trasponendo,    e  dividendo  per  (/ — fl 

dx\/ — /    dz\/ — /  hzdx        hxdz 

~7\/r     ''Wf  '~^\f^l~\f^l 

dunque  sostituendo  il  secondo  membro  di  quest'  ultima  equazione  in 
luogo  del  primo  di  essa  nell'  equazione  (3)  e  poscia  integrando  si 
ottiene 

hxz 


(4) 


/"/"  = 


\/-fl 

11  che   dovea  dimostrarsi,  J  significa  somma,  ovvero  integrale. 

Dimostrazione  della  seconda  parte  del  teorema. 

Ponendo    l'unitä   negativa   in    vece   di   s   nell'   equazione   (1),   e 
facendo  le  debite  operazioni  ritrovasi 

(5)     ^_l/^^^^ 
yfhxx-\-gh 
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vedesi  ancora,  che  x  e  data  per  z,  come  z  nell'  antecedente  equa- 
zione  (5)  e  data  per  x,  di  modo  che  l'introduzione  di  z  nel  polinomio 
X^  e  di  X  nel  poUnomio  Z  somministra 

^     ^ zdx\/ — h  ,  xdz\/ — h 

\la  \/9 

e  integrando 

xz]/ — h 


(6) 


f'y' 


</i 


II  che  dova  dimostrarsi. 


Applicazione  della  prima  parte  del  teorema  all'  elisse. 

Uno  degU  assi  dell'  elisse  AGHJj  sul  quäle  si  vogliono  prendere 
l'abscisse,  v.  g.  Tasse  JJ^  si  nomini  (2«),  il  suo  parametro  (p),  e  x 
l'abscissa  variabile  CDy  che  ä  per  origini  il  centro  C.  E  noto  agl' 
intendenti  della  geometria  interiore,  che  se  per  abbreviare  si  suppone 
h  =  p  —  2«,  l'elemento  dell'  arco  AB  corrispondente  all'  abscissa  CD  e 

dx  \/hxx  —  2^3 

\/la^—'laxx 

Fig.  1. 


Suppongasi  dunqiie  questo  polinomio  eguale  al  ?polinomio  generale 
Xy  e  si  avrä  /  ==  2a^]  f  =  —2a]  g  =  2a^y  i  quali  valori  surrogati 
nelV  equazione  (2),  e  (4)  fanno  conoscere,  che  prendendo  l'altra  ab- 
scissa CE  =  z  dl  tal  natura,  che  sia 

a\/2a^  — 2axx 


si  a 


\/hxx+2a^ 


h  Y7, 

Are  AB-\-kx(^AF=^—~^K 
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Per   trovare   il   valore   della   costante    K  si    osservi,   che    quando 
.T  ==  0  allora  Tarco  AB  e   nullo,   come   auche   l'espressione  rettilinea 

^ — ,  ma  in  questo  caso  l'arco  AF  diviene  uguale  all'  arco  intiere  AG^ 

dunque  K  e  uguale  a  questo  medesimo  arco,  e  perö  trasponendo  l'ul- 
tima  equazione,  e  sostituendo  Tarco  GF  negativo  in  cambio  dl  arc^/" 
—  &i'c  AG  finalmente  si  scopre 

hxz 


AvcAB  —  SiVcGF  =  — 


2aa 


haa 


Applicazione  della  seconda  parte  all'  iperbola 

11  primo  asse  HA  dell'  iperbola  ABF  si  cliiami  (2a)  il  suo  para- 
metro  {p),  e  x  l'abscissa  variabile  CDy  che  nasce  dal  centro  C,  suppon- 
gasi  ancora  h  =  p-{-2a\  sanno  i  conoscitori,  che  l'elemento  dell'  arco 
ABj  il  quäle  corrisponde  all'  abscissa  CD  e     ^ 

dx  yhxx  —  2ö[3 

\/laxx  —  1a^ 

E  questo  polinomio   essendo   uguagliato  al  polinomio   generale  X^ 

mostra,  che  /  =  —  2«'^ ;  f  =  ^a\  g  =  —  2a^,  i  quali  valori  posti  nell 

equazioni  (5),  e  (6)  fanno  vedere,  che  assumendo  l'altra  abscissa  CE  (z) 

tale,  che  si  abbia  

aXllixx  —  2^3 

z  ==     \ 

yhxx- 

Si  ottiene 

(7)     AygAB+sh'cAF  = 

ayla 
Si   noti,   che  z  decresce   al  cres- 
cere  di  x  como  ciascuno  poträ  da  se 
medesimo  assicurarsi. 

Chiamisi  ora  (0  l'abscissa  Gd^  ed 
{u)  l'altra  abscissa  Ce  in   modo  perö, 
che  u  sia  data  per  t^  eomo  z  per  x^ 
e  per  la  stessa  ragione  si  avrä 
Arc^^-f-Arc^/*  = 

ayla 
Dunque  sottraendo   quest'  ultima 
equazione  dall'   equazione  (7)  in   fine 
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si  scoprira 

Are  Ff — Are  Bb  =  — 7=^ 7=. 

a\/la       a\J1a 

Egli  e  visibile,  che  uno  dei  duo  archi  Ff^  Bh  e  arbitrario.  Ana- 
log wie  auf  die  Ellipse  wendet  Fagnano  den  ersten  Tlieil  seines  Theo- 
rems auf  die  Epicycloide  an,  welche  Anwendung  kein  besonderes 
Interesse  darbietet.     Zum  Schluss  fügt  er  noch  Folgendes  bei: 

Altro  teorema,  che  servo  per  misurare  differentamente  gl! 

archi  delT  iperbola. 

Teorema. 

Sieno  come  sopra  i  due  polinomj  X^  e  Z\  io  dico,  che  se  si 
prendera 

^         xV  fh 
l'integrale  di  X-^Z  sarä  —\/fxx-\-g  \/  h-\ ;. 

Dimostrazione. 

Introducendo  nel  polinomio  Z  in  luogo  di  z,  e  dz  i  loro  valori 
in  X,  e  clXy  e  Operand 0  nel  debito  modo  si  avrä 

^ ldx\/fxx-\-g 

fxx\/hxx-{-l 
Perloche  X-{-Z  sarä  eguale  al  differenziale  di 

~\/fxx-\-g  1//^H :  Dunque,  ec.  Q,  E.  D. 

Applicazine  all'  iperbola. 

Chiamisi  (2^)  il  secondo  asse  delF  iperbola,  e  {q)  il  suo  parametro, 
prendasi  sul  medesimo  secondo  asse  proluugato  qualunque  abscissa  x\ 
egli  e  giä  noto^  che  l'arco  correspondente  a  detta  abscissa  ä  per  suo 
elemento 


dx\/ qxx-\-^hxx-\-V)^ 

\/nxx+n'^ 

Dunque  uguagliando  questo  polinomio  al  polinomio  generale  Xj 
si  troverä  h  =  </+2^,  l  =^  g  =  2b^y  f  ==  2b,  e  si  vedrä,  che 
l'abscissa 
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della  medesima  iperbola  tale,  che  la  somma  di  queste  due  archi  e 
uguale  alla  sotto  scritta  quantitä  variabile  piü,  o  meno  una  quantitä 
costante 


Nel  resto  si  procederä,  come  sopra,  ec. 

Auf  Untersuchungen,  betreffend  die  Vergleichung  von  Bogen  be- 
sonderer Hyperbeln  und  Ellipsen,  beziehn  sich  noch  zwei  Abhandlungen 
im  Tomo  II  der  „Produzioni",  nämlich: 

Metodo  per  trovare  nuove  misure  degli  archi  dell'  iperbola  equi- 
latera,  p.  504—509, 

Metodo  per  misurare  gli  archi  di  quella  elisse  conica,  II  di  cui 
asse  maggiore  e  medio  proporzionale  tra  Tasse  minore,  e  il  doppio 
del  medesimo  asse  minore  p.  510 — 536. 

Diese  Abhandlungen,  welche  die  letzten  der  Sammlung  bilden,  ent- 
halten besonders  Untersuchungen  über  Gleichungen  zwischen  Differen- 
tialen von  den  Formen: 

5.2m  ^27» 

dz.    j  dz, 


wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Uebrigens  hat  Fagnano  Relationen  von  der  Form  der  Gleichung 
(1)  und  der  im  letzten  „Teorema"  über  die  Hyperbel  enthaltenen, 
mehrfach  bei  anderen  Gelegenheiten  angewandt,  bei  Betrachtung  von 
Curven,  deren  Bogen  auf  elliptische  Integrale  führen  und  ist  dabei  zu 
Theoremen  gelangt,  welche  nicht  minder  bemerkenswerth  sind,  wie  die 
vorhergehenden. 

Was  die  Darstellung  elliptischer  Bogen  durch  Integrale  betrifft, 
so  ist  die  einfachste  und  gebräuchlichste  Art  folgende. 

Die  Hauptaxen  einer  Ellipse  (Fig.  3)  mögen  mit  den  Coordinatenaxen 
zusammenfallen,  so  dass   ihre  Gleichung  die  bekannte  Form  annimmt: 

Es  sei  OA  ==  «,  OB  =  &,  wo  a  >  &  ist.  Um  die  Lage  eines 
Punctes  P  der  Ellipse  zu  bestimmen,  beschreibe  man  um  den  Mittel- 
punct  0  mit  dem  Radius  OA  =  a  einen  Kreis,  welcher  von  der  ver- 
längerten Ordinate  PP^  des  Punctes  P  im  Puncte  P^  getroffen  wird. 
Verbindet   man    0   mit   P'   durch   eine  Gerade,   so  ist  OP^  ==  a.    Ist 


4d3 


Fig.  3. 


ÖP"  =  x^    so    giebt    das   orthogonale   Dreieck    OPP''    die   Relation 
X  =  aco%POP\    Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  1)  folgt: 

2)    X  =  a  cos  POP',  y  =  b  sin  POP', 

Der  Winkel  P'OP'  heisst  die  excentrische  Anomalie  des  Punctes 
P.  Für  das  Folgende  ist  es  bequemer  den  Nebenwinkel  POF  zu 
nehmen,  d.  h.  das  Complement  der  excentrischen  Anomalie.  Setzt  man 
P^OY  =  9),  also  POP''  =  900  —  ^,  so  geben  die  Gleichungen  2): 

^)    X  =  asin^,  y  ==  b  cosg). 

Ist  ds  das  Bogenelement  der  Ellipse,  so  geben  die  Gleichungen  3) ; 


4) 


ds 
d<p 


dx 
d<p 


Y+[^y  =  |/a2cos2^+ö2sin2  9  = 


Ö2 


I  / ,       a'  —  O'  .  „ 


Der  Bogen  der  Ellipse  werde  vom  Punkte  B  an  gerechnet,  d.  h. 
vom  Endpuncte  der  kleinen  Axe  an,  für  welchen  Punct  das  Complement 
der  excentrischen  Anomalie  verschwindet.  Integrirt  mau  in  4)  von 
9)  =  0  an,  setzt: 
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und  bezeichnet  die  Integrationsvariabele  durch  rVj  so  ergiebt   sich  für 
den  Bogen  PB  folgende  Gleichung: 


6)     ^'' 


0 

oder,  nach  der  Bezeichnung  von  Legendr  ex 

7)  --^  =  ^M. 

Ist  der  Punct  Q  analog  wie  der  Punct  P  durch  den  Winkel 
Q'OB  =  tp  bestimmt,  so  erhält  man  ähnlich  wie  die  Gleichung  7): 

8)  ^M  ==  ^(^, 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  7)  und  8),  so  lässt  sich 
die  rechte  Seite  mit  Hülfe  des  Additionstheorems  in  §  26  transformi- 
ren.     Man  erhält  dann: 

9)     ! ^_  =  E{ö)-\-k^^mq)  sint/^.smö. 

Da  nach  7)  E{ö)  wieder  das  Verhältniss  eines  elliptischen  Bogens 
zur  halben  grossen  Axe  ist,  so  giebt  die  Gleichung  9)  eine  Relation  zwi- 
schen elliptischen  Bogen,  wo  9,  tp,  0  durch  die  Gleichung  verbunden  sind: 

/y  dw  P"^  drv  _      /*^  dw 

1/1— i/^2gin2«;    J     \/\—k''-m\'-w  ~  J     1/1— A^2si 


^m'-m 


so 


oder  9)  =  amw,   ^  =  2imv  gesetzt  ö  =  am(w-|-2^).     Ist  ö  =  ^ 
hat  man: 

C0S9)         /r'sin^         ^(^p)  ^' 

Für  ö  =  y  folgt  aus  7)  Arc^^  =  ^^(f }     ^^®  Gleichung  9) 
wird  dann: 

ArcP^+ArcC^i?         Arc^^ 


f  A-^sin^  mi'ip. 


Da  weiter  Are  AB — Are  QB  =  Are  QAj  so   lässt  sich  die  vorste- 
hende Gleichung  mittelst  der  Gleichungen  10)  auch  schreiben: 
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^,.     AygPB  —  AygQA  ,„  .         .  ,.,  sinö)  cos«) 


Z/M 

Diese  Gleichung  enthält  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano. 
Es  sei  PPiB^  die  Tangente  zur  Ellipse  im  Punete  Pj  /\  der  Fuss- 
punct  des  Perpendikels,  gefällt  vom  Mittclpuncte  0  auf  die  Tangente, 
B^  der  Schnittpunct  der  Tangente  mit  der  verlängerten  kleinen  Axe 
OB.     Bringt  man  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 

wenn  X,  Y  die   laufenden   Coordinaten   bezeichnen,   für   den   Punct  P 
mittelst  der  Gleichungen  3}  auf  folgende  Form: 

.     Xüxiq)  ,  Fcosy        , 
ü;     __-  +  __  _i, 

so  findet  man,  mit  Rücksicht  auf  5): 

^.      PPi         .„sin^Dcos^    PB^         sin^    .,  . 
^       a  /i{(p)     ^     a  cos^) 

Es  sei  ^'{)(>i  die  Tangente  im  Punete  Q,  A'  ihr  Schnittpunct  mit 
der  verlängerten  grossen  Axe,  Qi  der  Fusspunct  des  Perpendikels,  ge- 
fällt vom  Mittclpuncte  0  auf  diese  Tangente.     Ihre  Gleichung  ist  dann : 

Xsinip      FcosTp 

a  h 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichungen  10) 
findet  man: 

QQ\  ^sintp  cosip  ^siny  cosgo 

a     -  AW       -  ^^      Ai<p)     ' 

QA^         cosiiJ   .,   .  sin  OD    Ä'^ 

—         ^  Jif)  = 


«  sini/;  cos^D  zl(9?) 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  13)  geben: 

^  ==  ^  =  PB'—QA'  ^       siny  cosy 
a  a  a  A{(p) 

Die   Gleichung    11)   lässt   sich    hierdurch    auf    folgende   Relation 
zwischen  Bogen  und  Segmenten  gerader  Linien  reduciren: 

14)     AtcPB  —  AycQA  ==  PB'—QA'  =  PP^  =  QQ^, 
was  die  geometrische  Bedeutung  des  Theorems  von  Fagnano  ist.     Für 
die   Hyperbel  ergiebt  sich   auf   folgende   Art   ein  Ausdruck    für   den 
Bogen.     Die  Gleichung  der  Curve  auf  ihre  Hauptaxen  bezogen  ist: 

Enneper,  eUipt.  Functionen.  30 
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Fig.  4. 


Um  X  und  y  in  Function  einer  dritten  Variabein  darzustellen, 
beschreibe  man  um  den  Mittelpunct  0  mit  dem  Radius  OA  =  a  einen 
Kreis.  Die  Tangente  PT  zur  Hyperbel  in  Puncte  P  schneidet  diesen 
Kreis  in  einem  Puncte  /,  welcher  mit  dem  Mittelpunct  0  durch  eine 
Gerade  verbunden  werde.  Es  sei  z_  OIT  =  w.  Setzt  man  OB  =  Xj 
PJ)  =  Pj  so  ist: 

16)     ^_£^  =  i 

die  Gleichung  der  Tangente  PT.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des 
Punctes  /  durch  Xi  und  ?/i,  so  gentigen  dieselben  der  Gleichung  16) 
und  der  Gleichung  des  obigen  Kreises,  d.  h.  man  hat : 

Die  Gleichung  der  Graden  Ol  ist: 

^  =  L. 

Xi         Vi 
Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  16)  giebt: 

xx^__yyY 

«2  &2 


cosw 


V^i^+Vv^ 


x^     y 
4~r 


h^ 


d.i.  nach  17): 


0,0^  w 


oder : 


o^.y^ 
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Aus  den  Gleichungen  15)  und  18)  lassen  sich  x  und  y  leicht  als 
Functionen  von  rv  darstellen.     Zur  Abkürzung  setze  man: 

Aus  den  Gleichungen  15)  und  18)  findet  man: 

.p.      X  l/l — k^€m^w     y   k^  sinw 

a  cosw^        '  a  k  cosw' 

welche  Ausdrücke  denen  von  Legendr e  analog  sind.  (Fonct.  eil.  I.  p.  16). 
Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Hyperbel  durch  äs^  so  geben 
die  Gleichungen  19): 

_1_^  ^  k^ 

a  dw  ~  kQ,oB'^rv\/\—k'^mihv 
d.i. 

^„.      1  ds  1  ^tangw;l/l— A:2  sin%       1     /- ,,  .  , 

^     a  dw         k  dw  k  ^ 

Für  den  Punct  A  ist  in  Folge  der  Gleichungen  19)  w  =  0.  Für 
den  Punct  P  möge  w  =  (p  sein.  Integrirt  man  die  Gleichung  20) 
von  w  =  0  bis  w  =  9),  so  folgt: 

=  -r  tang^  [/l. —  ^2gijj2^ —       /     j/^ — A^ 31^2,2; </;j>^ 

*/) 
oder  kürzer: 

"^  a  kcoBcp  k 

Die  Gleichungen  19)  geben,  wenn  w  =  cpj  für  das  Segment  FT 
der  Tangente  folgenden  Ausdruck: 

PT  _       A:'^sin9) 
a  kcoBCp  A{(p) 

Zieht  man  von    dieser  Gleichung   die  Gleichung  21)  ab,   so  folgt: 

^^.     PT — ArcAP ksrntp  cosy  ,  ^(y) 

^^^  ä  ~       J(9)       "^     ä:     • 

Es  sei  OP^  die  Asymptote  der  Hyperbel,  P^  der  Punct,  in  welchem 
die  verlängerte  Ordinate  PP  des  Punctes  P  diese  Asymptote  schneidet. 
Für  das  Segment  OP^  findet  man: 

a  k 

d.i.  nach  19)  für  w;  =*=  ^: 

30* 
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a  /fcoö^ 

Zieht  man  von   dieser  Gleichung   die  Gleichung  21)  ab,   so  folgt: 
OP'  —  AxQ>AP  ^  J(^)  1  /l— sin^)      E(^ ^ 
a  k     V    \-\-ün(p  k 

Lässt  man  den  Punct  P  sich  vom  Puncte  A  immer  weiter  ent- 
fernen, so  hat  der  Winkel  (p  zur  Gränze  90^.  Die  vorstehende  Glei- 
chung reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf: 

,.     OP'  —  AygAP         E 

hm =  —  ? 

a  k 

welche  Gleichung  den  bekannten  Satz  enthält,  dass  die  Differenz 
zwischen  der  Länge  der  Asymptote  und  dem  Bogen  einer  Hyperbel 
für  einen  unendlich  weit  sich  entfernenden  Punct  der  Curve  einen 
bestimmten,  endlichen  Ausdruck  zur  Gränze  hat. 

Für  einen  Punct  Q  der  Hyperbel  möge  in  den  Gleichungen  19) 
w  =  ip  sein.  Es  sei  S  der  Schnittpuuct  der  Tangente  im  Puncte  Q 
mit  der  Axe   OX.     Analog  zur  Gleichung  22)  ist  dann: 

QS — AygAQ  ksintp  coBip      A\tp] 

ä  ~  ~~       ZöÄ)  ~T~' 

oder  auch,  analog  zur  Gleichung  21): 

23)     Arc^p  ^  Bimp  Ajf)      E{ip) 
a  kco&ip  k 

Addirt  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  21)  und  nimmt 
Ä:'tang^  tangip  =  1,  so  folgt: 

Are  AP-{- Are  A Q         sin®  J(rp)  ,   simp  AM       ,   .         .  E 

a  kcoBq)  Acostp  k 

^        Ajcfi)         _  E^ 
k%m(p  cosg)  k 

Abgeselm  von  der  Bezeichnung  kommt  diese  Gleichung  mit  der- 
jenigen tiberein,  von  welcher  Fagnano  bei  seinem  Theorem  über  die 
Hyperbel  ausgegangen  ist. 

Die  Differenz  der  Gleichungen  21)  und  22)  giebt: 
AygAQ  —  AvcAP  _  Are  PQ  ^ 
'  a  a 

miip  Ajip) sing)  Ajcp) E(ip]  —  Ei<p) 

Acos^  Acosg)  k 

Da  E(^)  und  E{ip)  EUipsenbogen  proportional  sind,  so  folgt,  dass 

ein  beliebiger  Hyperbelbogen   sich   mit  Hülfe   von   zwei  EUipsenbogen 

ausdrücken  lässt.     Dieses  nicht  sehr  überraschende  Resultat  veranlasste 

seinen  Entdecker  Landen  in   der  Abhandlung:  „An  Investigation  of  a 
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general  Theorem  for  finding  the  Length  of  any  Are  of  any  Conic 
Ilyperbola,  by  Means  of  Two  Elliptic  Ares,  with  some  other  new  and 
useful  Theorems  deduced  therefrom"  (Philosophical  Transactions.  For 
the  year  1775  p.  285.  oder  Mathematical  Memoirs  by  John  Landen. 
London  1780.  p.  33)  zu  dem  Ausruf: 

„Thus  beyond  my  expectation,  I  find  that  the  hypet^hola  may  in 
general  be  rectified  by  means  of  two  eUipsesV\ 

Diese  Entdeckung  hatte  Landen  schon  1771  in  den  Philos.  Trans- 
act.  angekündigt,  *)  es  ist  bemerkenswerth  dass  Landen  weniger  Gewicht 
auf  einige  andere  Resultate  derselben  Abhandlung  zu  legen  scheint, 
welche  seinen  Namen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dau- 
ernd erhalten  haben,  wie  auf  das  obige  geometrische  Theorem,  welches 
an  sich  nach  den  Arbeiten  von  Legendre  von  geringer  Bedeutung  ist 
und  dessen  Urheber  wohl  schon  längst  vergessen  sein  würde. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyper- 
beln hat  Legendre  in  seinem  „Traite"  1. 1  p.  46 — 53  gegeben.  Mit 
demselben  Gegenstande,  namentlich  was  die  Theilung  elliptischer  Bogen 
anbelangt,  beschäftigen  sich  die  folgenden  Abhandlungen  von  Küpper: 

Demonstration  geometrique  de  cette  proposition,  que  toute  fonc- 
tion  elliptique  de  premiere  espece  peut  etre  remplacee  par  deux 
fonctions  elliptiques  de  seconde  espece,  et  D^veloppement  relative 
ä  la  rectification  de  Thyperbole.   (Journ.  f.  Math.  t.  55  p.  89 — 93). 

Considerations  geometriques,  destinees  ä  faciliter  l'etude  de  la 
theorie  des  transcendantes  elliptiques.  (Journ.  f.  Math.  t.  63  p.40 — 57). 

Da  weder  die  Ableitung  noch  weitere  Ausdehnungen  des  Satzes 
von  Fagnano  gegenwärtig  besondere  Schwierigkeiten  darbieten,  so 
erscheint  es  nicht  nothwendig  alle  diesen  Gegenstand  betreffenden  Ar- 
beiten hier  anzuführen. 


*)  Man  vergleiche  hierüber:  Landen:  A  Disquisition  concerning  certain 
Fluents,  which  are  assignable  by  the  Ares  of  Conic  Sections";  wherein  are 
investigated  some  new  and  useful  theorems  for  Computing  such  Fluents  (Ph. 
Tr.  1771.  Vol.  LXI  p.  298—309).  Die  Abhandlung,  welche  sich  auf  die  Diffe- 
renz zwischen  dem  Bogen  und  entsprechenden  Segment  der  Asymptote  einer 
Hyperbel  bezieht,  wenn  beide  Längen  indefinit  zunehmen,  enthält  am  Schlüsse 
die  Ankündigung  des  oben  bemerkten  Satzes. 
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Note  Vn. 

Historische  Notizen  über  geometrische  Anwendungen  elliptischer  Integrale. 
Maclaurin,  d'Alembert,  Jacob  u.  Johann  Bernoulli,  Fagnano, 
Euler,    Legendre.    Arbeiten  über  Fagnano.    Brinkley,    Wallace, 

Talbot,  Libri. 

Dass  die  Integrale,  welche  gegenwärtig  den  Namen  „elliptische 
Integrale"  führen,  sich  nicht  durch  bekannte  Functionen  ausdrücken 
lassen,  wurde  schon  während  des  Entstehens  der  Integralrechnung 
bemerkt.  Um  nun  mit  den  geometrischen  Bedeutungen  dieser  Integrale, 
namentlich  was  die  Länge  und  Construction  von  Curvenbogen  anbetrifft, 
zu  geometrischen  Theoremen  zu  gelangen ,  haben  die  Geometer  zu 
Ende  des  XVII.  und  im  XVIII.  Jahrhundert  verschiedene  Unter- 
suchungen angestellt,  von  denen  die  bemerkenswerthesten  angeführt 
werden  sollen.  Man  verglich  Curvenbogen  mit  den  Bogen  von  Kegel- 
schnitten, wobei  die  Kegelschnitte  gleichsam  als  Normalcurven  zu 
Grunde  gelegt  wurden.  Derartige  Vergleiche,  welche  keine  besonderen 
Schwierigkeiten  darbieten  und  nur  von  geringem  Interesse  sind,  sollen 
hier  nur  kurz  erwähnt  werden.  Ein  Beispiel  hierzu  enthält  die  Note  VI 
in  dem  Satze  von  Landen ,  dass  ein  Hyperbelbogen  mit  Hülfe  zweier 
EUipsenbogen  sich  ausdrücken  lässt. 

Eine  andere  Gattung  von  Problemen  soll  nur  durch  ein  Beispiel 
angedeutet  werden,  da  derartige  Probleme  einer  allgemeinern  Theorie, 
der  Construction  von  Differentialgleichungen,  angehören.  Hierbei  han- 
delt es  sich  namentlich  darum,  Curven  geometrisch  zu  construiren,  bei 
welchen  eine  der  Coordinaten  explicite  durch  ein  elliptisches  Integral 
ausgedrückt  ist,  dessen  Gränze  die  andere  Coordinate  enthält.  Ein 
Beispiel  hierzu  bietet  die  „elastische  Curve"  definirt  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

Durch  Integration  führt   die   vorstehende  Differentialgleichung  auf 
eine  Relation  der  bemerkten  Art.     Jacob  Bernoulli^  welcher   der  ela- 
stischen  Curve   besondere   Aufmerksamkeit    gewidmet,    bemerkt    über 
diesen  Gegenstand  in  den  „Acta  Eruditorum"  vom  Jahre  1694,  p.  272: 
„Ego  ob  graves  causas  suspicor  curvae   nostrae  constructionem  a 
nullius  sectionis  conicae,  seu  quadratura,  seu  rectificatione  pendere" 
(Jacobi  Bernoulli  Opera,  Genevae  MDCCXLIV  p.  592). 
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Durch  die  vorstehenden  Worte  des  grossen  Mathematikers  zu 
einer  Behandlung  des  Problems  angeregt,  bemerkt  Maclaurin  im  t.  IL 
p.  744  seines  berühmten  Werkes  „A  Treatise  of  Fluxions"  (Edingburgh 
MDCCXLll)  unter  Nr.  927  Folgendes  im  Anschluss  an  die  obigen  Worte 
von  Bernoulli: 

„But  it  is  constructed  by  the  rectification  of  the  equilateral  hy- 
perbola,  for  if  the  base  of  a  figure  be  always  taken  equal  to  the 
perpendicular  from  the  centre  on  the  tangent  of  such  an  hyperbola, 
and  the  ordinate  equal  to  the  excess  of  the  tangent  terminated  by 
that  perpendicular  above  the  arc  intercepted  betwixt  the  Vertex  of 
the  hyperbola  and  the  point  of  contact,  than  the  figure  shall  be  the 
elastic  curve." 

Auf  ähnliche  Art  hat  Maclaurin  die  Integrale  (Fluents)  von  Aus- 
drücken, wie  die  folgenden: 

dx  dx 

und  anderen  analogen,  welche  sich  auf  elliptische  Differentiale  redu- 
ciren  lassen,  mit  Hülfe  der  Bogen  von  Kegelschnitten  construirt,  worüber 
namentlich  Nr.  799—808  auf  p.  652—660  des  „Treatise"  zu  verglei- 
chen sind.*) 

Die  von  Maclaurin  gefundenen  Resultate  hat  d'Älenibert  auf 
einfachere  Art  abgeleitet  und  um  eine  Reihe  von  Sätzen  erweitert  in 
der  Abhandlung:  „Recherches  sur  le  calcul  integral".  (Histoire  de 
l'Academie  de  Berlin.  Annee  MDCCXLVI  p.  182—224).  Der  zweite 
Theil  dieser  Abhandlung  „Des  Differentielles  qui  se  rapportent  ä  la 
rectification  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole"  behandelt  eine  Anzahl 
Differentiale,  deren  Integrale  sich  durch  einfache  Substitutionen  und 
partielle  Integrationen  auf  solche  Integrale  reduciren  lassen,  durch 
welche  der  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ausgedrückt  wird.     Lässt 


1/ 


*)  In  einer  kleinen  Schrift:  Lottere  de  Signor  Giovanni  Galfi  al  Signor 
Flavio  Gangini  contente  alcuni  osservazioni  intorno  tre  articoli  dell'  opera 
del  Signor  Colin  Maclaurin  sopra  il  calcolo  delle  Flussioni.  In  Pesaro 
MDCCLIII.  11  pag.  in  4«  (Aus  derselben  Druckerei  wie  die  Werke  von 
Fagnano)  sucht  Galß  nachzuweisen,  dass  die  Resultate,  welche  Maclaurin 
unter  Nr.  802,  803  und  927  seiner  Lehre  von  den  Fluxionen  angemerkt  hat, 
schon  längere  Zeit  vor  Erscheinen  dieses  Werkes  von  Fagnano  publicirt 
worden  seien. 

Eine  Darstellung  der  hierhin  gehörigen  Arbeiten  von  Maclaurin  findet 
man  bei  Felix  Müller:  Studien  über  Mac  Laurin's  geometrische  Darstellung 
elliptischer  Integrale.  Berlin  1875.  Programm  d.  Königl.  Realschule  zu  Berlin. 
Ostern  1875, 
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sich  ein  Diflferentialausdruck  auf  das  Differential  des  Bogenelements 
einer  der  bemerkten  Curven  reduciren,  so  nennt  dieses  d'Älemhert, 
denselben  mittelst  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  integrirt  zu  liaben.  Die 
rein  analytische,  ziemlich  reichhaltige  Abhandlung  ist  von  einem  ähn- 
lichen Gedanken  nach  Classification  elliptischer  Differentiale  durch- 
drungen, durch  dessen  Durchführung  später  Legendre  der  Entwicke- 
lung  der  Analysis  einen  so  bedeutenden  Dienst  geleistet  hat.  Abgesehn 
von  dem  nicht  zu  unterschätzenden  Einfluss  der  Arbeiten  von  Legendre 
auf  Ähel  und  Jacobi  muss  man  die  Ueberwindung  von  Schwierigkeiten 
nicht  ausser  Augen  lassen,  welche  solche  eminenten  Geister  wie  Mac- 
laurin  und  d'Alemhert  auf  isolirte  Resultate  beschränkt  haben. 

Eine  dritte  Gattung  von  Problemen,  von  welcher  hier  besonders 
die  Rede  sein  soll,  besteht  in  Vergieichung  von  Bogen  ein  und  der- 
selben Curve  unter  einander,  ohne  dieselben  erst  mit  einem  Ellipsen- 
oder Hyperbelbogen  zu  vergleichen.  Es  kommt  bei  diesen  Problemen 
besonders  darauf  an,  durch  glücklich  gewählte  Substitutionen  besondere 
elliptische  Integrale  zu  transformiren.  Die  Idee  Bogen  derselben  Curve, 
welche  Bogen  nicht  congruent  zu  sein  brauchen,  mit  einander  zu  ver- 
gleichen, findet  sich  zuerst  bei  einem  der  Mitbegründer  der  Integral- 
rechnung, ^Qm  ^QmdlQn  Jacob  Bernoulli  in  der  Abhandlung:  „Specimen 
calculi  differentialis  in  dimensione  Parabolae  helicoidis",  welche  die 
„Acta  Eruditorum"  vom  Jahre  1691  (p.  13  u.  f.)  enthalten.  (Auch 
Opera  p.  431— 442). 

Fig.  5. 


Die   Axe   einer   gewöhnlichen   Parabel    werde    auf  dem   Umfange 
eines  Kreises  BCDM  aufgerollt.     Die   Curve,  welche   dann   durch  die 
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Endpuncte  der  ursprünglichen  Ordinaten  geht,  nach  dem  Mittelpunct 
des  Kreises  zu  gerichtet,  nämlich  BFGNAy  heisst  die  parabolische 
Spirale  ( —  dicitur  nobis  Parabola  helicoidesj  vel  si  mavis,  Spiralis 
pardbolica). 

Der  Entstehensweise  nach  ist  das  Quadrat  von  CF  proportional 
dem  Bogen  BC.  Bezeichnet  man  durch  r  den  Radiusvector  AF  des 
Punctes  Fj  durch  a  den  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  CF  ==  a  —  r. 
Ist  ferner  w  der  Winkel  CBAy  so  ist  der  Definition  zu  Folge: 
{a — r)2  =  '2ahtVj  oder  a — r  =  y'-labw^  wo  h  eine  Constante  bedeu- 
tet, die  Polargleichung  der  parabolischen  Spirale.  Ist  ds  das  Bogen- 
element  der  Curve,  so  folgt: 

Man  bezeichne  durch  s^  den  Bogen,  dessen  Endpuncte  den  Wer- 
then    -^  und  -y  +  c    von  r  entsprechen,   ferner    durch  s^i    den  Bogen, 

dessen  Endpuncte  den  Werthen  von  -^  —  c  und  -^  von  r  entsprechen. 
Es  ist  dann: 


r\a  —  r)2    , 
dr 


I  \-' 

Setzt  man  r  =  -^-\-z  im  Integrale  für  ^i,  ferner  r  =  ^ z   im 

Integrale  für  ^2?  so  zeigt  eine  leichte  Rechnung: 

2 
dz. 


woraus  man  unmittelbar  mit  BernoulU  (Opera  p. 434)  folgert: 

„ —  unde  patet  quod,  in  curvis  etiam  illis  quae  rectificationem 
nondum  acceperunt  partes  aequales  dissimilares  assignari  possunt". 
Diese  Entdeckung  theilte  Jacoh  BernoulU  seinem  geistig  ebenbür- 
tigen Bruder  Johann  BernoulU  mit,  der  sich  wohl  in  Folge  davon  auf 
p.  374  der  „Acta  Eruditorum"  vom  Jahre  1695  das  Problem  stellte,  zu 
einer  gegebenen  Curve  eine  andere  zu  finden,  so  dass  die  Summe  oder 
Differenz  der  Bogen  sich  durch  Kreisbogen  ausdrücken  lässt.  Als 
Fortsetzung  enthalten  die  „Acta  Eruditorum"  vom  Jahre  1698  auf 
p.  462  u.  f.  (Vide  auch  Johannis  BernoulU  Opera  omnia  1. 1.  p.  249. 
Lausannae  et  Genevae.  MDCCXLIl)  die  Abhandlung :  „Theorema  univer- 
sale Rectificationi  Linearum  curvarum  inserviens."     In  einem  besonderen 
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Falle  reduciren  sich  die  beiden  Curven  auf  eine  Curve,  nämlich  die 
cubische  Parabel.  Johann  BernoulU  bemerkt  hierzu:  (A.  E.  p.  465, 
Opera  I.  252) 

„ —  adeoque  est  Parabola  cubicalis  primaria  quae  cum  se  ipse  com- 
parata  rectificari  potest,  seil  in  qua  assignari  possunt  duo  arcus,  quo- 
rum  differentia  est  rectificabilis.  Hie  ergo  incidimus  quasi  fortuito 
in  perelegantem  hujus  famosissimae  curvae  alias  irrectificabilis  pro- 
prietatem  ....". 

Da  der  Beweis  dieser  Eigenschaft  der  cubischen  Parabel,  enthalten 
in  der  Gleichung  M'^y  =  x%  zusammenfällt  mit  analogen  Theoremen 
für  andere  Curven,  so  soll  er  mit  erwähnt  werden  bei  Betrachtung 
anderer  Parabeln. 

Die  bemerkte  Abhandlung  von  Johann  BernoulU  legte  den  Grund 
zu  sehr  scharfsinnigen  Untersuchungen  von  Fagnano,  enthalten  in  der 
Abhandlung: 

„Nuovo  metodo  per  rettificare    la   differenze    die   due   archi   (uno 
de'  quali  e  dato)  in  infinite  specie  de  Parabole  irrettificabili", 
welche  zuerst  1715  im  tomo  ventesimo  secondo  (p.  229  u.  f.)  des  „Gior- 
nale   de'   letterati   d'Italia"   erschien   und  auf  p.  317 — 330  im  t.  II  der 
„Produzioni"  sich  abgedruckt  findet. 

Im  „Giornale"  (Tomo  Decimonono  p.  438)  hatte  Fagnano  1714 
den  Mathematikern  folgendes  Problem  vorgelegt: 

„Sia  data  una  parabola  biquadratica  primaria  che  ä  per  equa- 
zione  costitutiva  x^  =  ij  e  sia  data  ancora  una  porzione  di  essa ; 
dimando,  che  si  assegni  un'  altra  porzione  nella  medesima  curva  tale, 
che  la  differenza  delle  porzioni  suddette  sia  rettificabile. 

Se  i  geometri  si  degneranno  riflettere  a  quanto  scrive  l'incompa- 
rabile  sig.  Giovanni  BernoulU  negli  atti  di  Lipsia  dell'  anno  1698 
alla  pag.  465.  dopo  la  linea  5.  non  giudicheranno  questo  problema 
afFato  indegno  della  loro  attenzione". 

Da  keine  Lösung  dieses  Problems  einlief,  so  gab  Fagnano  dieselbe 
in  Verbindung  mit  ähnlichen  Problemen  in  der  oben  angeführten 
Abhandlung. 

Fagnano  geht  im  Wesentlichen  von  folgenden  Betrachtungen  aus. 
Es  sei  a  eine  Constante,  in  eine  beliebige,  reelle  Zahl  und: 

a^ 
die  Gleichung  einer  parabolischen  Curve.     Durch  t  bezeichne  man  das 
Segment  der  Tangente  des  Punctes  {x,  y)  zwischen  diesem  Puncte  und 
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der  Abscissenaxe.     Die  Gleichung  der  Curve  giebt  dann: 

Ix 


2) 
dy 


wo  //'  =  —  gesetzt  ist. 
für  die  obige  Parabel: 

3)     s  ■■ 


Bezeiclmet  man   durch  s  den  Bogen,   so  ist 


/ 


mj-2 
2 


1  +  Q"'.x. 
Durch  partielle  Integration  findet  man  leicht: 
dx  = 


/ 


1-t- 


1  + 


</a; 


Diese  Gleichung  lässt  sich  nach  2)  .und  3)  auch  schreiben : 


m+2 


is 


m 


oder 


4) 


m+2 


m 


/dx 


(^-0  = 


+'f 


Nimmt  man  das  rechts  stehende  Integral  zwischen  zwei  bestimm- 
ten Gränzen,   so  ist  seine   geometrische  Bedeutung,  das  Product  eines 
m+2 

in  die  Länge  eines  Bogens  der  Parabel,  ver- 


constanten   Factors 


m 


mindert  um  die  Differenz  der  Längen  der  Tangenten,  welche  durch 
die  Endpuncte  des  Bogens  gehn.  Unter  der  Länge  der  Tangente  ist 
das  Segment  derselben  zwischen  Contactpunct  und  Schnittpunct  mit 
der  Abscissenaxe  gemeint. 


Es  sei  AB  ein  Bogen  der  in 
Rede  stehenden  Parabel.  Die  Ab- 
scissen  der  Puncte  /*,  /\,  Q  und 
Qi  seien  respective  Xq,  o^j,  Zq  und  z^. 
Die  Tangenten  in  diesen  Puncten 
zur  Curve  mögen  die  Abscissenaxe 
in  den  Puncten  Ä,  Äi,  S  und  S^ 
schneiden.  Zu  Folge  der  Gleichung 
4)  hat  man  dann: 


Fig.  6. 


5) 


?n       P 

'^1 


X, 


dx 


R    R, 
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Lässt  sich  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  5) 
so  transformiren,  durch  Einführung  einer  Variabein  z^  dass  die  Func- 
tion unter  dem  Integralzeichen  ungeändert  bleibt,  also  das  Integral  in 
das  Integral  der  Gleichung  5)  übergeht,  so  erhält  man  durch  Verglei- 
chung  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6): 

ArcPi\  — (PiA  — P7?)  =  Arc{>^i  — (^1^1— ()5). 
Es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  ein  Integral  der  Differen- 
tialgleichung : 

dx  dz 


"^^-^ii 


'  +  l¥ 


ZU  finden,  oder  von  der  folgenden: 

7)         ,     ■"  ■  "' 

Für  folgende  Fälle  hat  Fagnano  das  Integral  gegeben. 

m  =  4.     Die  Gleichung  der  Curve  ist   y  =  -^-^,  man  hat  dann 

die  cubische  Parabel.     Der  Gleichung  7)  genügt  xz  =  a^. 

2x^i 
m  =  3.     Die  Gleichung  1)  giebt:    y  =  — 3-.     Der  Gleichung  7) 

5ö^2 


wird  genügt  durch: 


2-^ 
X  a 


a 


X 

dratischcn  Parabel  y  =  — :,.     Zwischen   x   und   z   der   Gleichung   7) 


m  =  6.     Die  Gleichung  1)  giebt  dann   die  Gleichung  der  biqua- 
schcn  Parabel  y 
besteht  die  Relation: 


X   \ 


a         ,,      2(Ji 


a 

Dieser   Fall   entspricht  dem   Problem   von    Fagnano.     Ausserdem 
hat  Fagnano  noch  folgende  Fälle  der  Gleichung  1)  behandelt: 
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m  =  — Y^  y  ^  3aä  a:"3,  oder  iß  =  Tla^x. 

6  5    3    2..         3125 

m  =  ——,  y  =  ya^a;^,  oder  y^  =  -^^ a^x\ 

3  3         1 

m  =  — — ^  ^/  =  4a-' ^r^»^,  oder  y^  =  256^3;;^. 
Man   bemerkt   hierbei   leicht,   dass   diese  Gleichungen  durch  Ver- 
tauschung von  X  und  y  aus  den  vorhin  behandelten  drei  Gleichungen 

sich  ergeben.     Sowohl  die  vorstehenden    drei  Fälle,   sowie   der  Bogen 

4 
der    Curve,    deren   Gleichung   aus    1)    für   m  = r-   folgt,   welchen 

Fagnano  ebenfalls  untersucht  hat,  lassen  sich  leicht  direct  behandeln, 
wenn  man  die  Integrale  für  den  Bogen  auf  die  Normalform  elliptischer 
Integrale  reducirt.  Zu  bemerken  ist,  dass  Fagnano  von  dem  folgenden 
Resultat  ausgeht.     Setzt  man: 

x-\x-+pY-^  _  ^.^) 

so  ist  {x^-{-p)  (z^-{-p)  =  r  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
q){x)dx-[-q){z)dz  =  0. 

Die  zu  Anfang  angeführte  Abhandlung  von  Fagnano  beginnt  eine 
Reihe  von  Aufsätzen,  in  welchen  der  geistvolle  Geometer  in  höchst 
scharfsinniger  Weise  seine  relativ  geringen  Hülfsmittel  auf  eine  detail- 
lirte  Untersuchung  der  Lemniscate  und  der  cubischen  Parabel  anwendet. 
Da  eine  Anführung  der  einschlägigen  Arbeiten  zu  weit  führen  würde, 
indem  eine  ziemliche  Anzahl  isolirter  Formeln,  welche  in  der  Art  ihrer 
Anwendung,  keinen  inneren  Zusammenhang  zeigen,  sich  nicht  füglich 
reproduciren  lässt,  so  sollen  nur  die  wesentlichsten  Entdeckungen  her- 
vorgehoben werden.  Diese  Entdeckungen,  welche  bei  Fagnano  den 
zur  Ausführung  gekommenen  Wunsch  erregten,  dass  zur  Erinnerung 
auf  seinem  Grabsteine  eine  Lemniscate  eingemeisselt  werde,  haben  den 
Namen  des  italienischen  Mathematikers  in  Verbindung  mit  Problemen 
der  Integralrechnung  erhalten,  welche  das  grösste  mathematische  Genie 
zweier  Jahrhunderte  zum  Gegenstand  bewunderungswerther  Arbeiten 
gemacht  hat    {Gauss,  Werke  I.  p.  413). 

Da  sich  sämmtliche  Citate  auf  den  Tomo  Secondo  der  „Produ- 
zioni"  beziehn,  so  sollen  nur  die  Seitenzahlen  angemerkt  werden. 

Fig.  7. 

S 
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Auf  p.  328  wird  das  Problem  behandelt,  den  Quadranten  der 
Lemniscate  zu  halbiren.  Man  ersetze  die  Gleichung  der  Lemniscate 
(a;2+«/2)2  =  2a\x^  —  y^)  durch: 

8)     -  =  l/i7+^,  ^  =  l/i7=^. 

Der  Bogen  CS  werde  vom  Puncte  C  an  gerechnet.  Hat  2(  für 
den  Punct  S  den  Werth  mj  so  ist: 

du 


9)     Are  CS 


(1-Z^2) 


Für; 


folgt; 


1—v 

l-m 


1 M 

Ist    in    den    Gleichungen    8)    für   den   Punct  M  u  =  und 


Ist  m  =  j—, — ,  so  fallen  die  Puncte  S  und  M  im  Puncte  T  zu- 


u  =  i  für  den  Punct  Z,  so  geben  die  Gleichungen  9)  und  10): 
Ave  CS  =  AvgCL  —  AvgCM  =  AygLNM. 
1 — ?w 
1+m' 

sammen,  der  Quadrant  der  Lemniscaie  wird  dann  im  Puncte  Jhalbirt. 
Eine  andere  Methode  der  Halbirung  beruht  auf  folgenden  Formeln. 
Auf  pag.  356  und  357  findet  Fagnano  aus : 

die  Differentialgleichungen : 

.         dx      _    ,  J_       dz  dx      _    \/2du 

Mittelst  der  Gleichungen  11)  und  12)  lässt  sich  der  Bogen  der 
cubischen  Parabel  durch  den  Bogen  der  Lemniscate  auf  zwei  verschie- 
dene Arten  ausdrücken.  Weitere  Formeln  für  denselben  Zweck  auf 
p.  357  und  p.  358  bieten  kein  besonderes  Interesse. 

Eliminirt  man  x  zwischen  den  Gleichungen  11)  und  den  Glei- 
chungen 12),  so  folgt  für  das  obere  Zeichen: 

13>)     ^  =     ^l/2     _  2u\/T^?      [/l— l/l-^^  _      u\/2 
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.  dz       2du 

Es   sei   r   der  Radiusvector   eines   Punctes   der  Lemniscate,   man 

setze  — 7=  =  z,  ist  ds  das  Bogenelement,  so  findet  man  leicht: 
«1/2  ' 

1     ds_  ^        1 

ö/2  ^^  ~"  i/r^^* 

Die  Gleichungen  13)  und  14)  geben  hierdurch  ein  Mittel  den 
doppelten  Bogen  CS  eines  Bogens  CI  zu  finden,  oder  umgekehrt  die 
Hälfte  CI  eines  gegebenen  Bogens  algebraisch  zu  bestimmen. 

In  den  Gleichungen  11)  und  12)  nehme  man  das  untere  Zeichen. 
Setzt  man  t  statt  Uj  so  folgt: 

\/l  +  l/l— z4  _      t\/2  _  2^l/r=T4 


15) 


16)  ''  ^'' 


l/l— ^4  l/l^/4 

Ist  C^  =  za\/%  CH  =  ta\/2y  so  geben  die  vorstehenden  Glei- 
chungen Ave  CS  =  2AycEZ,  Fallen  die  Puncte  iT  und  .S  zusammen, 
nimmt  man  in  der  Gleichung  Ib)  z  =  t^  also  z^  =  2/3  —  3,  so  ist 
hierdurch  algebraisch  das  Problem  der  Dreitheilung  des  Lemniscaten- 
bogens  gelöst. 

Setzt  man  weiter: 

CI  =  ua\/%   CS  =  za\J'i  CO  =  ia\/% 
l/l  +  l/fZI^  _     ^l/^      l/l  +  l/i^=^^  _      t\/2 

z  i/r=^^'       ^  i/i— ^'^^ 

so  ist  CS  =  2CI\  CI  =  20L,  folglich  CS  =  40Z.  Fallen  die 
Puncte  S  und  ö  zusammen,  so  wird  dadurch  der  fünfte  Theil  des 
Quadranten  der  Lemniscate  bestimmt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  schliesst  Fagnano,  dass  der  Quadrant 
der  Lemniscate  sich  algebraisch  in  gleiche  Theile  zerlegen  lässt,  wenn 
die  Anzahl  derselben  in  einer  der  drei  Formen  2.2"*,  3.2"*,  5.2"* 
enthalten  ist,  wo  m  eine  positive,  ganze  Zahl  bezeichnet: 

„E  questa  e  una  nuova,  e  singolare  proprietä  della  mia  curva" 
(p.  368). 

Die  ebenso  eleganten  wie  merkwürdigen  Theoreme  von  Fagnano 
bewogen  Euler  sein  Additionstheorem  in  einer  Reihe  von  Abhandlun- 
gen theils  weiter  auszuführen,  theils  geometrisch  zu  verwerthen.  Der 
ziemliche  Umfang   dieser  Abhandlungen   gestattet  keine   eingehendere 
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Analyse  derselben,  einige  Andeutungen  der  bemerkenswerthesten  Re- 
sultate mögen  genügen.  Hier  wie  in  fast  allen  Theilen  der  Mathe- 
matik tritt  die  wahrhaft  stauuenerregende  Produetivität  Euler's  in 
bemerkenswerther  Weise  hervor. 

In  der  Abhandlung:  „Observationes  de  comparatione  arcuum  cur- 
varum  irrectificabilium"  (Novi  Commentarii  Acad.  Petropolitauae.  T.  VI 
p.  58 — 84.  Petropoli  1761)  bestimmt  Euler  auf  dem  Qudranten  einer 
Ellipse  zwei  Bogen,  deren  Summe  sich  geometrisch  ausdrücken  lässt. 

Wird  die  halbe  grosse  Axe  zur  Einheit  genommen,  ist  c  die  halbe 
kleine  Axe,  setzt  man  1  —  c^  =  w,  so  stellt  sich  Euler  die  Aufgabe, 
die  Integrabilität  des  Differentialausdrucks 

,_.      ^1  /l — nx^  ,   ^   1  /l — nu'^ 

zu   bestimmen.     Hierbei   wird   bemerkt:   „ —  cum   igitur   tentaminibus 

1    /l  71X- 

totum  negotium  absolvi  debeat,  fingatur  1  /  ^ =   au^   et   a   ita 


concipiatur   ut   vicissem  fiat  I  /  ~ ^    =  ^^"• 

Da  7i  <  1  ist,  so  führt  die  obige  Annahme  zu  keinem   rellen  Re- 
sultate.    Euler  setzt  daher  (tentemus  ergo  alias  formulas): 

Q^     1  /^ — ^^^  _^    I  /l — nu^  ci 

^^)     V    i_a;2    —   u'  V  T=^   ""  ■^• 
Hieraus  folgt  a  =  1  und 

19)     a;2+w2  =  i^nxV. 
Für  «  =  1  ist   nach  18)    der  Differentialausdruck    in  17)   gleich 

dx      du  d{x^-\-y^] 

u        X  2xu 

d.  i.  nach  19): 

dx  ,  du 

=  ndxu. 

u         X 

Findet  die  Gleichung  19)  statt,  so  ist  also 

_    1  /l—nx'^  ,    ,   1  /\—nu^  ^ 

dx  /  -^ ;r  -{-du\ r  =  udxu. 

V    1 — x^  v    1  —u^ 

Da   nach    10)   u  =  1    für  x  =  0,  so  giebt  die  vorstehende  Glei- 
chung integrirt; 


/'-l/i^-H-/-*!/^? 


nxu. 


Diese  Gleichung  enthält  Nichts  weiter  wie  den  Satz  von  Fagnano. 
Euler  giebt  für  denselben  folgende  einfache,  leicht  zu  beweisende 
Construction  an. 
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Die  Tangente  im  Puncte  P  der  Ellipse  Fig.  8. 

treffe  die  kleine  Axe  OB  im  Puncte  Q, 
Auf  dieser  Tangente  werde  QR  =  OA^  d. 
h.  gleich  der  halben  grossen  Axe  abgeschnit- 
ten. Die  Parallele  zu  OB  durch  R  trifft 
die  Ellipse  im  Puncte  S.     Es  ist  dann: 

kvcPB  —  krcAS  =  PM, 
wo  M  der  Fusspunct   des  Perpendikels   ist, 
gefällt  vom  Mittelpuncte  0  der  Ellipse  auf 
die  Tangente  des  Punctes  P. 

Im  weiteren  Verlauf  der  Abhandlung  reproducirt  Eiiler  eine  ziem- 
liche Zahl  der  von  Fagnano  gefundenen  Formeln.  Zu  diesen  wird  der 
folgende  Satz  hinzugefügt: 

Theorema. 

„Si    corda   arcus    simplicis    CM  fit  =  z    et    corda    arcus  7i  cupli 
^yl/(n)  ,_  ^^  gj.j^  corda  arcus  {n-\-l)  cupli 


1— w2 


(7J/(n+l)    =    _^1+^^-  V     \+Z' 


,_,,,.(1— ^)(1-^^) 


(1+^2)  (1+^2) 

Der  T.  VII  der  „Novi  Commentarii"  (Petropoli  1761)  enthält  in 
verkehrter  Reihenfolge  die  Abhandlungen  Euler' s'^ 

Specimen  novae  methodi  curvarum  quadraturas  et  rectificationes 
aliasque  quantitates  transcendentes  inter  se  comparandi.    (p.  88 — 127). 

Specimen  alterum  methodi  novae  quantitates  transcendentes  inter 
se  comparandi  de  comparatione  arcuum  Elüpsis.     (p.  3 — 48). 

Es  seien  X  und  V  dieselben  Functionen  von  x  und  y,  Nimmt  man 
zwischen  x  und  y  die  Gleichung  a-\-2ß{x-\-y)-\-Y{x^-\-y'^)-\-16xy  =  0 
an,  so  lassen  sich  mittelst  derselben  Integrale  herstellen,  J  Xdx,  J  Ydy 
mit  deren  Hülfe  sich  die  Summen  von  Kreisbogen  und  Parabelbogen 
ohne  zu  weitläufige  Rechnungen  ausdrücken  lassen.  Diese  Methode 
bildet  den  Gegenstand  der  ersten  Abhandlung.  Mit  seinem  unüber- 
trefflichen Talent,  vom  Einfachen  zum  Complicirten  auf  systematische 
Weise  voranzugehn,  nimmt  Euler  in  der  zweiten  Abhandlung  die  „Ae- 
quatio  canonica"  0  =  a-^y{xx-\-yy)-\-1öxy-\-^xxyy  als  Ausgangspunct 
zur  Herstellung  seines  Additionstheorems. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  mit  Euler  \ 

Euneper,  eUipt.  Functionen.  31 
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so  finden  folgende  Gleichungen  statt  (pag.  11): 

II(.^)+IIiy)-n(.^)  = 

wo: 

Für  B^  =  Oj  C"  =^  0  repräsentiren  die  Gleichungen  20) — 22)  das 
Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung,  für  A  =  \j 
C  =  —(1  -hk^),  E=k^,  A'=l,  B'  =  —k\  C"  =  0  zeigen  dieselben 
Gleichungen,  dass  Euler  auch  als  Entdecker  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  angesehn  werden  muss,  welches 
Theorem  auf  p.  24  in  der  gewöhnlichen  Form  direct  ausgesprochen 
sich  vorfindet  Von  pag.  24  an  bis  zum  Ende  der  Abhandlung  bedient 
sich  Euler  fortwährend  dieses  Satzes  zur  Vergleichung  von  EUipsenbogen. 
Nachdem  schon  auf  p.  14  bemerkt,  wie  die  Gleichung  II{x)  =  7i  n{y) 
herzustellen  ist,  finden  sich  auf  p.  37  u.  p.  46  Probleme  über  Verdoppe- 
lung und  Verdreifachung  eines  elliptischen  Bogens.  *) 

Im  t.  VII  der  „Comment.  Petropol."  findet  sich  noch  folgender 
Aufsatz  Euler' s: 

Demonstratio  theorematis  et  solutio  problematis  in  Actis  Erudito- 
rum  Lipsiensibus  propositorum.  (p.  128 — 162).**) 

Das  zu  beweisende  Theorem  besteht  in  Folgendem. 

Es  sei  (Fig.  9)  DD'  ein  gegebener  Diameter  der  Ellipse  ABA^B\ 
Man  construire  den  conjugirten  Diameter  CC^.  Es  werde  auf  der  Ver- 
längerung von  C6"  vom  Mittelpunct  0  der  Ellipse  aus  das  Segment 
OE  =  OA  abgeschnitten.  Vom  Puncto  E  fälle  man  das  Perpendikel 
Eff  auf  OAj  welches  den  Umfang  der  Ellipse  im  Puncto  P  triff't. 
Durch  den  Punct  P  ist  dann  der  halbe  Umfang  DBCAD^  der  Ellipse 
zwischen  den  Endpuncten  des  gegebenen  Diameters  DD^  so  getheilt, 
dass  AycDBP— Are  PÄD'  =  FF'  ist.  Die  Puncto  F  und  F  sind 
die  Fusspuncte  der  Perpendikel  gefällt  von  den  Puncten  D  und  D' 
auf  den  conjugirten  Diameter  CC. 

Euler  hat  den  Beweis  dieses  Theorems  gegeben,  sowie  die  Lösung 
des  Problems  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AB  zwei  Puncto  p  und 


*)  Problema  7. 

Proposito  Ellipsis  arcu  quocunque  fg,  a  dato  puncto  p  abseindere  arcura 
pqrs^  qui  ab  illius  arcus  fg  triplo,  differat  quautitate  geometrice  assignabili. 
•*)  Nova  Acta  Eruditorum  MDCCLIV  p.  40. 
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1 

^  so  zu  bestimmen,  dass  Ai'cpq  ==  -^  Are  AB.     Dieses  letztere  Problem 

wird  auf  ein  geometrisches  Problem  reducirt.  Die  Tangente  des  Punctes 
p  schneide  die  verlängerten  Hauptaxen  OA  und  OB  der  Ellipse  in 
den  Puncten  p^  und  />".  Der  Punct  p  ist  dann  durch  die  Bedingung 
p^p — 2)p^^  =  a-{-b  bestimmt,  wo  OA  =  a  und  OB  =  b  ist.  Genau 
auf  dieselbe  Weise  ist  der  Punct  q  bestimmt,  dass  die  Differenz  der 
Segmente  der  Tangente  gleich  der  Summe  der  halben  Hauptaxen  ist. 
(p.  155).  Am  Ende  seiner  Abhandlung  behandelt  Miler  das  Problem 
den  ganzen  Umfang  der  Ellipse  in  drei  gleiche  Theile  zu  zerlegen 
(p.  156 — 162).     Ueber  dieses  Problem  findet  man  die  Worte: 

„Quoniam  enim  facillime  arcus  assignatur,  qui  totius  perimetri  fit 
semissis,  vel  quadrans,  vel  ope  problematis  praecedentis  etiam  octans, 
haud  parum  notatu  dignus  videtur  casus,  quo  triens  postulatur,  cujus 
solutio,  etiamsi  ob  summam  facilitatem,  qua  res  de  semissi  et  qua- 
drante  expeditur,  non  admodum  difficilis  videatur,  tamen  ad  investi- 
gationes  perquam  prolixas  et  operosas  deducitur,  quas  superare 
tentabo". 

In  allen  diesen  angeführten  Abhandlungen  macht  sich  bei  Euler 
das  Vorbild  geltend,  welches  Fagnano  in  seinen  Arbeiten  gegeben  hat, 
eine  fortwährende,  unmittelbare  Anwendung  der  gefundenen  Formeln 
auf  Geometrie.  Euler  citirt  auch  mit  offener  Bewunderung  die  Arbeiten 
seines  Vorgängers  in  diesem  Gebiete  der  Analysis. 

Die  folgenden  Abhandlungen  Euler' s  sind,  ungeachtet  ihrer  Titel, 
beinahe    rein    analytischer  Natur,    die  Untersuchungen   von  Maclaurin 
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und  d'AIembert,  welche  angeführt  sind,  scheinen  den  Grund  zu  diesen 
Arbeiten  gelegt  zu  haben. 

Consideratio  formularum,  quarum  integratio  per  arcus  sectionum 
conicarum  absolvi  potest.  (Novi  Oomment.  t.  VIII.  p.  129 — 149  Pe- 
trop.  1763) 

De  reductione  formularum   integralium    ad   rectificationem    ellipsis 
ac  hyperbolae.  (N.  C.  t.  X.  p.  3—50.  Pet.  176G). 
Findet  zwischen  x  und  y  die  Relation  statt: 

so  werden  particuläre  Fälle   dieser  Gleichung    auf  die  Transformation 
von  Integralen  angewandt,  enthalten  in  der  Form: 


/ 


^+*'-^^-rf*. 


k-\-hxx 

Je  nachdem  die  Constanten  /',  g,  h,  k,  theilweise  positiv  oder 
negativ  sind,  je  nachdem  ferner  gewisse  Ungleichheiten  zwischen  den- 
selben stattfinden,  unterscheidet  Euler  12  verschiedene  Fälle,  welche 
sämmtlich  sehr  eingehend  behandelt  sind.  In  geometrischer  Hinsicht 
wird  dabei  unterschieden,  ob  ein  solches  Integral  eine  der  folgenden 
fünf  Bedeutungen  hat:  elliptischer  Bogen,  hyperbolischer  Bogen,  ellip- 
tischer Bogen  plus  einem  algebraischen  Theil,  hyperbolischer  Bogen 
plus  einem  algebraischen  Theil,  elliptischer  und  hyperbolischer  Bogen, 
nebst  algebraischem  Theil.  Aus  der  enormen  Menge  von  Detailunter- 
suchungen, welche  beide  Abhandlungen  enthalten,  möge  hervorgehoben 
werden,  dass  Euler  in  der  ersten  Abhandlung,  die  allgemeine  Gleichung 
23) lauf  ein  ziemlich  allgemeines  Problem  anwendet,  (p.  142). 

Die  Gleichung  23)  führt  bekanntlich  auf  eine  Differentialgleichung : 

24)     ^  +  ^  =  0, 

wo    X  und  Y  Polynome    vierten    Grades    von  x  und   y    sind.      Euler 
setzt  nun: 

X  ==  Ax^+Cx^+B. 
Nimmt  man  ^',  i>^',  6'',  I)%  E^  als  gegeben  an,  so  giebt  die  erste 
der  Gleichung  25)  zwischen  «,  bj  c  etc.  5  Relationen.  Da  Ä  nur  grade 
Potenzen  von  x  enthält,  so  ergeben  sich  zwischen  den  bemerkten  Coef- 
ficienten  noch  zwei  weitere  Relationen.  Um  eine  letzte  Relation  [die 
Gleichung  23)  enthält  factisch  nur  8  arbiträre  Coefficienten]  zu  erhalten, 
geht  Euler  von  folgender  Gleichung  aus: 


25) 


J  \/äY 
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^2BY+CY+2D'y'{-E' 


dy  =  ConstansH- 


Diese  Gleichung  wird  mittelst  der  Gleichungen  23)  und  24)  be- 
handelt. P]s  seien  i^,  Q\  Bf  gegebene  Quantitäten.  Um  nun  eine 
achte  Relation  zwischen  a^  h,  c  etc.  zu  erhalten,  setzt  Euler  A^Q*  =  B^R' 
Es  ist  dann: 

/?' 

mx-{-7iy-]-p  =  -j.iby+c'x+cxy). 

Die  finale  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Gleichung  23)  hängt 
von  einer  cubischen  Gleichung  ab.  Sind  dieselben  bestimmt,  so  ergeben 
sich  A,  By  Cy  Py  Q  und  R  durch  lineare  Gleichungen.  Aehnlich  wie 
die  vorhin  erwähnten  beiden  Abhandlungen  enthalten  die  beiden  fol- 
genden wesentlich  analytische  Resultate. 

Uberior  evolutio  comparationis  quam  inter  arcus  sectionum  coni- 
carum  instituere  licet.  (Acta  Academiae  Petropolitanae.  pro  Anno 
MDCCLXXI.  Pars  Posterior.  Petrop.  1785  p.  23  — 44).  De  miris 
proprietatibus  curvae  elasticae  sub  aequatione 

/x'^dx 

(Acta  A.  P.  pro  A.  MDCCLXXXII.  Pet.  1789.  p.  34—61). 

Die  erste  Abhandlung  beschäftigt  sich  namentlich  mit  dem  Addi- 
tionstheorem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  (p.  30)  und 
Anwendung  desselben  auf  die  Vergleichung  von  Ellipsenbogen.  Auf 
p.  35  wird  in  das  Integral  für  den  elliptischen  Bogen  ein  Winkel  als 
Integrationsvariabele  eingeführt.  Am  Schluss  (p.  43)  findet  sich  folgendes : 

Theorema. 

Si  capiatur    s  =     ,         ^  ,  erit  diflferentia  istarum  formu- 

l/c4+(«2_c2)^2' 

larum  integralium  semper  algebraica: 

'  —  c2)^2 


al/«2-— ^2         '     J         cS/c'  —  q 
{a^  —  c^)q\/c'-  —  q^ 


dq  = 

2  ^ 


Cl/c4  +  («2_c2)^2 

Diese   „egregia  reductio",   wie  Euler   dieselbe  nennt,   ist   indessen 
nur  eine  andere  Form  für  das  Theorem  von  Fagnano. 

Die  Abhandlung  über  die  elastische  Curve  basirt  auf  einem  älteren 
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Aufsatz  „Plenior  explicatio"  von  welchem  weiter  unten  die  Rede  sein 
soll.  Von  pag.  51  ab  werden  die  Bogen  der  Curven,  welche  in  Form 
elliptischer  Integrale  erscheinen,  mit  einander  verglichen.*)  Die  Ver- 
gleichung  von  Curvenbogen,  welche  nicht  superposabel  sind,  haben 
Euler  in  seinen  letzten  Lebensjahren  zu  einigen  sehr  interessanten  und 
geistvollen  Betrachtungen  Veranlassung  gegeben,  von  denen  man  nur 
bedauern  kann,  dass  dieselben  nicht  in  dem  Maasse  durchgeführt  sind, 
wie  dieses  bei  den  Kegelschnitten  der  Fall  ist. 

Diese  Untersuchungen,  welche  von  den  bisher  bemerkten  gänzlich 
verschieden,  sind  die  folgenden: 

De  innumeris  curvis  algebraicis,  quarum  longitudinem  per  arcus 
ellipticos  metiri  licet.  (Nova  Acta  Ac.  Petrop.  t.  V  pro  Anno 
MDCCLXXXVII.  Petr.  1789  p.  71—85). 

De   infinitis    curvis    algebraicis   quarum    longitudo    indefinita  arcui 
elliptico  aequatur.  (Memoir(3S  posthumes  de   L.  Euler,  F.  F.  Schubert 
et  N.  Fuss.     Petersbourg  1830  p.  95—99). 
Die  erste  Abhandlung  behandelt  folgendes: 
Problema. 
Pro    coordinatis  x  Qi  y   functiones   algebraicas  ipsius  v   investigare, 
ut  fiat: 

1  — (n2— l)t;2 


ydx^+dy'^  =  dv  ..  .^ 

Nachdem  eine  Lösung  gegeben,  setzt  Euler  v  =  mv(p  und  giebt 
dann  auf  p.  80  als  altera  solutio  folgende  Gleichungen: 

2^  ==  y-YSm(24-l)^— ■-p-^sm(A  — 1)^, 

Nimmt  man  die  Fälle  ^  =  +  1  aus,  so  bestimmen  die  vorstehen- 
den Gleichungen  für  rationale  Werthe  »von  X  unendlich  viele  alge- 
braische Curven.  Auf  p.  83  wird  noch  ein  zweites  System  gegeben, 
welches  nur  unwesentlich  von  dem  obigen  verschieden  ist.  Aus  der 
zweiten  Abhandlung,  welche  vom  Jahre  1781  datirt,  sind  folgende  Glei- 
chungen hervorzuheben: 


*)  Die  geometrische  Untersuchung  der  elastischen  Curve  verdankt  ihren 
Urprung  einem  Probleme  von  Jacol)  Bernoulli,  (Acta  Erud.  1692  p.  207)  die 
Form  eines  Tuches  zu  finden,  welches  von  einer  schweren,  flüssigen  Materie 
ausgedehnt  wird.  Eine  Lösung  des  Problems  erfolgte  nicht.  Bernoulli  gab 
seine  Lösung  A.  E.  1692  p.  262,  Weitere  Untersuchungen  von  demselben  ent- 
halten die  A.  E.  1694  p.338;  1695  p.  545. 
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X  =    — r-rC08(W-f  1)6 r  COS  (w 1)0, 

y  =  ^8in(?^-fl)6>  — ^— f8in(w  — 1)Ö, 

wo  n  =  :f:  1  auszunehmen  ist. 

In  einer  früheren  Abhandlung: 
Integratio  Aequationis 

dx  dy 


\/a+Bx-\-Cx'^+Dx^+Ex^        \/A+Btj+Cy'^+Dy^-\-Ey^^ 
(Novi  Commentarii,  t.  XII  p.  A.  MDCCLXVII  p.  3— 16) 
hatte  Euler  schon  bemerkt,  dass  in  dem  ersten  Differential  durch  eine 
Substitution  von  der  Form: 

mz-\-a 

nz+h 
die  ungraden  Potenzen  von  z  unter  dem  Wurzelzeichen  sich  wegschaf- 
fen lassen.  Dasselbe  gilt  für  das  zweite  Differential.  Nimmt  man  also 
in  der  obigen  Gleichung  B  =  0,  i>  =  0,  so  wird  die  Allgemeinheit 
derselben  dadurch  nicht  verringert.  Indem  Euier  in  der  obigen  Diffe- 
rentialgleichung unter  den  Wurzelzeichen  nur  grade  Potenzen  von  x 
und  y  annahm,  gelangte  er  durch  eine  wesentliche  Vereinfachung  der 
Rechnungsoperationen  zu  den  Ergebnissen,  welche  in  der  ebenso  merk- 
würdigen wie  bedeutenden  Abhandlung  niedergelegt  sind: 

Plenior    explicatio    circa    comparationem     quantitatum     in    forma 
integrali 

Z 


A 


dz 


\/l-\-mz^-^nz^ 

contentarum,  denotante  Z  functionem  quamcunque  rationalem  ipsius  z\ 
Diese  Abhandlung  findet  sich  in  „Acta  Academiae  Petropolitanae, 
pro  Anno  MDCCLXXXI."  Pars  Posterior.  Petropoli  1785  (p.  3—22), 
oder  auch:  „lustitutiones  calculi  integralis"  (t.  IV  p.  446^ — 464).  Euier 
hat  in  dieser  Abhandlung  sein  ursprüngliches  Additionstheorem  so 
erweitert,  dass  sich  ein  Satz  ergiebt,  welcher  die  Additionstheoreme 
sämmtlicher,  von  Legendre  aufgestellten  Gattungen,  elliptischer  Integrale 
umfasst.  Bei  dem  historischen  Interesse  sollen  die  Worte  Euler's  an- 
geführt werden.     Man  setze: 


l^^'^ 


26)     n{z)  =    /      ,        ^  dz, 


wo  Z  eine   grade  Function   von  z  ist.     Ist  Z  ein  Polynom  von  2^,  so 
lässt  sich  n{x)-\-n{y)  —  77  (z)  als  algebraische  Function  von  Xy  y  und 


488 

z  darstellen  für  eine  gewisse  algebraische  Relation  zwischen  x,,  y  und  z. 
„Nunc   autera    observavi,    easdem    comparationes    institui   posse,  si 
pro  Z  accipiatur  functio  quaecunque  rationalis  ipsius  jz^,  quae  scili- 
cet  habeat  hujusmodi  formam: 

F-\-  Gz^+Ez^-j-Iz^-i-Kz^'i- . . . 
%+(3z^+^z^-^^z^-j-^z^+ .,. 
ubi  quidem  hoc  discrimen  occurrit,  quod  differentia  inter  summam 
duarum  hujusmodi  formularum  et  tertiam  formulam  ejusdem  generis 
inveniendam  non  amplius  fit  quantitas  algebraica,  veruntamen  per 
logarithmos  et  arcus  circulares  semper  exhiberi  possit  ita  ut  nunc 
ista  investigatio  multo  latius  pateat,  quam  eam  adhuc  eram  com- 
plexus." 

Wie  fast  in    allen  Untersuchungen   über   elliptische  Integrale  geht 
Euler  von  der  Gleichung  aus: 

Diese  Gleichung  wird  durch  die  folgende  ersetzt: 

27)     x^+y^—z^-\-2xy\/\-hmz^-\-nz^  —  nx^y'^z'^  ==  0. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

28)     \/l+mz^-^nz^  =  A, 
so  giebt  die  Gleichung  27): 

29)     x'^-^-y'^—z'^-^-lxy  A—nxhßz'^  ==  0. 
Entwickelt  man  aus   dieser  Gleichung   successive   die  Werthe  von 
x  und  ?/,  so  folgt: 

x{\ — nyV)-\-yA  =  z\/l+my^-\-ny\ 


30)      ,  / 

y{l — nx'^z'^) -\- xA  =  z\/i-{-mx^-i-nx\ 


Die  Gleichung  29)  führt  bekanntlich  auf: 
31) 
oder  nach  30): 


31)  ,    '^•^     +-j=  ^y     ^0, 

\/\-\-mx'^-\-nx^      \/\-\-my'^-\-ny^ 


S2^  ^^  ^  ____dy_____ 

^     y{i—nxV}-hxA  x{\—nyV)-\-yA' 

Für  X  =  0  ist  nach  29)  y  =  z^  die  Differentialgleichung  30)  inte- 
grirt,  giebt  das  bekannte  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung.  Es  seien  nun  X  und  Y  dieselben  Functionen  von  x'^ 
und  y^  yfiQ  z  von  z^.     Man  setze: 

33)       ,        ^         ~-.dx+'-, -^  dy  =  dV, 

yl-j-mx'^-^nx^  \/\-{-my'^-\-ny^ 

dann  lässt  sich  auf  folgende  Art  V  finden.     In  33)  lässt  sich  nach  31) 
dx  oder  dy   eliminiren,   da   indessen  kein  Grund  vorhanden  ist,   V  als 
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Function  von  x  oder  y  anzuBchn,  so  führe  man  eine  neue  unabhängige 
Variabele  u  ein,  mittelst  der  Gleichung  xy  ==  u.  Die  Gleichung  32) 
lässt  sich  dann  ersetzen  durch : 

dx  — dy 

. —  ~ —  sdu 

y{{ — 7tx^z'^)-\-xA        x{\ — ny'^z^)-\-yA  ' 

oder : 

34)     dx  =  [y{i  —  nxh'^) + xA'] sdu,  dy  =  —  \_x ( 1  —  ny'^z^) + yA] sdu, 

wo  s  eine  Unbestimmte  bedeutet.     Diese  Gleichungen  geben: 

ydx-\-xdy  =  {y'^  —  x'^)sdii 

also  da  ydx-\-xdy  =  du  ist,    1  =  (^/^  —  x'^)s.     Setzt  man  in  den  Glei- 

1 

chungen  34)  s  = -^,  so  folgt  mittelst  der  Gleichungen  30): 

y      ^ 

dx  —  dy  zdu 


\/\-\-mx:^-\-nx^         \/\+my^-\r7iy^         y^—x^ 
Die  Gleichung  33)  wird  hierdurch: 

z-:: 7^du  =  dy 

y^ — -x^ 

oder : 

34)     dV  =  —z^~^,du. 

y^  —  x^ 

y j^ 

Nun  ist  aber  — eine    Function   von   xy    und   x^-^-y'^.     Die 

y^  —  x^ 

Gleichung  29)  giebt,  xy  =  u  gesetzt,: 

35)     .^2_|_^2  =  z^+1uA-\-uHhi. 

Hieraus  folgt,  dass  in  34)  der  Factor    von  du  eine  Function  von 

u  ist.     Setzt  man  folglich: 

36)        z^f^^  =  U, 
y^ — x^  ' 

so  ist  nach  34)  dV  ==  —  üdu.  Diesen  Werth  von  d  V  setze  man  in 
die  Gleichung  33)  und  integrire.  Für  x  =  0  ist  y  ==  z  und  w  =  0. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung  aus  26)  folgt  nun: 


-n(z)  =  -  f 


37)     nix)-\-lI(y)—niz)  =  —  /     Udu, 

Ist  z.  B. : 

^^)     ^-a'-^h'z'^' 
so  folgt: 

Y~X  afh—aV 


y'^  —  xT-         a'2+a'^/(^^+2/2)+^'"^^V 
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d.i.  nach  35)  und  36): 


zia'h  —  ah')  ^ 


Nimmt  man  also: 
so  ist: 

/u 
zjab^  —  a^b)du 
~a'-2-i.a^b^z-'+2a'b'A .  u  +  {b'''+a'b'nz^)^^ ' 

wo  nach  Ausführung  der  Integration  rechts  ii  =  xy  zu  setzen  ist. 
Die  vorstellende  Gleichung  enthält  die  Additionstheoreme  der  ellip- 
tischen Integrale  sämmtlicher  drei  Gattungen. 

In  Verbindung  mit  den  Abhandlungen,  deren  beim  Additions- 
theorem Erwähnung  geschah,  sind  in  dem  Vorstehenden  fast  alle  Ar- 
beiten von  Euler  angegeben,  welche  sich  auf  elliptische  Integrale 
beziehn.  Dieselben  enthalten  ein  sehr  grosses  Material,  selbst  wenn 
man  von  mitunter  etwas  umständlichen  Wiederholungen  absieht.  Es 
hat  sich  ergeben,  dass  das  allgemeinste  Additionstheorem  für  elliptische 
Integrale  zuerst  von  Euler  deutlich  und  explicite  ausgesprochen  ist, 
dass  Euler  eine  Art  Normalform  elliptischer  Integrale  angenommen 
und  auf  dieselbe  hingewiesen  hat,  welche  sich  wenig  von  der  Normal- 
form unterscheidet,  welche  die  Basis  der  Forschungen  von  Legendr e 
bildet.  Die  Arbeiten  von  Euler  mussten  für  Legendre  eine  ebenso 
nützliche  wie  reiche  Quelle  sein,  aus  welcher  der  Verfasser  des 
„Trait^  des  fonctions  elliptiques"  eine  Anzahl  Ideen  entnommen  hat, 
welche  eine  unparteiische  Auffassung  dem  Manne  zuwenden  muss, 
welcher  ohne  Uebertreibung  der  Begründer  der  neuern  Mathematik 
genannt  werden  kann.  Das  grosse  Verdienst,  welches  Legendre  um 
die  Ausbildung  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  erworben, 
wird  nicht  im  Mindesten  dadurch  verringert,  dass  die  Priorität  einiger 
fundamentalen  Ideen  und  Theoreme  Euler  angehört.  Wenn  man 
erwägt,  dass  die  hierhin  gehörigen  Arbeiten  Euler' s  in  ihrer  Vereinigung 
einen  Quartband  von  350  —  400  Seiten  füllen  würden,  so  ist  schwer 
zu  begreifen,  dass  von  all  diesen  Arbeiten  nur  ein  einziger  Satz 
erwähnt  wird,  der  noch  obendrein,  gestützt  auf  die  Autorität  von 
Lagrange,  mehr  einem  glücklichen  Einfall,  wie  langer,  .mühsamer  und 
tiefer  Forschung  zugeschrieben  wird.*}     Fagnano  hat  den  glücklichen 

•)  Schon  früher  ist  Euler  gegen  eine  gedankenlose  Tradition,  gegen 
eine  ungerechte  Entfremdung  seiner  Additionstheoremc  in  Schutz  genommen 
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Gedanken  gehabt,  den  Euler  durch  eine  ungeheure  Arbeit  erst  syste- 
matisch weiter  geführt  hat.  Es  lässt  sich  nicht  verkennen,  dass  die 
Rechnungen  Euler's  in  manchen  Aufsätzen  für  den  Ungewohnten  von 
abschreckender  Länge  und  Complication  sind,  dass  die  überwältigende 
Menge  von  Formeln  der  ersten  Abhandlungen,  erst  in  der  „Plenior 
Explicatio"  den  Anfang  einer  bedeutenden  Theorie  hervortreten  lässt. 
Mit  dem  Erscheinen  der  Abhandlung  „Memoire  sur  les  integrations 
par  d'arcs  d'ellipse"  (Histoire  de  l'Academie,  Ann^e  MüCCLXXXVI. 
Paris  1788  p.  616 — 646)  von  Legendre^  wenige  Jahre  nach  dem 
Tode  Euler' s,  tritt  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  in  ein  neues 
Stadium.  Die  geometrische  Grundlage  verschwindet  fast  gänzlich. 
Mit  hervorragender  Leichtigkeit  und  Eleganz  behandelt  Legendre  die 
elliptischen  Integrale  in  sehr  systematischer  Weise.  Er  giebt  zur 
Untersuchung  derselben  eine  grosse  Menge  Reductionsformeln ,  welche 
ihm  gestatten,  später  in  lichtvoller  Uebersichtlichkeit  Ordnung  zu 
schaffen  in  dem  schwer  zu  übersehenden  Labyrinth  von  Formeln, 
welche,  meistens  in  recht  ungelenker  Form,  von  äAlembert  und  Euler 
aufgestellt  worden  sind.  Selbst,  wenn  man  eine  Reihe  glänzender  Ent- 
deckungen nicht  in  Rechnung  bringt,  können  die  Verdienste  von  Le- 
gendre nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden,  weiteren  Forschungen 
den  Weg  geebnet  zu  haben. 

Fasst  man  die  successive  Ausbildung  der  Lehre  von  den  ellip- 
tischen Integralen  in's  Auge,  so  lässt  sich  kaum  in  Abrede  stellen, 
dass  von  dem  Jahre  1740  an,  als  Fagnano  das  Problem  über  die  bi- 
quadratische Parabel  aufstellte,  ein  volles  Jahrhundert  hindurch  diese 
Theorie  wesentlich  von  Fagnano^  Euler  und  Legendre  geschaffen  und 
begründet  ist. 

worden.  Man  findet  ähnliche  Behauptungen  wie  die  obigen  schon  bei  Plana 
in  dem  „Memoire  sur  la  theorie  des  transcendantes  elliptiques"  enthalten,  in 
den  Memorie  della  reale  Academia  di  Torino.  Serie  seconda.  T.  XX.  p.  292. 
Torino  1863. 

Es  ist  dieses  nicht  der  einzige  Fall,  dass  bedeutende  Ideen  für  Kider 
reclamirt  werden  müssen.  Riemann  hat  darauf  hingewiesen,  dass  Euler  eine 
Methode  vollständig  ausgebildet  hatte,  die  Bewegungen  von  Flüssigkeiten  zu 
betrachten,  welche  29  Jahre  später  von  Lagrange  wieder  gefunden  und  in 
der  Folge  demselben  kritiklos  zugeschrieben  wurde.  Für  die  Behandlung 
hydrodynamischer  Probleme  hat  Euler  zwei  Methoden  gegeben.  Man  ver- 
gleiche hierüber  eine  Göttinger  Preisschrift  vom  Jahre  1860  unter  dem  Titel: 
Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  von  H.  Hankel. 

Es  bewahrheitet  sich  bei  dieser  Gelegenheit  wieder  die  Richtigkeit  der 
treffenden  Worte  von  Lajüace  „Lisez  Euler ,  lisez  Euler,  c'est  notre  maitre 
ä  tous."    Citirt  von  Libri  im  Journal  des  Savants.    1846,  p.  52. 
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Die  Arbeiten  von  Pagnano  und  Euler  haben  später  zu  keinen 
directen  Fortsetzungen  Veranlassung  gegeben,  die  Schriften  von  Fa- 
gnano  scheinen  sehr  wenig  bekannt,  die  Schriften  des  grossen  Euler 
zu  wenig  gelesen  zu  sein.  Es  lässt  sich  schwer  erklären,  dass  der 
Name  von  jedem  dieser  eminenten  Geometer  nur  mit  einem  einzigen 
Theoreme  verbunden  ist.  Von  dem  Additionstheoreme  Euler' s  ist  im 
siebenten  Abschnitt  die  Rede  gewesen;  zur  Vervollständigung  des 
Obigen  bleibt  daher  nur  übrig,  auf  einige  Abhandlungen  zu  verweisen, 
welche  sich  auf  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano  beziehn.  Fol- 
gende Abhandlungen  bieten  einiges  Interesse  dar. 

ßrinkley.  A  Theorem  for  finding  the  Surface  of  an  Oblique  Cylinder 

with  a  Geometrical  Demonstration.     Also,  an  Appendix,   con- 

taining  some  Observations  on  the  Method  of  finding  the  Circum- 

ference  of  a   very  Excentric  Ellipse;   including  a  Geometrical 

Demonstration    of  the   remarkable   Property    of  EUiptic   Are 

discovered  by  Count  Fagnani.     (Transactions  of  the  roy.  Irish 

Academy.     Vol.  IX.  p.  145—158.  Dublin  1803)." 

In  dieser  Abhandlung  hat  nach  Mac  Cullagh  der  nachmalige  „Lord 

Bishop   of  Cloyne"    den    ersten  geometrischen  Beweis  des  Satzes  von 

Fagnano  gegeben.  *) 

Wallace:   „A   New   Method   of  expressing   the   Coefficients    of    the 

Development  of  the  Algebraic  Formula  («2+&2_2«&cos^)", 

by  means  of  the  Perimeters  of  two  Ellipses,   when  n  denotes 

the  Half   of   any   odd    number;   together   with   an    Appendix 

containing  the  Investigation  of  a  Formula  for  the  Rectification 

of  any  Arch  of  an  Ellipse."     (Transactions  of  the  roy.  Society 

of  Edingburgh.    Vol  V.  p.  253—293.     Appendix  p.  271—293. 

Edingburgh  MDCCCV). 

Die  Abhandlung  enthält  im  Appendix  die  Darstellung  eines  Ellipsen- 

bogens  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  welche  nicht  ganz  unzweck- 

raässig  zu   sein    scheint.     Die  Anwendung   dieser  Reihe    auf   den  Satz 

von  Fagnano  ist  zwar  sehr  originell,  bildet  aber  einen  grossen  Umweg 

im    Verhältniss  zur   directen   Behandlung   des   Integrals,  welches   die 

Länge  des  Ellipsenbogens  giebt.     Während  Fagnano^  bekannt  mit  den 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  die  Abhandlung  von  Mac  Cullagh  erwähnt 
„Geometrical  Theorems  on  the  Rectification  of  Conic  Sections."  (Transact. 
of  the  roy.  Irish  Acad.  Vol.  XVI.  p.  79  —  83.  Dublin  1830).  Die  Abhandlung 
enthält  nach  Behauptung  des  Verfassers  die  erste  geometrische  Herleitung 
des  Satzes  von  Landen  über  die  Hyperbelbogen ;  dieselbe  scheint  ein  Gegen- 
stück zu  der  im  Texte  bemerkten  Abhandlung  von  Brinkley  bilden  zu  sollen. 
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Arbeiten  von  Leihiiz^  Jacob  und  Johann  Bernoulli^  die  Bezeichnungen 
dieser  ebenso  grossartigen  wie  tiefen  Denker  angenommen  hatte,  findet 
sicli  in  der  Abliandlnng  von  Wallace  noch  die  veraltete  Bezeichnung 
der  Theorie  der  Fiuxionen. 

Bedeutend  weiter  wie  Brinkley  und  Wallace  geht  Talhot^  der 
Erfinder  der  Uebertragung  von  Lichtbildern  auf  Papier,  der  gegen- 
wärtigen Photographie,  in  zwei  Abliandlungen  „Researches  on  the  Inte- 
gral Calculus"  (Philosophical  Transactions.  1836.  p.  177—215,  1837 
p.  1— 18j. 

Die  von  Fagnano  angewandten  Rechnungen  hat  Talhot  zu  verall- 
gemeinern und  systematisiren  gesucht.  Es  lässt  sich  aber  niclit  ver- 
kennen, dass  die  Abhandlungen  über  einige  geistreiche  Versuche  nicht 
hinausgehn.  Die  gefundenen  wesentlichsten  Resultate  und  die  Art 
ihrer  Herleitung  ist  fast  identisch  wie  bei  Euler. 

Es   seien    x  und  y  durch   eine  symmetrische  Relation   verbunden, 
so    dass   y  =  (p(x)    und   x  =  (p{y).     Dann    ist    dxy  =  ydx+xdy   = 
g){x)dx-{-(p{y)dy.     Hieraus  folgt  durch  Integration:    • 
J  fp{x)dx-\-J  q){y)dy  =  a;//+Constans, 
was    eine    Relation    zwischen     zwei    Integralen     derselben     Form    ist. 
Nimmt  man  a^xhß  =  a^{x'^-\~y'^) — 1,  also: 


so  folgt: 

/  \/^^^  —  \  ^-^+/  \/^yi.~x  ^y  =  (ixy+Qou^t 

Diese  Gleichung  giebt  eine  Relation  zwischen  den  Bogen  einer 
Hyperbel,  bestimmt  durch  y-  —  (a-  —  l)^:^  =  1 — a\  Diese  Resultate 
finden  sich  schon  bei  Euler. 

Man  kann  auf  analoge  Art  wie  vorhin  eine  Relation  zwischen  drei 
Integralen  finden.     Es  sei: 

yz  =  (p{x\  xz  =  q){y\  xy  =  90  (z), 
also  dxyz  ==  (p{x)dx-{-(p{y)dy-{-(p{z)dz.     Durch  Integration  folgt: 

f(p{x)dx-\rf(f{y)dy-\rf(p{z)dz  =  xyz-\-Con^U 
Nimmt  man  z.  B. 


1 

x-\-y-^z  =  0,  yz-\-xz-\-xy  ==  — -jx'^y^z^ 


so  ist: 


^(,^-U,vu-t^ 


also: 
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Die    zweite    der    obigen    Gleichungen    yz-\-xz-\-xy  = -^ — 

giebt  nämlich  durch  xyz  dividirt: 

Jedes  der  drei  Integrale  bestimmt  den  Bogen  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  enthalten  in  der  Coordinatengleichung  xy  =  \, 

Die  Annahmen: 

x^+y^-\'Z^  =  0,  {yz)^+ixzy+{^y)^  =  —  1 
geben : 

yz  =  yx^  —  l, 
folglich : 

/  \/x^—l  dx-^  I  l/?/6— 1  dy-\-  I  \/z^  —  \dz  =  xyz+Qomi. 

Auf  p.  193  der  ersten  Abhandlung  sucht  Talhot  die  isolirteii  Bei- 
spiele zu  verallgemeinern  dadurch,  dass  n — 1  symmetrische  Gleichun- 
gen zwischen  n  Variabein  gefunden  werden  sollen.  Man  kann  die  n 
Variabein  als  Wurzeln  einer  Gleichung  /i^en  Grades  ansehn,  für  welche 
wenigstens  ein  Coefficient  eine  beliebige  Variabele  enthält.  Ist  (p{x)  oder 
J  (p  {x)  dx  gegeben,  so  soll  die  Gleichung : 

gefunden    werden,    deren    Wurzeln   x,  «/,  z...  die   Eigenschaft   haben, 
dass  die  Summe  der  Integrale 

fq){x)dx-\rf(p{y)dy-{-fg){z)dz+... 
sich  als  algebraische  Function   von  x^  ?/,  z...  ausdrücken   lässt.     Von 
(lern  Problem  werden  nur  besondere  Fälle  behandelt. 

Um  einige  Beispiele  zu  geben,  seien  t^  und  ti  die  Wurzeln  von 
t'^  —  vt-\-\  =  0 
also : 

\-\-t\         1-1- ^2^  -^^ 

h  h 

Diese  Gleichungen  geben: 


~^dty-h\/^^^dt2  =  idti-{-dh}[/v  =  \/vdv. 
h  V        «2 

Durch  Integration  folgt: 
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In  Folge  von  f^  —  vt-\-\  =  0  ist  ^1/2  =  1.    Setzt  man  also  t^  =  ii\ 
t^  ==  rv'^j  so  folgt  für  urv  =  1: 

\/lTü^du-{-   I  \/\-^w^dw  =  -f  (w2+«;2)t+Const. 


1  \/\-{-u^du+  I 


Diese  Relation  dient  zur  Addition  der  Bogen  der  cubischen  Para- 
bel, wenn  zwischen  den  Coordinaten  die  Gleichung  stattfindet  3i/  =  .r^. 

Um  zu  ähnlichen  Resultaten  für  Ellipsenbogen  zu  gelangen,  setzt 
Talhot: 


1/ 


1— «2^2  2^ 


1  —  ^2  ^ 

oder : 

Sind  Xj  y,  z  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  findet  man: 

X  +  y  +  Z  =   —V,    ^2_j_^2_}.^2  =    L+^%2_^2, 


^Ai  -T-zr^-^äyy  ^zi^+dzy  ^^-_~^ 

2 

~~ixdx-\-ydy-i-zdz)-j-dx-\-dy+dz  =  a^dv. 

V 


/*/fe'i'+/*i/^'-^/ 


1— «2^2 

1— Z2 


Die  Annahme: 


1—^2^2 

=  vi 


1—^2 

giebt : 

yl  yl 

Sind  .t2  und  i/2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  folgt: 


^^^'  ~\zzr^:'^^y\/  i_/2  =  v(^ttoT+?/</y)  ==  Y^^^'^"^^'^  ^ 


2        i;2  i;^  V 
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Durch  Integration  folgt  hieraus: 


-; f  =  -+Const. 

1  —  y^  V 


Es  ist  x^-^-y"^  =  — :; — ,   x^y'^  =  — .     Durch  Elimination  von  t'^ 

folgt  hieraus  X'+y'^  =  \-\-a\v'^y\ 

Eine  grössere  Anzahl  von  Beispielen,  welche  nicht  hierhin  gehö- 
ren, hat  Bertrand  in  seinem  „Traite  de  Calcul  differentiel  et  de  Calcul 
integral.  Calcul  integral"  Paris  1870,  p.  386)  mitgetheilt.  Berirand^ 
welcher  die  Arbeiten  von  Talhoi  unter  dem  Titel  „Methode  de  Talbot" 
als  etwas  Bemerkenswerthes  zusammengestellt  hat,  findet  sich  dabei 
doch  zu  der  Aeusserung  veranlasst: 

„L'inconvenient  de  cette  methode  est  evidement  de  faire  connaitre 
des  theoremes  dont  la  forme  plus  ou  moins  curieuse  ou  interessante 
semble  produite  par  une  sorte  de  hasard,  qu'il  est  aise  neanmoins 
de  diriger  dans  une  certaine  mesure." 

Die  obigen  Sätze  über  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  erinnern  in 
ihrer  Behandlung  sehr  an  die  schon  früher  erwähnte  Abhandlung  von 
Elller'.  „Observationes  de  comparatione  arcuum  curvarum  irrectificabi- 
lium"  (Novi  Comm.  Ac.  Petropol.  T.  VI). 

Da  hier  nur  die  Abhandlungen  erwähnt  werden  sollen,  welche  bis 
in  die  Zeit  der  ersten  Publicationen  von  Abel  und  Jacohi  fallen,  bei 
denen  also  die  neue  Anschauungsweise  sich  noch  nicht  Bahn  gebrochen, 
so  bleibt  nur  noch  eine  Abhandlung  übrig,  welche  zu  bemerken  ist. 
Fagnano  scheint  selbst  auf  die  Theilung  der  Lemniscate  das  grösste 
Gewicht  gelegt  zu  haben,  mit  Ausnahme  der  kurzen  Andeutung  in  der 
Sectio  septima  der  „Disquisitiones  arithmeticäe"  (Gauss:  Werke  t.  I 
p.  412 — 413)  hat  sich  nur  noch  Llöri  mit  diesem  Gegenstande  beschäf- 
tigt. Die  betreffende  Abhandlung  von  Libri  findet  sich  in  Grelle. 
Journal  t.  10  p.  167 — 194  unter  dem  Titel:  „Memoire  sur  la  resolution 
des  equations  algebriques  dont  les  racines  ont  entre  elles  un  rapport 
donne,  et  sur  l'integration  des  equations  differentielles  lineaires  dont 
les  integrales  particulieres  peuvent  s'exprimer  les  unes  par  les  autres  . 
In  einer  Einleitung  zu  diesem  Aufsatze  bemerkt  Librij  dass  er  seine 
Untersuchungen  über  die  Theilung  der  Lemniscate  vor  Publication 
der  Resultate  von  Abel  unternommen  habe.  (Abel:  Recherches  sur  les 
fonctions  elliptiques.  §  VIII.  Grelle.  Journal  t.  3.  p.  160—169;  Oeuvres 
t.  I.  p.  221 — 230).  Es  ist  selbstverständlich,  dass  durch  die  Unkennt- 
niss  der  elliptischen  Functionen,  die  Resultate  von  Libri  unvollständig 
bleiben   mussten.     Das  Hauptverdienst   der   Abhandlung,   ein  Versuch, 
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einer  Weiterführung  der  genialen  Ideen  von  Fagnano,  wird  etwas 
vermindert  durch  die  Praetension,  mit  welcher  das  ehemalige  Mitglied 
der  Academie  von  Paris  seine  Arbeit  neben  die  von  Abel  stellte. 

Die  Ftinftheilung   der  Lemniscate    hängt   nach  Fagnano   von   der 
Lösung  der  Gleichungen  ab: 

_  2^i/l— z^         _  2^|/l— ^4 

Durch  Elimination  von  u  findet  Libri  (1.  c.  p.  171)  die  Gleichung 

-f  16(z28_iU24_^25^204.37^i6_372i2_2528+llz4__i)  =  o. 
Durch  algebraische  Betrachtungen  wird  die  vorstehende  Gleichung 
auf  folgende  Form  gebracht: 

(^8  — 27z4+5)  (^8+624  — 3)  (^i«+522i2_26z8— 1224_|.i)  =_  o. 

Libri  bemerkt,  dass  die  Theilung  des  Quadranten  der  Lemniscate 
in  2"  +  l  Theile  von  der  Lösung  der  folgenden  Gleichungen  abhängt: 


2z2  l/l  —  z^^  2^3  l/l  —  Z34  2zi  l/l 


^2  = 


z,^ 


1+^2^         '      '  1+^3^        '•••'"  1+^1 


Die  Form  dieser  Gleichungen  hat  Libri  veranlasst  allgemeinere 
Gleichungen  zu  behandeln.  Es  werden  dabei  Untersuchungen  angestellt 
über  die  Form  und  die  Werthe  der  Coefficienten  einer  algebraischen 
Gleichung  um  a  priori  erkennen  zu  können,  ob  zwischen  den  Wurzeln 
der  Gleichung  Relationen  existiren,  welche  gestatten,  die  Gleichung  in 
Factoren  zu  zerlegen.  Uebrigens  ist  nur  die  Gleichung  für  die  Thei- 
lung des  Quadranten  der  Lemniscate  in  fünf  gleiche  Theile  hergestellt. 
Weitere  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  Lemniscate  gehören 
nicht  mehr  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  in  die  Geometrie. 


Note  vm. 

Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung. 

A.    Sätze  über  confocale  Kegelschnitte  und  die  Lemniscate 
Graves,  Mac  Cullagh,  Sabnon,  Bart,  Chasles. 

In  Beziehung  auf  zwei  confocale  Ellipsen  existirt  folgender  Satz: 
Werden  von  einem  Puncte  einer  Ellipse  zwei  Tangenten  an  eine 
confocale  Ellipse  gezogen,  so  ist  der  Ueberschuss  der  Tangenten 
über  den  Bogen,  welcher  zwischen  ihren  Contactpuncten  liegt,  coh 
stant. 

Enneper,  ellipt.'Funotionen.  32 
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Man  findet  einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  in  Salmon\ 
A  Treatise  on  Conic  Sections.  Third  Ed.  London  1855.  Chapter  XV. 
p.  297 — 298.     Hierbei  bemerkt  Salmon: 

„This  beautiful  theorem  was  discovered  by  Dr.  Graves.  See  bis 
Translation  of  Chasles  Memoires  on  Cones  and  Spberical  Conics 
p.  77.     (Dublin  1841). 

Nimmt  man  eine  confocale  Hyperbel  zu  einer  Ellipse,  so  findet 
das  Theorem  statt: 

Werden  von  einem  Puncte  einer  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  eine 
confocale  Ellipse  gezogen,  so  ist  die  Differenz  der  elliptischen  Bogen, 
begränzt  durch  die  Berührungspuncte  der  Tangenten  und  den  zwi- 
schen liegenden  Schnittpunct  der  Hyperbel,  gleich  der  Differenz  der 
Tangenten. 

Dieser  Satz  findet  sich  ebenfalls  bei  Salmon  geometrisch  deducirt 
mit  der  Bemerkung: 

„This  extension  of  the  proceeding  theorem  was  discovered  by  Mr. 
Mac  CuUagh. 

Dublin  Examination  Papers  1841    p.  41.   1842  p.  Q^^  83.   Procee- 
dings  of  the  royal  society  of  Ireland.  Vol.  H  p.  508.  *) 
Ein  dritter  Satz,   welcher   sich   ebenfalls  bei  Salmon  citirt  findet, 
lautet: 

Ist  ein  Polygon  einem  Kegelschnitte  umschrieben,  bewegen  sich  die 
Ecken  des  Polygons,  mit  Ausnahme  einer  derselben  auf  confocalen 
Kegelschnitten,  so  ist  der  Ort  der  letzten  Ecke  ebenfalls  ein  confo- 
caler  Kegelschnitt. 

Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  bei  Hart: 
On  geodesic  lines  traced  on  a  surface  of  the  second  degree.  (The 
Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal,  t.  IV  p.  193  — 194). 
Das  bemerkte  Theorem  wird  dort  als  besonderer  Fall  eines  allge- 
meinern Theorems  aufgefasst.  Bilden  nämlich  geodätische  Tangenten 
an  eine  Krümmungslinie  ein  Polygon,  bewegen  sich  die  Ecken  mit 
Ausnahme  einer  derselben  auf  Krümmungslinien,  so  findet  dieses 
auch  für  die  letzte  Ecke  statt. 

Die  Sätze  von  Graves  und  Mac  Cullagh  in  unwesentlich  verschie- 
denen Formen  hatte  '  hasles  einige  Jahre  nach  ihrer  Entdeckung  un- 
abhängig gefunden  und  publicirt  nebst  andern  Sätzen  unter  dem  Titel: 
Propriet^s  generales  des  arcs  d'une  section  conique,  dont  la  difF^rence 

*)  Die  bis  hierhin  angeführten  Citate  beruhn  auf  den  Autoritäten  von 
Salmon  und  Chasles.  Weder  die  Uebersetzung  von  Graves  noch  die  Dublin 
Examination  Papers  und  Proceedings  waren  dem  Verfasser  zugänglich. 
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est  rectifiable.  (Comptes  Rendus  1843.  t.  XVII  p.  838  — -  844).  Zur 
Geschichte  dieser  Sätze  vergleiche  man:  Chasles :  Note  sur  quelques 
questions  de  priorite  au  sujet  d'un  Memoire  de  Mr.  Mac  CuUagh. 
(Journal  de  Mathömatiques  t.  XI  p.  120 — 123  Ann^e  1846).  Chasles: 
Rapport  sur  les  progres  de  la  geometrie.  Paris  1870.  p.  116 — 118. 
Die  Gleichungen  zweier  confocalen  Ellipsen  sind: 

-wo  m^n  ist.  Es  sei  i^yt])  ein  Punct  der  Ellipse  (1)  und  {x^y)  ein 
Punct  der  Ellipse  2).  Soll  die  Verbindungslinie  dieser  Puncte  die 
Ellipse  2)  berühren,  so  ist: 

3)     i^+^-|  =  l. 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  2)  giebt  für 
Xy  y  je  zwei  Paare  von  Werthen,  d.  h.  die  Coordinaten  der  Berührungs- 
puncte  der  Tangenten  gelegt  vom  Puncte  (g,  rj)  der  Ellipse  1)  an  die 
confocale  Ellipse  2).  Wegen  der  Gleichungen  1)  und  2)  kann  man 
setzen : 

4)     a;  ==  m sin 9p,  y  ==  WC0S9D. 

5)     ^  =  sintp  ^/»^2-J-jt>2^  ry  =  cost^j/n^-j-jö^^ 
Die  Gleichung  3)  wird  dann: 

6)     singpsint/;  1/1 +'^+cos^  cost/;!/ 14--^  =  1. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt: 


sinyo 


(n-5)™^f  +  (l+|)cos> 


=  slnv^l/l  +  |-^ 


Hält  man  diese  Gleichung  oder    die  Gleichung  6)   mit   dem  Addi- 
tionstheorem der  elliptischen  Integrale  zusammen,  so  folgt  für: 

{mP-  —  n-         ,„      »2         /       p2\  P        ^ 
5—   =  k^j     -^  =     1+^   sin^ama,     —  =  tang  am« 
ip  =  amiij 
dass  (p  einen  der  Werthe  am(?<J;«)  hat.     Sind  also  {Xi^  t/i)  und  (^2?  Vi) 
die  Bej'ührungspuncte,  setzt  mau  nach  1)  n  =  ink\  so  geben  die  Glei- 
chungen 4): 

—  =  sinam(w-f-a),     —  =  smam(w  —  «j, 
8)     )  ^'*  ^        '^     m 

I  _i  =  Ä'co8am(w+a),    —  =  /r'cosam(w — a). 

32» 
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Die  Coordinaten  g,  7]  aus  5)  lassen  sich  nach  7)  auf  folgende  Art 

darstellen : 

^x      §,  .  Jama        71        ,,cosamw 

9)     —  =  sinamw ,     -^  =  k' 

m  cosama       m  cos  am« 

Aus  8)  und  9)  findet  man  ohne  Schwierigkeit: 

Xi  —  g  /    .    N  sin  am«  . 

^  =  cosamm+a) Jamw, 

m  cos  am«  ' 

Vi  — y  ,.  .         ,    ,    s  sin  am«   . 

=  — A:'sinam(w4-«) Aamu. 

m  cos  am« 

Durch  Vertanschung  von  «  mit  — «  erhält   man   hieraus  X2  —  |, 

y2 — 7].     Man  setze  nun: 

so  dass  also  ti  und  ^2  <iie  Längen  der  Tangenten  zwischen  dem  Puncte 
(g,  7])  und  den  Contactpuncten  {x^j  «/J  und  (X2j  y^)  sind.  Die  obigen 
Formeln  geben: 


10) 
also: 


—  =  tangam«  Jamr<  zlam(w+«), 

—  =  tangam«  Asivau  Jam(w — «), 


A.\     h-\-h         c  Jam«J2amw 

11)      J_L_i  =  2 tangam«, ;.  .  0         -r^ 

^        m  1 — /f^sin^am«  sin^amz^ 

Für  einen  Punct  der  Ellipse  2)  kann  man  allgemein  setzen: 

X  %} 

12)     —  ==  sinamw;,    —  =  /r'cosamw. 
^     m  ^   m 

Ist  s  der  Bogen   zwischen    den  Puncten  (^1,  r/i)   und   (^'2?  Vi)}  so 

geben  die  Gleichungen  8)  und  12): 


/ 


m  '  ' 


d.i.  nach  §  26: 

—  =  ^[am(w+«)]  —  ^[am(w  —  «)], 

oder  rechts  ^(am2«)  addirt  und  subtrahirt: 

—  =  ^(am2«)  — j^(am[M— «)]4-^(am2«)  — ^[am(w+«)]!. 

Wendet  man  auf  die  drei  letzten  Terme  rechts  das  Additionstheo- 
rem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  an,  so  folgt: 


—  =  ^(am2«)  —  /:2  sin  am  2«  sin  am  (w  —  «)  sinam(w+«), 
m 


oder; 
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—  =  ^(am2a) 
m 

—  2/r2sinama  cos  am  a  Jama      sin^amw  —  sin^ama 


1 — ^^sin^am«  1 — k'^  mi^2kmami^9.mu 

Die  Differenz  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  führt  auf: 

13j     Li f£  =  ^(amza)  —  2tangama 


m  1 — Ä:2gijj4am^ 

Nun  ist  auch  nach  dem  Additionstheorem: 
^(ama)+jE'(amö^)  —  jSJ(am2ä5)  =  /r^sin^ama  sinam2a  = 
2Ä:2sin3ama  cos  am«  Jam« 
1  —  k'^  sin^  am  a 
Mittelst  dieser  Gleichung  wird  die  Gleichung  13)  einfacher: 

s  —  (^1+^2)  T^/       ^      sinamaJamös 

^-^^ =  ^(am«) , 

Im  cos  am«      ' 

welche  Gleichung   den  Satz   von  Graves  in  seiner   einfachsten  analyti- 
schen Form  enthält. 

Der  Satz  von  Mac  Cullagh  lässt  sich  mit  Hülfe  des  vorhergehen- 
den Satzes  behandeln,  es  ist  indessen  einfacher  denselben  direct  her- 
zuleiten.   An  Stelle  der  Gleichungen  1)  und  2)  nehme  man  die  folgenden : 


YflL p2        ^2 p2 

WO  m^p'>  n  ist.     Man  setze  nun : 
m2  —  w^ 


Man  setze  nun: 

=  k\  p^  =  m^cos^ama-f-w^sin^am«. 
m^  ^ 

Die  Gleichungen  14)  und  15)  lassen  sich  dann  schreiben: 

16)     -r^ f—  =  {mk)\     17)    a;2+|^  =  m\ 

sm^ama      cos^amöf  '         ^  k'^ 

Ist  (g,  ri)  ein  Punct  der  Hyperbel  16),  so  kann  man  setzen: 

-ox      g  .  AsLTOiU        7]  ,.cosama 

18)     -^  =  sin  am« ,     -^  ==  k' 

m  cosamw'     m  cosamw 

Die  Gleichung  17)  ersetze  man  durch: 

19)     —  =  sinamw^,     —  =  Xr'cosamw;. 
^     m  m 

Legt  man  vom  Puncte  (g,  /;)  der  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  die 
Ellipse,  so  ist  für  die  Contactpuncte  in  den  Gleichungen  19)  w;  durch 
folgende  Gleichung  bestimmt: 

sin  am  w  sin  am«  Jam^i'  +  cosam«  cos  am  w  =  cos  am  w. 

Nach  Note  V  folgt  hieraus  w  =  a+u.  Sind  also  {x^^  yi)  und 
(^2?  2/2)  die  Contactpuncte,  so  folgt  nach  19): 
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20) 


=  sinam(aH-w),     —  =  sinam(ö5  —  w), 


m 


\  m. 


y-i 


m  m  ^  ^ 


Die  Gleichungen  18)  und  20)  ergeben  sicli  aus  den  Gleichungen 
9)  und  8)  durch  gegenseitige  Vertauschung  von  a  und  u,  wobei  das 
Zeichen  von  X2  zu  ändern  ist.  Haben  ti  und  ^2  dieselben  Bedeutun- 
gen wie  vorhin,  so  geben  die  Gleichungen  10)  durch  die  bemerkte 
Vertauschung  unmittelbar : 

—  =  Jam«  tangamz^  Jam(«+w),    — 


m 


/Isima  tangamz^  Jam(a — ii). 


Durch  Subtraction  folgt  hieraus: 


21) 


2Ä2ginama  cos  am«  Jama  sin^amw 


Für  den  Schnittpunct  (x^j  yo)  der  Hyperbel  mit  der  Ellipse  geben 


k^  cos  am  a. 


die  Gleichungen  16)  und  17): 

22)     ^  =  sin  am«,     ^ 

In  diesem  Falle  ist  in  den  Gleichungen  19)  iv 

Es  sei  P  der  Punct  (g,  ry),  ferner  (J 
der  Punct  (x^^  y^).  Man  setze  PT^  =  t^ 
und  PT^  =  1^2.  Für  die  Bogen  QT^  und 
() J2  der  Ellipse  hat  man  nach  20)  und  22) : 

J2  am  TV  dm, 


"^  Ja 

-f 


m 


oder 


^ 

m 


z/2  am  w;  ^w^, 


=  ^[am(«-f-w)] — E{2i.mo)  = 


^(am  z^)  —  j  ^(am  ä) + jE^(am  w)  —  ^[am  {u  -\~a)]\  = 
jE'(amw)  —  k'^^m.dima  sin  am  w  sin  am  (05 -}-?/). 

OT 

— -  =  ^(am«)  —  Esimia  —  u)  = 
m 

E{a.m  u)  —  j  ^[am  {a  —  u)\ + ^(amw)  —  ^(am  a)  \  = 

E{2imu)  —  k'^^msima  sin  am w  sinam(«  —  u). 

Aus  der  Differenz  dieser  Gleichung  folgt  nach  21): 
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QT^—QT^  ==  h  —  h  d.i.  QT^  —  QTy  =  PT^  —  PT^y 
welclie  Gleichung  das  Theorem  von  Mac  CuUagh  enthält. 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  lässt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit der  dritte  der  obigen  Sätze  darthun,  welche  Deduction  hier  der 
Kürze  halber  unterbleiben  soll.  Eine  ähnliche  Betrachtungsweise  wie 
bei  den  Sätzen  von  Graves  und  Mac  CuUagh  lässt  sich  auf  eine  An- 
zahl von  Sätzen  anwenden,  welche  von  Charles  herrühren,  enthalten 
In  der  Abhandlung:  „De  quelques  propriet^s  des  arcs  egaux  de  la 
lemniscate.  (Comptes  Rendus  t.  XXI  p.  199 — 201.  1845.  Rapport  ctr. 
p.  119 — 120).  Indem  Chasles  die  Lemniscate  als  Ort  der  Fusspuncte 
der  Perpendikel  ansieht,  gefällt  vom  Mittelpunct  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  auf  ihre  Tangenten,  findet  derselbe  das  Resultat,  dass  zwei 
Bogen  der  Hyperbel,  deren  Differenz  rectificabel  ist,  zwei  rectificabele 
Bogen  der  Lemniscate  entsprechen. 

B.    Die  Oberfläche  des  dreiaxigen  EUipsoids. 
Legendre,  Catalan^  Plana,  Jacobi,  Lehesgue,  Schlömüch,  Malmsthi. 

Zur  Berechnung  der  Oberfläche  des  dreiaxigen  EUipsoids,  oder 
eines  Theiles  derselben,  hat  Legendre  in  dem  Abschnitte  „Determi- 
nation de  l'aire  de  rellipsoide"  (Fonct.  eil.  t.  I.  p.  350  —  360)  zwei 
verschiedene  Methoden  angewandt,  welche  später  wiederholt  Gegenstand 
mehr  oder  minder  glücklicher  Untersuchungen  geworden  sind.  Theils 
besondere  Schwierigkeiten,  theils  Vereinfachungen,  welche  der  Ausdruck 
für  die  Oberfläche  in  Form  eines  Doppelintegrals  darbietet,  haben  eine 
ziemliche  Anzahl  von  Arbeiten  hervorgerufen,  von  denen  nur  einige 
hier  angeführt  werden  sollen,  welche  einiges  Interesse  darbieten. 
Weitere  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  enthalten  ausführlichere 
Lehrbücher  über  Integralrechnung  z.  B.  Moigno :  Lebens  de  calcul 
diffdrentiel  et  de  calcul  integral.     Tome  2.  Paris  1844.  (p.  274—280). 

Es  sei  a  >  &  >  c.     Legendre  ersetzt  die  Gleichung : 

^  «2  ^  ^2  ^  c2 

der  EUipsoidfläche  durch: 

X  =  «sin©  cos  9,  y  =  ö  sin  ©sin  9),  z  =  ccosÖ. 
Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

^ —  =  m^,     — j- —  =  n^j    p  =  7^2  cos2  9) -f  ^2  sin2  ^, 

so  hängt  die  Bestimmung  der  EUipsoidfläche  ab   von  dem  Doppelinte- 
grale: 
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2)       S  ==^  ah  I  j  üne \/\—pmi^ede d^. 
Die  Gesammtoberfläche  T  hat  zum  Ausdruck: 

7t  7t 

~  T 


3)       s  =  Sab  f       I      üne\/l~p^m^ed&d(p. 


Die  Integration  nach  0  lässt  sich  in  S  und  T  leicht  ausführen, 
es  erscheint  aber  dann  unter  dem  Integralzeichen  ein  Logarithmus. 
Legendr e  entwickelt  desshalb  in  T  den  Ausdruck  /l — pwcC-Q  nach 
Potenzen  von  p  sin^  S.  Die  Integration  nach  &  lässt  sich  leicht  aus- 
führen. Ebenso  bietet  die  folgende  Integration  nach  9),  von  weitläu- 
figen Entwickelungen  abgesehn,  weiter  keine  Schwierigkeiten. 

In  einer  kurzen  Note  „Sur  la  determination  de  Faire  de  l'ellip- 
soide"  (Bulletins  de  l'Academie  de  Belgique.  1870  t.  XXX.  p.  97)  ist 
Catalan  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  zu  dem  in  2) 
enthaltenen  Ausdrucke  von  S  gelangt.  Die  Oberfläche  des  EUipsoids 
werde  durch  zwei  Systeme  von  Curven  in  Vierecke  zerlegt.  Das  eine 
System  besteht  aus  sogenannten  Niveaulinien,  d.  i.  parallelen  Schnitten 
der  Fläche  zu  einer  festen  Ebene,  für  welche  im  vorliegenden  Falle 
die  xy  Ebene  genommen  ist.  Das  zweite  System  besteht  aus  Linien 
des  grössten  Falls,  d.  h.  orthogonalen  Trajectorien  der  Niveaulinien. 
Für  eine  Niveaulinie  sei  ds^  für  eine  Linie  des  grössten  Falls  sei  ^^1 
das  Bogenelement  im  Puncte  {x,  y,  z).  Bezeichnet  man  den  Inhalt 
des  unendlich  kleinen  Rechtecks  zwischen  zwei  Curven  beider  Systeme 
durch  dSj  so  ist: 

4)     dS  =  ds.dsi 

Für  eine  Niveaulinie,  deren  Ebene  der  xy  Ebene  parallel  ist, 
hat  man  in  1)  z  constant  zu  nehmen.     Dann  ist: 


oder  auch; 


Diese  Gleichungen  geben 


6)     ds  =  1/1 7^.\/a^€\vP'^)-\-lf-^Qi^(pdfp. 

Für  eine  Linie  des  grössten  Falls  findet   die  Differentialgleichung 
statt: 
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dx        dy 

X          y 

«2              &2 

Da  nun  nach 

1)  allgemein: 

xdx      ydy      zdz 
a:i  +   ^,2  +  ^2  -  '^^ 

so  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen: 

zdz 
dx        dy                 c2 

X            y                 .t2       ?/2 
«2         Z,2               a^~^  h^ 

Hieraus  folgt: 

1      ^ 

1        /                       /-4 

1/                     «4  ^  &4 

d.  i.  nach  5) : 

^^1  =  dz 

IC            \        c  J 

Mittelst   der  vorstehenden  Gleichung   und   der  Gleichung  6)  geht 
die  Gleichung  4)  über  in: 


dS  =  dzd(p,\/^^^-\-U—^(a'^mi^^+h'^Q.Q^'^(p\ 

Integrirt  man  nach  z  und  ^,  setzt  wieder  z  =  c  cos  0,  so   erhält 
man  die  Gleichung  2). 

Um  das  Integral  T  in  3)  direct  behandeln  zu  können,  bat  Plana 
ein  sehr  ingenieuses  Mittel  angewandt  in  dem: 

Memoire  sur  l'expression  analytique  de  la  surface  totale  de 
rellipsoide,  dont  les  trois  axes  sont  inegaux;  et  sur  l'evaluation  de 
la  surface  d'une  voute  symetrique  ä  base  rectangulaire,  retranchee 
dans  la  moitie  du  meme  ellipsoide.  (Grelle.  J.  1. 17  p.  345). 

Statt  des  Integrals  3)  nehme  man  das  folgende,  in  welchem  t  ein 
Parameter  ist: 

7t         n 

/     ^  sin  6>  l/F— ^72  sin2  S  d&d(p. 
Für  ^  ==  1  ist  V  =  S.     Dieses  Integral  differentiirt  Plana  nach  t, 
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wodurch  sich  eine  Differentialgleichung  für  Fergiebt,  deren  Integration 
schliesslich  für  ^  ==  1  das  Doppelintegral  S  in  Form  einfacher  ellip- 
tischer Integrale  giebt.  Die  weitere  Ausführung  möge  hier  unterbleiben, 
da  ein  ähnliches  Resultat  mit  einfacheren  Hülfsmitteln  hergeleitet  wer- 
den soll. 

Die  zweite  von  Legendre  angewandte  Methode  besteht  darin,  die 
FAlipsoidfläche  durch  Krümmungslinien  in  Rechtecke  zu  zerlegen.  Man 
kann  dann  allgemein  einen  bestimmten  Theil  der  Fläche,  in  Form  eines 
Vierecks,  begränzt  durch  je  zwei  Krümmungslinien  beider  Systeme, 
durch  elliptische  Integrale  ausdrücken.  Der  resultirende  Ausdruck  ver- 
einfacht sich  wesentlich,  wenn  das  Viereck  in  eine  Zone  zwischen  zwei 
Krümmungslinien  derselben  Art  übergeht. 

Bei  den  bisher  erwähnten  und  der  Mehrzahl  der  gebräuchlichen 
Methoden  wird  ein  Theil  der  Ellipsoidfläche  durch  ein  Doppelintegral 
ausgedrückt.  Je  nach  der  Begränzung  bietet  die  Integration  grössere 
oder  geringere  Schwierigkeit.  Man  kann  die  Begränzung  so  wählen, 
dass  eine  Integration  unmittelbar  sich  leicht  ausführen  lässt.  Es  exi- 
stirt  eine  Methode,  den  Punct  einer  Fläche  in  Function  zweier  Varia- 
bein darzustellen,  indem  man  die  Neigung  der  Normalen  des  Punctes 
zu  einer  festen  Geraden  betrachtet  und  ferner  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  der  Normalen  auf  eine  Ebene,  senkrecht  zur  festen 
Geraden,  mit  einer  bestimmten  Geraden  der  Ebene  bildet.  Der  Werth 
dieser  Methode  der  Bestimmung  scheint  zuerst  von  Jacohi  besonders  für 
die  Ellipsoidfläche  erkannt  worden  zu  sein.  Eine  sehr  glückliche  Anwen- 
dung derselben  findet  man  bei  Lebesgue\  Sur  les  arcs  ä  diff^rences  rec- 
tifiables  et  les  zones  ä  differences  planifiables.  (Journal  de  Mathem. 
1846.  t.  XI.  p.  331 — 335).  Eine  ergänzende  Note  hierzu  bildet:  Le- 
hesgue:  Theoreme  sur  les  ellipsoides  associds.  (Memoires  de  la  socidt6 
des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.  1861.  T.  II 
p.  247—252). 

Es  sei  u  der  Winkel,  welchen  die  Normale  im  Puncte  [x^  ij,  z) 
zur  Ellipsoidfläche,  repräsentirt  durch  die  Gleichung  1),  mit  der  Axe 
der  z  bildet.     Es  ist  dann; 

z 

Nimmt  man  u  constant,  so  ist  durch  die  Gleichungen  1)  und  7) 
auf  der  Fläche   eine  Curve   bestimmt,  längs   welcher   die  Normale  mit 
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der  Axe  der  z  denselben  Winkel  u  bildet.     Setzt  man  den  Werth  von 
z^  aus  1)  in  die  Gleichung  7),  so  folgt: 

^2\    aTn2'}/  /'v»2  i/2> 

V-. 


l-"..-D^-^"  =  (S  +  9cos%, 


oder : 


M^ 


tang^z^N  ^^  ,    / 1    ,   tang^wX  y'^  tang^'^z^ 


Durch  diese  Gleichung  ist  die  Projection  der  bemerkten  Ourve 
auf  die  Ebene  der  x  und  y  bestimmt,  welche  Projection  eine  Ellipse 
ist.     Bezeichnet  man  den  Inhalt  dieser  Ellipse  durch  ö,  so  ist: 

tang^w 

"72" 
9)     6  =  Utah 


/ 1       tang^wN  /  1    ,   tang^wN 

Man  projicire  die  beiden  Curven  der  Fläche,  längs  welchen  die 
Normalen  mit  der  Axe  der  z  immer  dieselben  Winkel  u  und  u-{-du 
bilden,  auf  die  xy  Ebene.  Die  Inhaltsdifferenz  der  beiden  Ellipsen 
ist  dann  dö.  Bezeichnet  man  durch  dC  den  Inhalt  des  Flächenstrei- 
fens, begränzt  durch  die  beiden  erwähnten  Curven,  so  ist: 

dö 


dC  = 


oder 


-/ 


10)    c         •    "" 

'      COSW 


Man  rechne  u  von  dem  Puncte  an,  für  welchen  C  verschwindet, 
d.  i.  dem  Endpuncte  der  z-Axe.  Durch  C  werde  der  Inhalt  des  Flä- 
chenstücks (eine  Art  ellipsoidischer  Calotte)  bezeichnet,  welchen  eine 
Curve  begränzt,  längs  welcher  die  Normalen  mit  der  z-Axe  denselben 
Winkel  y  bilden.     Die  Gleichung  10)  giebt  dann: 


I     cosw  /      du 

^0  *^0 


du 

co&u' 


Durch  partielle  Integration  folgt: 

11)  c  =  (^Y-  T'-^äu. 

\cos?Vo        /       cos^w     • 
Nun  ist  identisch: 
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dtmghz 

Bmu    cosw  diang'^u  1  du 

cos^w  ~     2         du       "   2  i/l-i-tang^M 
d  tang^w 
c       du     c^ 


1       tang^z< 
"12  "^ 


In  die  Gleichung  11)  substituire  man  für  6  den  Ausdruck  aus  9), 
wo  dann  im  Terme  ausserhalb  des  Integralzeichens  w  =  0  und  u  =  y 
zu  setzen  ist.     Man  findet  so: 

tang^i  /l       tang^ 


jcabc         i  //l       tang^/N  /l       tang^y 


(1-  _L.  t^^Bg!7\  /i.  ,   tang^yX 


-i/ 


tang^w    tang^w 


1.  I   tang%\  M       tang^wN  / 1    ,   tang^z/V 

tanfii"  M 
Setzt  man  im  Integrale  rechts        Z      =  /,  so  ist  einfacher; 


12)     —1- 


tang2/ 1  /^  ,   tang2y 


jra^>c         1  //T  7tang2  7y/^l    ,   tang27" 
/tangyV 


-        .„„,  /\  /l       tang27\ 

..o  "^    -  y  \ifi  "^    c2  ; 


^/ 


^<f^ 


(i-)  &+')&-) 


Von  dieser  Gleichung  lässt  sich  nach  Lehesgue  folgende  geome- 
trische Anwendung  machen.  Es  seien  A  und  B  Areale  der  EUipsoid- 
fläche,  begränzt  durch  Curven,  längs  welchen  die  Normalen  mit  den 
Axen  der  x  und  y  respective  die  Winkel  a  und  ß  bilden.  Es  folgt 
dann  A  aus  C  in  12)  durch  Vertauschung  von  y  mit  a  und  von  c 
mit  üj  ebenso  ergiebt  sich  B  durch  Vertauschung  von  y  mit  ß  und  c 
mit  h.     Nimmt  man  nun 

.^.     tangc:  tangg  tang/  J_ 

a  h  c  m.^ 

so   fallen    in    den  Differenzen  B — C,  C  —  A  und  A  —  B  die  Integrale 
heraus,  man  findet  dann  einfach,  wenn 
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jtäbc  ,, 

gesetzt  wird: 

14)     B-C  =  {^-^)m,  C-A  =  {~'-)m, 

Diese  Gleichungen  geben  noch: 

Finden  die  Gleichungen  13)  statt,  so  zeigen  die  Gleichungen  14), 
dass  die  InhaltsdifFerenzen  zweier  ellipsoidischer  Calotten  nacli  einem 
vielleicht  etwas  oberflächlichen  Sprachgebrauche  complanabel  sind,  wo- 
durch nur  die  Abwesenheit  elliptischer  Integrale  ausgedrückt  wird. 
Das  in  der  Gleichung  12)  vorkommende  Integral  lässt  sich  leicht  auf 
elliptische  Integrale  reduciren.     Man  setze: 


15)     /         -    -  '* 


,«2 

Für  /  mache  man  die  Substitution 


tion : 

fmi^v       1\     1 
\   &2        Qp.j  cos^t;' 


und  setze: 


16) 


\_   ^   /sin^y        1\       1  £2 ^  ^  &2 ^2    ^ 

^^2         V   ^^         «Vcos2^'     11  ^11  ^ 


m 


Z^'sinw 
—  ==  sinw,    —  = 


aP- 


Die  Gleichung  15)  wird  dann: 


/.  1/4-1 


V       l/l— Ä•2sin2^;      \^'      «7^ 


dv 


cos^i;  /l  — /f^sin^y 
Da  nach  16): 
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SO  findet  man: 

17)      /  =  [tang^  J(^)  — tangw  A{w)-- E{(p)-\-E(w)\ 

^  lF{sp)-F{w)\ 


i2g? 


Für  die  Berechnung  der  Flächenräume  A^  B,  C  —  wobei  die 
Relation  13)  nicht  angenommen  werden  soll  —  hat  man  in  IG)  und 
17): 

/sin2^       j_\  _J^ 

einer  der  Quantitäten: 

tang2a      tang2^      tang2y 

~äP~'     ~W~'     ~~d^ 
gleich  zu  setzen.     Nimmt  man  z.  B. 

tang2a  /Bin2^       1\      1 

«2       ~  V"^        ^y  cos2^ 
und  setzt  ^  ==  Sifp)^  so  ist: 

i^'C^)  —  F{rv)      sin  9?  cos g? 
^^  02  C2J(9)) 

Für  9?  ==  y   ist  -S  f  -^  j  die  halbe  Ellipsoidfläche.    Da  der  Ausdruck 

für  S{(p)  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  enthält,  so 
lassen  sich  aus  demselben  mit  Leichtigkeit  durch  Anwendung  der 
Additionstheoreme  Relationen  zwischen  ellipsoidischen  Calotten  für  die- 
selbe Hauptaxe  herstellen.     Ist: 

F{sp)^Fi,i)  =  F{(i\ 
so  giebt  die  Gleichung  18)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  16): 

nahe 

F{i 


\rv)      /l        1\    . 


C2 


sinö  cosö      sing)  cosy sini/?  cost^ 

Das  Theorem  von  Lehesgue^  enthalten  in  den  Gleichungen  13)  und 
14),  ist  lange  nachher  Gegenstand  ähnlicher  Untersuchungen  geworden, 
worüber  folgende  Abhandlungen  zu  vergleichen  sind. 
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SchlÖmilch:  Ueber  die  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter 
Ordnung.  (Sitzungsberichte  d.  sächs.  Gesellsch.  d.  Wissenschaft. 
1862,  Zeitschrift  für  Mathem.  1863,  t.  8  p.  1—12,   Journal  de 
Mathem.  Deuxieme  serie  .  1863,  t.  8  p.  89— 98). 
Malmsten :  Ueber  den  Fagnano'schen  Satz  auf  dem  EUipsoid.  (Zeitsch. 
f.  Mathem.  1863,  t.  8.  p.  306—309). 
Die  sämmtlichen  Abhandlungen  betrachten  die  gefundenen  Resul- 
tate als  eine  stereometrische  Erweiterung  des  Satzes  von  Fagnano^  eine 
Anschauungsweise,  die  wohl  nicht  ganz  zu   rechtfertigen  ist.     Der  Be- 
griflF  eines  Flächenraums  hängt  wesentlich  von  der  Begränzung  ab  und 
kann  in   sofern   ganz   willkührlich   gedeutet  werden.     Die  Bogenlänge 
zwischen    zwei   Puncten   hat   einen   ganz   bestimmten  Sinn.     Der  Satz 
von  Fagnano  kann  nur  auf  eine  Art  auf  Flächen   tibertragen  werden, 
indem  man  Curven  auf  einer  Fläche  analog  wie  in  der  Ebene  definirt, 
wenn  an  Stelle  von  geraden  Linien  auf  der  Fläche  geodätische  Linien 
treten.  *) 


Note  IX. 

Zwei  Beispiele  zur  Reduction  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung 

mit  complexen  Parametern  auf  Integrale  mit  reellen  Parametern  nach 

der  Methode  von  Legendre. 

Die  am  Schluss  von  §  28  auf  p.  183  angeführten  Beispiele,  welche 
Legendre  zum  Zweck  seiner  Reductionsmethode  weiter  ausgeführt  hat, 
sollen  im  Folgenden,   in  ziemlich   veränderter  Darstellung   reproducirt 


*)  Zu  den  Darstellungen  des  §  2G  sind  folgende  Abhandlungen  anzumer- 
ken, welche  besonders  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  auf  eine 
Anzahl  sehr  interessanter  Reihenentwickelungen  angewandt  enthalten. 

Meyer:  Entwickelung  einiger  elliptischen  Functionen.    Programm  d.  Vitz- 

thumsch.    Geschlechtsgymnasiums   zu   Dresden.      1847.   43pp    in  S*'. 

Dieser  Aufsatz  reproducirt  in  Grelle,  Journ,  t.  37  p.  273 — 304. 

Weitere  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  von  demselben  Verfasser  unter 

dem  Titel:  „Ueber  rationale  Verbindungen  der  elliptischen  Transcendenten". 

(Borchardt.  Journ.  t.  56  p.  314—325). 

Eine  der  ersten  Anwendungen  der  Reihenentwickelung  der  elliptischen 
Integrale  zweiter  Gattung  enthält  die  Abhandlung: 

Sohnke:  Motus  corporum  coelestium  in  medio  resistente.  (Crelle.  Journ. 
t.  10  p.  23—40). 
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werden.  Obgleich  die  algebraischen  Rechnungen  besondere  Schwierig- 
keiten nicht  darzubieten  scheinen,  können  dieselben  dennoch,  ohne 
gehörige  Vorsicht,  auf  ungemein  weitläufige  und  beschwerliche  Reduc- 
tionen  führen.  Dieses  tritt  namentlich  bei  einer  directen  Anwendung  der 
Gleichungen  25)  auf  p.  181  hervor. 

Es  sei: 
1)     n  ==  ke^^ ^    n'  =  ke~~^^^    nn'  =  k\    n-\-'n/  =  2/rcosa. 

Die  Gleichung  für  J9  (Gl.  23  p.  181)  giebt  dann: 

2p(l+^cos«)+A:'2  =  -t-(l-f2A:cosa+A:2), 
hieraus  folgt: 

2)      ü'  =  —  1  und  i?"  =  k  r—^ 

^     ^  ^  l+A:cosa 

Die  Gleichungen  20)  auf  p.  180  geben  mnn'  =  — p'^k'^.     Da  nun 

nach  1)   nn^  =  k^j  so  ist  m  =  — p'^,  folglich: 

3)     m'  ==  — p'2  iin^  ^/'  =  — p^n^ 

Die  Gleichung  für  ^(Gl.  22  p.  181)  nämlich: 

—  qk'^k''^  ==  (k^+n)  {k'^-{-7i')  (Ä:2+m), 
giebt,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1),  2)  und  3),: 
iq^  =  \^2kco&a+k\ 
4)     {    ,,  _  _ii-\-2kcoBa-hk^)k'^&m^a 
1^     ~  (l+A:cosa)2 

Setzt  man  in  der  Gleichung: 

_  m3+(2+i>)  m^+(l  +2^9)  khn+pk'^ 
^  m{m  —  n)  {m  —  wO 

m  =  — p'^j  so  wird  dieselbe,  nn'  ==  k'^  gesetzt,: 

n.  r.    _      (l+Jt>)[(l-2i^)A^+(2-;^)/>^] 

^  —p[p^-\-p'Kn+n')+k'^'\ 

Für  p  ==  p'  ist  nach  2)  1  -f-^/  =  0,  also  nach  6)  6^'  =  0.     Aus 
der  zweiten  Gleichung  2)  folgt: 

Äcosa  =  1 77  • 

1 — /?" 

zt  man  in  die  Gleichung  6)  ^ 
so  folgt 


Setzt  man  in  die  Gleichung  Q)  p  ^=  p"  und  n+nf  =  2  -^ ,,  , 


1  Ä-'2 

7)     C"=l-;i>  = 


j9"  /:(/:+ cos«) 

In  Folge  der  Gleichungen  28)  auf  p.  182  ist: 

8)    p+^=l-^-^> 

[An+Bn'  =  2-\-p-{-m-{-n-\-n' — Cm. 
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Nimmt   man   zuerst  p  ==  ]/  =  —  1,   also    C  ^  0,  m''  =  —  1, 
so  geben  die  Gleichungen  8): 

A'-]~B'  ==  2,    A'n+B'n'  ==  n-\-n% 
d.i. 

A'  =  B'  =  1. 
Für  p  =  p'%   m  =  m"   und    C  =  C"   findet   man   mittelst  der 
Gleichungen  1),  2)  und  7)  aus  8) : 

A^^^B^'  =  0,    A''n+B''n'  =  2+n+n', 
oder : 

^//  _  _^//  ^  1+^cos« 
ik  sin  a 
Mit   Rücksicht   auf  die   vorstehenden    Entwickelungen   geben   die 
Gleichungen : 

sing)  cos^D   1 


9) 


J  l+j^sin^g^J' 


1 


dt 


die  folgenden  Relationen 
1 


A\p       l+wsin^^D      l+n'sin^^)      l+msin^^/ 
/tanggpt/l+2A:cos«+^^\  ^ 


arc  tang  i 


l/l4-2Acosa+Ä2 


log 


1  +  i^ 


sm« 


2[/l+2Acos«+A:2       1— <Ö         /r+cos« 


i^C^p) 


+ 


/r'2  sin  a 


(/r+cosa)  (l+Zfcos«) 


n 


A:2 


i2 


Arsin«  sin^  cos  9 


/:+cos 
l+Zrcosi 
l/l+2Ä:cos«+A:2 


rj'  4 


1 H-A:  cos«+/f  (/f+cos«)  sin'^^p      \J\ y^2  sin2^ 

Für  den  Fall,  dass  p  =  0,  also  auch  m  =  Oj  lassen  sich  die 
Gleichungen  9)  leicht  transformiren,  es  scheint  indessen  einfacher  zu 
sein  sich  der  folgenden  directen  Gleichungen  zu  bedienen,  welche  mit 
den  auf  pag.  178  aufgestellten  Relationen  zusammenfallen. 


9) 


smy  cosy       ,,„  //o  ,    ^//o  ,     A 

=  — ^ — -f    Q^^  ^  —(k^+n)(k^-^n% 


1       dt 


1+qt^dg) 


\      n'^+2n+k^         1  n'-^-{-2n'-\-k^  1         1 

'        n{n — w')    l+Tisin^^p        n\n — w')     l-j-w'sin^^Dj 


luueper,  eUipt.  Funotionen. 


33 
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Nimmt  man: 
10)     w+1   =  A:'ß«S  7i'-hl  =  k^e-""',  n-^n'+2  =  2^'cosa, 
so  sind  die  beiden  Werthe  von  p  bestimmt  durch: 

Es  ist  also: 

11)      ü'  =  0  und  y  = ■ 

^     ^  ^  1 — A'cos« 

Für  die  Werthe  von  n  und  n'  aus  10)  erhält  man  aus  den  Glei- 
chungen 9)  ohne  Schwierigkeit  durch  Integration: 

1 l/l — /:2giii2^_j-aiii^  cos9)l/l — 2ä:'cos«+ä:'2 


2/l— 2A:'cos«-f-A:'2         [/l  —  A:2sin2^~sin^  cos^/l  —  2A-'cosa+Ä:'2 


k'e 


a% 


//(^'^-«^-l,    9). 


Aus  der  zweiten  Gleichung  11)  folgt: 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  10)  giebt: 

2ä:2  ü"Ä-2 

12)    „+„^=__,     „„^  =  _^. 

Die  Gleichung  mwn'  =  — p'^k'^  giebt  in  diesem  Falle  für  p  =  p"  \ 
io\       //  ///Ol    //^  ,.1— 2/:'cos«+/f'2 

13)     «"  =  ^"(2+;/')  =  -k^     (i_^^eo8«P     ' 

Für  ^"  ergiebt  sich  folgender  Werth: 

...       ,,         1— 2^'cos«+/^'2    2  . 
^  (1 — A:'cos«)2 

In  die  Gleichung  5)  setze  man  p  =  p^%  m  =  m"  und  für  w+n', 
rmf,  mf'  ihre  Werthe  aus  12)  und  13),  es  folgt  dann  für  (7  ==  C": 

15>l     r-  ==  l±^'  =       /r-^-^^cosa 
J  p//  l_2yt'cosa-hÄ:'2 

Die  Gleichungen  8)  geben: 

^''+^"  :x=  1  —  4—^", 
p 

d  i.  nach  11),  12),  13)  und  15): 


p''  1— 2A:'cos«+A:'2» 
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A''n-{-B''n'  =  — -ttt^  =  — 2(1— Ä'cosa), 


folglich : 


^,, 1— ^^cos«       k'—e""' 

1  —  2/:'cosa+/r'2    isina   ' 

^        1  — Ä:^co8(^        k'  —  e-""' 
1 — 2A:' co8«-|-^'2      isin« 

Mittelst  der  vorstehenden  Formeln  ergiebt  sich  aus  9)  durch  Inte- 
gration folgende  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen: 

j/l  —  2k^  co8a-\-k^^  k^ßina  siny  cosyj/l — 2/:'cos«4-/c'^     1 

~T  ^'"^    ^^  1  —  Ä'  cos«  —  ("f— 2Ä:'  costt+F^ysinV  ^ 


==   — sin 


^,   .  ,  /:'(Ä:'  —  cos«) sin«    ^-r  f      »o^ — 2ä'co8«+ä'2       \ 


A'— e"'    »-#-...„,•      .      .  .k'  —  e 


ai 


JJik'e^i-i,  9,)+"-—^^  2Ji.k'e-«i-\,  ^^ 

Im  Vorhergehenden  sind    die   von  Legendre   gegebenen  Resultate 
so  modificirt,  dass  sich  unmittelbar  die  Gleichungen  für 

]J{ke^''\  g))  und  JJ (k'e^'"'—!,  (p) 
aufstellen  lassen. 


Note  X. 

Die  Transformationen  erster  Ordnung  von  Abel.    Die  Transformationen 
dritter  und  fünfter  Ordnung  nach  Jacobi. 

Mit  der  Integration  der  Differentialgleichung: 

n  <^y  ^  dx 

für  den  Fall  dass: 

2)  ,  =  4+^- 


a'^ß'x 

hat  sich  Abel   wiederholt  beschäftigt   und   davon   die  sechs  Lösungen 
gegeben.  *) 

Die  Gleichungen "  1)  und  2)  geben : 


•)  Astron.  Nachr.  Nr.  138,    Grelle.  Journ.    t.  3    p.  395    und    t.4    p.  312; 
Oeuvres  1. 1  p.  257,  310  und  371. 

33* 
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1  a'ß  —  aß' 

M  ^    l/(a'2  — «2)(«'2_/2ce2) 

Der  Werth  von  M  lässt  sich  am  einfachsten  in  jedem  besondern 
Falle  direct  finden.     Die  Gleichungen  3)  geben  folgende  Annahmen: 

a' — a      a' — «/  '     «'  +  «      a^-\-al 

Die   Gleichungen  6)   folgen   unmittelbar   aus   den   Gleichungen  5) 
durch  Vertauschung  von  /  mit  — /. 
Für  die  Gleichungen  4)  ist: 

g^2_^2         ß^2^ß2l2  (^/2_^2)(y2_^2/2)    _ 

'>»       «/2_«2"t"«/2_^2/2  U-^'^;?      («/2_^2)(^/2_«2/2) 

Aus  den  Gleichungen  4)  findet  man  a^ß^ — aß  =  0  und  a^ß^ — aßl^ 
=  0;  da  nun  /  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  ist  «'/?'  =  0  und 
aß  =  0.  Dsi  y  in  2)  nicht  constant  sein  kann,  so  ist  a  =  0,  /3'  =  0, 
oder  a'  =  0,  ^  =  0.     Für  «  =  0,  /?'  =  0  geben  die  Gleichungen  7): 

hieraus : 


[-©■][-©'-: 


=  0, 


also: 


©'  =  1,   /^  =  ^^;   oder  (i)V  =  1,   P  =  i- 
Für  «'  =  0,  i3  =  0  gehn  die  Gleichungen  7)  über  in: 

Hieraus  folgt  leicht,  wie  vorhin,: 

Durch   Zusammenstellung   des   Vorhergehenden   erhält   man   ohne 
Schwierigkeit,  für  den  Fall,  dass  die  Gleichungen  4)  stattfinden: 
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+  1 
I.     l  =  ±k,    y  =  ±x,    y  =  j^, 


... , = f, 


M 
\_ 
M 


=  ±1. 
=  ±k. 


Für  die  Gleichungen  5)  ist: 
ß^  —  ßß^^ßl  ,   ß^-^ßß^-^ßi 


8) 


ßn^ßißn^ß2i2 


=  -(1+n 


,/2. 


=  k\ 


Entwickelt  man  die  Gleichungen  5),  bildet  darauf  die  Summe  und 
Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  ist: 

a'ß'+aßl  =  0,    aß'+a'ß  ==  0, 
oder : 

«'  _  -ß'  _  -ßi 

"^        a ß  W" 

Setzt   man   hieraus  die  Werthe  von  «'  und  /  in  die  Gleichungen 
8),  so  gehn  dieselben  über  in: 


ß'-ß 
ß'  +  ß 


Hieraus  folgt: 


:(£^)'«][(SE-f)'^^ 


;^2. 


stellt  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  9)  und  2)  zu- 
sammen, so  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate: 


IV.     / 


\/kJ  \Tx\/] 
\—\/k\  \±x\/k 


VI.     / 


2if  =  ±i{i—\/—h)\ 


Zu  denselben  Gleichungen  führen  die  Annahmen  6).     Die  Substi- 
tution 2)   giebt   nach   dem  Vorhergehenden   für  P-   sechs  verschiedene 
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Werthe.  Zu  bemerken  ist,  dass  Abel  diese  Transformationen  erster 
Ordnung  mit  der  allgemeinen  Transformation  wter  Ordnung  combinirt 
hat,  wodurch  der  Grad  derselben  ungeändert  bleibt  und  hierdurch  zu 
dem  nicht  richtigen  Schlüsse  verleitet  wurde,  dass  jeder  Transformation 
wter  Ordnung  6n-\-6  Moduli  entsprechen.  Dieser  Umstand  ist  schon 
von  Legendre  in  einem  Briefe  an  Abel  (Oeuv.  1. 1  p.  IX)  bemerkt  worden. 
Als  Anwendung  der  in  §  35  aufgestellten  algebraischen  Principien 
der  Transformation  mögen  die  beiden  einfachsten  Fälle  hier  nach 
dem  Vorgange  von  Jacohi  direct  behandelt  werden.  Die  Gleichungen 
26),  28),  29)  und  37)  von  §  35  geben: 

,     .        &m+&m-l  k'^x'^  +  hm~2  k^X^+  .  . .  -{-b^k''"^^X^"'-^-\-k^"' X^"" 

11)  {+- 7P^=^ 

=  (1 +0;)  (1 +«1  a;+«2^^+ •  • -|-««»a:"*)-. 

12)  4      *•» 


Für   die   Transformation   dritter  Ordnung   ist  m  ==  1.     Die  Glei- 
chung 11)  wird  dann,  «i  =  «  gesetzt,: 

13)     l  +  M^+^^^-T^^  =  (\^-x)(\  +  ax)\ 
yki 

Nimmt  man  zur  Vereinfachung: 

14)  Sjk       =       U,        {/J     =       Vy 

so  giebt  die  Gleichung  13): 

A.  =  1+2«,    ö,  =  2«+«^   ^:  =  aK 

,n  ai 
Gleichungen,  so  werden  dieselben: 

15)     bi  =  {v-}-2u^)u\   bi  =   — ^  u\ 
Die  beiden  Werthe  von  bi  geben: 

16)      w4_i;4_|_2wt;(l~wV)   =   0, 

durch  welche  Gleichung  die  Relation  zwischen  u  und  v  bestimmt  ist. 
Durch  die  Gleichungen  15)  und  16)  sind  &i  und  M  in  10)  und  12) 
bestimmt. 

Für  die  Transformation  fünfter  Ordnung  setze  man  in  11)  m  =  2, 
ferner  für  k  und  l  ihre  Werthe  aus  14).  Nimmt  man  zur  Vereinfa- 
chung «1  =  «;  «2  =  ßj  so  wird  die  Gleichung  11): 


Setzt  man  aus  der  dritten  Gleichung  a  =  —  in  die  beiden  ersten 
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Hieraus  folgt: 


17)    ^  ,     " 

6,  =  2«^+^^     A  =  2a+l. 


Man  nehme: 

tS)    ,  =  J. 

Die  doppelten  Werthe  von  b^  und  h^  aus  17)  geben,  wenn  der 
Werth  von  ß  aus  18)  eingesetzt  wird,: 

(m2  — t;2)  «2^2w2(l— Ä)  «-f.2(w2  — 1;2)_  ==  0, 
19)     ^  ^ 

2(1  — Mt;3)  «+(w4_^4)ii  =  0. 

V 

Die  erste  Gleichung  werde  mit  v'^-\-u\  die  zweite  mit  2u^  mul- 
tiplicirt.  Die  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichungen  durch  (w^ — ^i'^ct 
dividirt  giebt: 

20)     (w2+t;2)«  =  1u\\-\-uH). 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  Gleichung  19)  folgt  durch 
Elimination  von  a: 

{u^  —  v^)  {u^+v'^)  +  \uv{\+u^v)  {i—uv^)  ==  0, 
oder: 

21)       ?/6  — t;6-|-5w2y2(^2_^2)_|_4^^(l_^4y4)    =    0. 

Die  Gleichung  12)  giebt  für  m  ==  2,  ä:  =  u^j  l  =  v*  und  Substi- 
tution des  Werthes  von  Ö2  aus  der  letzten  Gleichung  17): 

Nimmt  man  hierin  den  Werth  von  «  aus  der  zweiten  Gleichung 
19),  so  ist: 

1    &2     ^ — w^ 

Diese  Entwickelungen  in  etwas  anderer  Form,  hat  zuerst  Jacohi 
in  Nr.  123  der  „Astron.  Nachricht."  aufgestellt  und  später  auf  pag. 
23 — 28  der  „Fundamenta"  weiter  ausgeführt.  Ausführliche  Untersu- 
chungen über  die  Transformationen  dritter  und  fünfter  Ordnung  findet 
man  im:  „Premier  Suppl."  (p.  67 — 87)  der  „Theorie  d.  f.  e."  von  Le- 
gendre.     Speciell  über  die  Transformation    dritter  Ordnung  vergleiche 
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man  einen  Brief  von  Hermite  an  Borchardt  (Journ.  t  60  p.  304)  und: 
Cayley:  Sur  la  transformation  cubique  d'une  fonction  elliptique.  (Compt. 
Rend.  1867  t.  LIV  p.  560—563).  Eine  sehr  einfache  Untersuchung 
nach  Analogie  der  „Fundamenta"  enthält  der  sehr  gute,  kurze  Auf- 
satz von  Guetzlaff'.  Aequatio  raodularis  pro  transforraatione  functionum 
ellipticarum  septimi  ordinis.  (Grelle.  Journ.  t.  12  p.  173 — 177). 


Note  XI. 

Die  Transformation  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  nach 

Legendre. 

In  dem  „Premier  Supplement"  seines  grossen  Werks  hat  Legendre 
p.  59  —  63  die  Transformationsgleichungen,  welche  dem  Uebergange 
von  q  und  q^  der  Theta- Functionen  entsprechen,  auf  die  Transforma- 
tion der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  angewandt.  Das  Fol- 
gende enthält  eine  kurze  Darstellung  der  mit  vielem  Geschick  durch- 
geführten Rechnung. 

In  der  ersten  Gleichung  30)  von  §  37  (p.  255)  werde  x  =  sin 9), 
y  =  simp  gesetzt.    Es  ist  dann: 

^_      sin^^p 


..       .  smo)    rr 

1)     sintp  =  —^  JJ 


«^1  .  ^       2r^ 

2  sm-^  am 

n 


M    ^^    .       .,    .  „       .  „      2rK 

^     1 — a:^  sin^ff)  sin^am 

n 

Nach    der    Bezeichnung    von    Legendre    genügen    (p   und   '(p    der 

Gleichung: 

FiV^,  l)  =  ^Fisp,  k\ 

oder: 

2)  F{q>,k)  =  MF{^,1\ 
wo  M  und  /  durch  die  Gleichungen  27)  auf  pag.  254  bestimmt  sind. 
Die  directe  Substitution  des  Werthes  von  sin  ip  aus  1)  in  E{fpy  l) 
führt  zu  grossen  Weitläufigkeiten.  Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehn 
differentiirt  Legendre  die  Gleichung  2)  in  Beziehung  auf  k,  wobei 
dann  ^(^,  l)  zum  Vorschein  kommt. 

In    Folge    der    Gleichung    19)    von    §  47    ist   allgemein   für  jede 
Transformation  Titer  Ordnung: 

1  M^2  ai 

^     M'^~~^  ir^  dk 


521 

Unter  Zuziehung  der  Gleichung  3)  von  §  27  werde  die  Gleichung 
2)  nach  k  diflferentiirt.  Es  sind  /  und  M  nur  von  k  abhängig,  in 
Folge  der  Gleichung  1)  ist  rp  Function  von  k  und  (p.  Hierdurch  folgt: 
E{g)y  k)      F{g),  k)      ä:  sin  9t)  cos  ^ 


4) 


M'2              k  k'^/i{g),k) 

Uj'tpf  l)      F('ip,  l) /sinipcost/;"]      dl^ 

dM  .   ,.dF(xf),  l)  dtp 


setze  in  d: 
3),  ferner 


Man  setze  in  die  vorstehende  Gleichung  für  ~  seinen  Werth  aus 

(in 


dFjy),  D  _       1 
flftp  A  {xpj  l) 

und   aus   2)   F{^j  k)  =  MF{\py  l).     Aus    der    Gleichung  4)   lässt   sich 
dann  folgende  Gleichung  ableiten: 

/r^sin^)  cos  9)      /^sintp  cost/J       Mkk^'^  dtp 

■^      A{(p,k)  MA{ip,  l)    '^  A{tp,l)dk' 

Wegen   der  Allgemeinheit   der  Gleichung  3)  gilt   die   vorstehende 

Gleichung   auch    für   die   Transformationsgleichungen    von   §  39.     Die 

vollständige   Ausführung   der   rechten    Seite    der  Gleichung  5)  ist  von 

jt 
keinem  besonderen  Interesse.     Nur  in    dem  Falle,   dass  <p  =  -^y  also 

t^  =  -r-*)  verschwindet  in  5)  auf  der   rechten  Seite    der   algebraische 
Theil.     In  diesem  Falle  ist  einfacher: 

«)  <f.  *)  =  i  <f .')  +  (»- a«*"S  <f. ')• 

Legt  man  die  Gleichung  1)  zu  Grunde,  so  ist: 
Nimmt  man  l  =  /r',  also  L  =  Ä"',  Z'  =  Ä',  so  folgt: 


1  nL 

*)  Nach  §  37  ist  (pag.  256)  Tf  =  -^^  ^^^  Gleichung  2)  lässt  sich  also 

schreiben  nL  F((p,  k)  =  KF{\p,  l),  woraus  xp  =  —-  für  (p  —  -^  folgt. 
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Lässt  sich  k  durch  diese  Gleichung  bestimmen,  so  geht  die  Glei- 
chung 6)  über  in: 

Durch  Zusammenstellung  dieser  Gleichung  mit  der  in  §  27  gefun- 
denen allgemeinen  Relation: 

folgt,  dass  E  und  E^  sich  durch  K  und  K^   ausdrücken   lassen,   wenn 

die  Gleichung  7)  für  ein  ganzzahliges  n  stattfindet. 

Durch   Betrachtung   besonderer   Integrale    hatte    schon   Legendre 

2  4- 1/3  2 1/3 

dieses   Resultat    für   den    speciellen    Fall  /t'^  =  — -^ — ^  k^-  ==  — -j— 

gefunden,  dann  ist  K  =  \/^  K\  (Fonct.  eil.  t.  I  pag.  57—60).*) 


Note  Xn. 

Entwickelung  einiger  elliptischen  Functionen  in  Reihen  nach  Herrn ite. 


Unter  dem  Titel :  „Sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques"  (Compt. 
Rend.  1863  t.  LVII  p.  613—618,  993—1000,  Journ.  de  Math.  Ann^e 
1864  2de  ser.  t.  IX  p.  145—158)  hat  Hermitc  die  Transformationen 
zweiter  Ordnung  in  einer  sehr  ingenieusen  Weise  zu  Entwickelungen 
angewandt,  deren  Deduction,  wie  die  meisten  Arbeiten  dieses  eminenten 
Geometers,  sich  durch  grosse  Eleganz  auszeichnet. 

In  Folge  der  zweiten  Gleichung  15)  von  §  43  ist: 


cos  am 


ik-\-ik')Uj 


k—ik' 


1  —  k{k-\-  ik^)  sin-  am  u 


k+ik' 
Wird  i  mit  — i  vertauscht,  so  folgt: 


cos  am  w 


cos  am 


{k  —  ik')Uy 


k+ik' 
k—ik' 


1  —  k{k  —  i/f')  sin  2  am  u 


cos  am  w 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht: 
{k  -\-  ik^)  cos  am   ' '      '  "^ 


-j-  {k — ik^)  cos  am 


{k —  ik')  Uj 
{k+ik')u, 


k—ik\ 
kj—ik^ 
k+ik' 


=  2/:  cos  am  w, 


*)  Untersuchungen  ähnlicher  Art  findet  man  bei  Meissel:  Bemerkungen 
über  die  Reduction  der  vollen  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  auf  die 
vollen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  für  denselben  Modul  (Archiv  für 
Mathematik.  Theil  56  p.  337—348). 
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oder  k  =  co&a  gesetzt,: 

1 )     e""'  cos  am  (ue-  %  e'^''')  +  ß-  «^'  cos  am  (we^S  e"  2«^)  == 
2  cos«  cos  am (m,  cos«). 

Wird   cos  am M   nach    der  Formel   von    Maclaurin    entwickelt,   so 
findet  man: 

2)      cos  amw  =  1  —  7^ +  (1+4^2)       " 


1.2  '  '    '        M.2.3.4 
(1+44^24. 16^4)  _if!_ _}_(i +  408ä:2  +  912yt4+6a«) 


1...6  '  '    '  '  ■  M...8 

—  (l4-3688/t2-f- 30768^4.^  15808A:6+256;tio)  ^--^  ctr., 

wo  zur  Abkürzung  \...n  statt  1 . 2 . 3 . . . w  gesetzt  ist.     Von  71  =  \  an 
hat  der  Factor  von 

1.2.3...(2w+2) 
die  Form: 

r  =  n 

r  =  0 
wo  ^0  =  1>  d^  ^ür  /:  =  0  sich  cos  am  w  auf  cosw  reducirt.     Die  Glei- 
chung 1)  giebt  durch  Vergleichung  der  Factoren  von  w^^+^i 
r  =  n  r  =■  n 

3)      2^rCos(2wH-l— 4r)«  =    ]^  ^r(cosa)'^^+^ 
r  =  0  r  =  0 

Drückt  man  rechts  (cosa)^^+^  durch  die  Cosinus  der  uugraden 
Multipla  von  a  aus,  so  erhält  man  aus  3)  durch  Gleichsetzung  der 
Factoren  von  cos(2m4-l)«  ein  System  linearer  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung von  Aiy  A2...An.  Die  Rechnung  vereinfacht  sich  etwas,  wenn 
Ar  ==  ^^^  dr  gesetzt  wird,  wo  Aq  =  Oq  =  1.  So  giebt  die  Gleichung 
3)  für  w  =  4: 

co89«4- 2^04  cos  7a-f-22öj  cos5«+2%cos3«-}-24a2C08a  = 
cos«4-22«j  cos^a-f-24«2  cos^a+2%3  cos'' «+2^04  cos^«. 
Hieraus  folgt: 

1    =    «4,    2^054    =    9ö4  +  Ö3>    22«!    ==    3604  +  703-1-052, 

2%  =  84a4+21a3+5a2+ai, 
2%  =  12604  +  3503  + 10% -f-3ai  +  l, 
also : 

a^  =  1,  «3  ==  247,  «2  ==  1923,  a^  =  922. 
Mit  der  Entwickelung  der    elliptischen  Functionen   nach  Potenzen 
des    Arguments    hat    sich    zuerst    Gudermann    eingehender   beschäftigt. 
Nach    Aufstellung    der   in  2)    gegebenen    Reihe    wird   die   zweite   der 
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Gleichungen  4)   von  §  43,   nämlich  coBamiku,  ~) 


Jam(w,  k),    zur 

directen  Herstellung  der  Reihe  für  Jam?/  benutzt.     Die  Entwickelung 
von  amw  folgt  aus: 


am^^ 


=/ 


Asimudu, 


sin  am 


d+^o«,  ;-:pg 


(Grelle.  Journ.  t.  19  p.  80  u.  f.).     Für   die   Entwickelung   von   sin  am  m 

hat  Gudermann  (1.  c.  p.  78)  die  ersten  Terme  ausgeführt.     In  Beziehung 

auf  diese   Function   hat  Hermite   auf  folgende  Gleichung   aufmerksam 

gemacht.     In  Folge  der  Transformation  von  Landen  (pag.  299  Gl.  20) 

ist: 

(1  +^0  sin  2^mu  cos  am^^ 

Jamw 

\ j^  2  \/k 

Man  vertausche  hierin  k  mit  t-tt  ?   ^^so  A:'  mit  t— — 7 ,    ferner    u 

mit   {\-\-k)uL      Unter   Zuziehung    der   Gleichungen    17)   auf  pag.  342 
folgt: 

1— l/^' 

\/) 
sinamw        l-f-^sin^amw 


4)     sin  am 


[<-^-^  Gfi)': 


Nun  ist: 


cosamw  Jamw  1 — Ärsin^amn 

1  —  k  sin^  am  2w  —  cos  am  2w  A  am  1u 
sin  am  2w 
sinam?^        l+^sin-^amw 


==  (1— ^)' 


cosamw  Jamu  1 — /rsin^amw 


Setzt  man  in  4)  -^  statt  w,    so    lässt   sich    diese    Gleichung   auch 


schreiben: 


sin  am 


['^-.  & 


.1  — Ä:sin^ami<  — cos  am  w  Jamw 
(1 — l/Ä:)2sinamw 
Vertauscht  man  k  mit  — Ar,   so   leitet  man  aus  der  so   erhaltenen 
Gleichung  und  der  vorstehenden  die  folgende  ab: 

2  '  Vl+l/— A:, 


(1— 1/— y^)2si 


sin  am 


—  (1— l/Ä:)2  8i 


smam 


■(1+/^)' 


=  2i/:sinamw. 


Die    Anwendung    dieser    Gleichung    auf    die    Entwickelung    von 
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sinamw  ist  indessen  nicht  so  einfach  wie  die  Anwendung  der  Gleichung 
1)  auf  cos  am  w.  Eine  Anwendung  wesentlich  verschiedener  Art  hat 
Hermite  von  den  Transformationen  zweiter  Ordnung  auf  die  Darstellung 
der  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  gemacht.  Das 
Verfahren  besteht  einfach  darin,  Zähler  und  Nenner  mit  derselben 
Theta-Function  zu  multipliciren  und  die  Resultate  des  §  40  zur  An- 
wendung zu  bringen.  Setzt  man  in  die  Gleichungen  9)  und  10)  für 
Q  seinen  Werth  (pag.  298  letzte  Zeile)  ein,  so  folgt: 


5) 


Die  Gleichungen  23),  24)  und  30)  geben: 


6) 


*(.T)*,(^)   =^,(:r,l/})l/2A'l//: 


*3(a;)*2(a;)  =  ^2(0:,  l/j) '  ^  ^^>/^ 


Wegen   ^3(0)  =  )/  —  erhält  man  aus  den  Gleichungen  33J: 


7) 


11% 


\  ■  ■ 

I  *  {X)  *,(:.)   =  r  ^»4.^,  ^  \/q)  y  ^^'  ■ 
Es  ist: 

^i(^)  =  2^(— 1)'»^V    2    ;  sin(2w-f-l)^. 
0 
Man  trenne  rechts  die  graden  und  ungraden  Werthe  von  w,  setze 
im  ersten  Falle  m  =  2w,  im  zweiten  m  =  — (2w-|-l).     Man  findet  so: 

00  —  -  OD 

Ebenso  folgt: 

1        00 

Mx)  ==  2^"^2^4w2+2n^^jg(4^_|,l)^^ 

OD 

Im  Folgenden   soll   das   summirende  Element  n  alle   ganzzahligen 
Werthe  von  — oo  bis  -\-oo  annehmen. 
Es  ist  nun: 
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%Kx  ^    i^  »t(x)  ^  J_  »i(x)»i{x)  ^  J_  »t(x)  »i(x) 

IKx  __  1  /k'Mx)         I  /k'Mx)Mx)  _  1  /k'Mx)_d;M 
cosam-^  -  1/  ^  *(S)    -  1/  k    0-ix)  Ux)  ^  V  k    H^)»,(xy 

JT  ^         d'{x)  ^  d'{x)d'2(x)  ^  d-(x)d'i{x) 

Mittelst   der   Gleichungen  5),  6)  und  7)   geben   die   vorstehenden 
Gleichungen  zu  folgenden  Entwickelungen  Veranlassung: 

ni  in 

ß^       .         2Zx          e""^     d'.jx,  e^\/q) 
8)     sin  am ■  =  77^=^-  —^ ^r-  = 

^  \/l\/k      ^(^^^  ^ ) 

1/2    iTlC— l)''^^''''^'*sin(4w+l)ri: 
\/k  ^(— If  ^"^^^08  4^0: 

9)      cos  am =  -— ^     /  -.  '^—  = 

^1//:^     2(- 1)^2^' cos  4nx' 

10)  Jamg^  ==/.-- .^     ^.fel/^1^ 

^(— If  ^2/l2+^*C08(4?Z+l)j-  * 

in 

11)  smam—  ==  ^  ^        = 

i/2   -^       ]S^^''''^^'*8in(8?2+2)x 
l/Ä»      2(— ir*^"'+'*cos(4n+l)x' 

12)  cosam2^  =  l/2l/g^^(?2^>  = 


/^l/^ 
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in 


13)    A.J^  =  yVH-^^-^^^^  = 

1 /y^'3  ^^     — ^ 

Nimmt  man  in  8)  o;  =  -r-;   in  10)  a;  =  0,   so    ergeben   sich  die 
Gleichungen: 


2w24-yi 

.  *) 


4    __  4  

Diese  Gleichungen  für  \/k  und  yk' ,  sowie  eine  Anzahl  ähnlicher 
Gleichungen  hat  zuerst  Jacohi  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  „lieber 
unendliche  Reihen,  deren  Exponenten  zugleich  in  zwei  verschiedenen 
quadratischen  Formen  enthalten  sind.''  (Grelle.  Journ.  t.  37  p.  76 — 77, 
Mathem.  Werke  II.  p.  82  —  83). 

Nimmt  man  in  ll)  o;  =  -^,  in  13)  o:  ==  0,  so  findet  man: 

]/k^=  2|/2^«      ^^ 


^(__lf(4n+l)^2^'+**' 


^;^  _  j:,{^n+x),'^-'^^- 


Von  den  Gleichungen  9)  — 13)  hat  Hermite  noch  folgende   inter- 
essante Anwendung  gemacht.     Es  sei: 


*)  Mittelst  der  Gleichung  für   )/k   lässt   sich   ziemlich    leicht    die   von 
Sohnke  (Grelle.  J.  t.  16  p.  113)  aufgestellte  Reihe  finden. 
Setzt  man: 

multiplicirt  mit  dem  Nenner  des  links  stehenden  Bruchs,  so  findet  man  ohne 
Mühe : 

a,  =  2,  «2  =  4,  Ö3  =  8,  «4  =  14,  «5  =  24,  «6  =  40,  «7  =  64,  «8  =  100, 
«9=154,  «10=232,  «11  =  344,  «12=  504,  «13  =  728... 

4  _ 
In  Folge  der  Gleichung  für  \/k  folgt  dann: 
4  __  1 

]/k  =^]/2q^[\~q-q^J^q^^  ^io_  ^i5_  ^21 . .  j  [1  4.  ^^^2  4.  a^^K  ^  a^q^  . .] . 

Um  die  Entwickelung  bis  q^^  zu  führen,  hat  man  nur  nöthig,  im  zweiten 
Factor  rechts  die  Reihe  bis  «13^'^'*  fortzusetzen. 
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14) 


X  (Uf  k)  ==  1/1  +  sin  annu  yi  -\r  k  sin  am u , 


Ziiu,  k)  =  yl  -{-  mi&mu  yY — /rsinamw. 
Nach  den  Transformatiousgleichungen  von  Landen  (pag.  299)  ist: 

(1  -f-  k')  sin  am  u  cos  am  u 


sin  am 


[d+^o^^,  ^^ 


J  amw 


1 


Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  14)  k  mit   .  und  w  mit 

(1-f /:')w,  so  findet  man: 


15) 


{^-hk^)u, 


\  —  k' 
1+k' 


sin  am  w  + 


cos  am  u 


zlamw 


==  sin  am  w -}- sin  am  (Ä^ — u)j 


k 


i^  +  k')u, 


\—k' 


=  cos  am  M  + 


k'  sin  am  u 
Jamw 


1  +  k' 
cos  am  w  +  cos  am  {K —  w). 
Die  Gleichungen  9)  und  10)  geben  durch  Division: 

JiJi.X  i,jt  — 

cos  am ,/^      _  ^  ^   ,        2 

16)     ,^=^>, 


JT j/2    ^-"8"  d--i{x,e    \/q) 


Jam yk 

Ebenso  erhält  man  aus  8)  und  13): 

iKx 

k'  sin  am ,     '^  iTi  (v  i     i  r^ 


2^  \/iV    k  d-i^x,  ^2) 


.Ül 


Es  ist: 

18)     ^iCx,  jo)+^2(^,  rf  =  ^2(^  — ^^  P)-\-^iiP^y  P)  = 

[  A/.a  r^-w  -4-  1  W 


^/  ^   ^^  [cos(2w-|-l)(2-  — ^)  +  cos(27i+l)a;]   = 


2w+l 


(^)^ 


2^cos""^  '  "jT   j[>^  2  ^  cos(2w-f-l)  (o:^ — ^)  == 


l/2  2^(-l)    2     /  ^  ^  ^0Bi2n-\-\)ix—-), 


da: 


cos(27^-f-l) 


ü  _  1  ^- 


•  1 


(_l)m+l 

1/2^   " 


n  =  2m, 
^   7Z  =  2;w+l, 


(-1) 


«(«4-1) 

2 


1/2 
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Mit  Rücksicht  darauf,  dass: 

7n/2w+l\2  n(n-\-\)  m 

Tti 
giebt  die  Gleichung  11)  p  =  e^  \/q  gesetzt: 


19) 


m 


OD 

in 


20) 


Für  p  =■  yq,  erhält  man  aus  17): 

l/22^(-l)    ^    (/s)^  2  '  cos(2«+l)(a;-^)  = 


1/2  e     8<^,(a;-|,  e^i/i). 

2Äic 
In  den  Gleichungen  15)  nehme   man  u  =  .     Mit   Rücksicht 

auf  die  Gleichungen  8),  9),  16),  17),  18)  und  19)  folgt: 

ni  ni  ni 

21)  ]  =j^-^(2j;w-' 

in 


e     8 


n 


Geht  3'  über  in  1/V,  so  gehn  nach  Gleichungen-  29)  und  31)  von 
§  40  /:  und  iST  respective  über  in  t^-t   und   (1+^)^^.     Es  geht   also 

Enneper,  eUipt.  Functionen.  33 
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\~k 


Ä'  über  in  r— -r  und  (1-f  äOä' über  in  2K.     Lässt   man  in  den  Glei- 
chungen  21)    q  und  x   respective   übergehn   in  \/q   und  — ,   so    folgt: 


'C-f . »)  -  1/Ss 


H  — Ä — ,  ^ 


2\/k  ^i^y   Q) 


!)  = 


n^+i- 


1\Jk 


cos(4w+l) 


2;r  —  JT 


2(-l)"«"' 


cos2/ia; 


ra^.  A  =  i'/izi 


^'l"^"'  ')  =  1/  ÜTF^ 


7re 


2/^ 


2(-l) 


^)     ^2  +  _ 


cos(4w+l) 


2:r JT 


^(--l)^^w'^cos2wx 
22  gebei 

qV      g   '  2r  — 1 


Die  Gleichungen  14)  und  15)  von  §  22  geben  auch: 


sin  am \-  sin  am  — 


2r— 1 
2 


jrcos'(2r  —  l)lx  —  ^ 


2m+ 


)  = 


(4m-l)(f-x). 


8  x:",     «-         ^ 


+1/2  4  1 


Nimmt  man  in  der  ersten  Summe  m  =  w,   in  der  zweiten  m 
Uj  so  ist  auch: 


41/2  2(-ir  fi:^!^  cos(4n+l)  {^j^xj 


1kK\  .         IKx  ,    ,        1K 
sin  am hsm  am  — 

OD  2n+ 


Ebenso  folgt: 
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2kKV           iKx  ,  IKfüi         W 
cos  am hcosam —   -^  —  x\\  = 

4/22(-l)"i^^S;+xC0B(4«+l)  (f -xj. 


Lässt  man  in  diesen  Gleichungen  q  in  y q  und  xm  ~  übergehn, 
so  erhält  man  für  die  Functionen  X  und  2i  die  folgenden  Reihen: 

e'*)=#l'-'-.-i7fl~'-"(f-T). 


33' 


Namen-Register/) 


^^^^-  Seite 

Entdeckung  der  elliptischen  Functionen 3 

Elliptische  Functionen  mit  imaginärem  Argument 35 

Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale 142 

Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  und  allgemeinere 

Transcendenten 222 

Das  Problem  der  Transformation  §  36 237 

Anwendung  des  Theorems  von  Cotes  zur  Transformation    ....  247 

Arbeiten  über  Transformation 256,  282,  293 

Arbeiten  über  Multiplication 322,  328 

Die  Theilung  der  elliptischen  Functionen 332 

Elliptische  Functionen,  deren  Modul  grösser  wie  die  Einheit  ist .    .  337 

Die  Transformationen  erster  Ordnung 515 

d'Älembert. 

lieber  elliptische  Integrale  und  ihre  geometrische  Bedeutung  .    .    1,  471 

Allegret. 

Ueber  eine  Differentialgleichung 434 

Baehr. 

Transformation  und  Multiplication 371 

BernouUi,  (Jacob). 

Elastische  Curve 470,  486 

Parabolische  Spirale 472 

BernouUi  {Johann). 

Ueber  eine  besondere  Art  von  Rectification 473 

Bertrand. 

Briefe  von  Jacohi  an  Legendre  (vide  Borchardf) 4 

Ueber  Arbeiten  von  Talhot 496 


*)  Das  Namen-Register  hat  die  Bestimmung  die  im  Werke  vorkommen- 
den Citate  leicht  auffinden  zu  können.  Es  wird  hierdurch  gleichzeitig  eine 
Uebersicht  über  eine  ziemliche  Anzahl  von  Arbeiten  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  vermittelt.  Aus  diesem  Grunde  ist  auch  auf  solche 
ufs  ä  tze  hingewiesen,  von  denen  im  Texte  keine  weitere  Analyse  sich  vor- 
findet. Zur  Vervollständigung  haben  im  Register  noch  einige  Verbesserungen 
und  nachträgliche  Ergänzungen  Aufnahme  gefunden. 


533 

Betti.  Seite 

Multiplication 336 

Transformation 370 

Diiferentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Multiplication sformel    381 
BjÖrling. 

Ueber  Additionsgleichungen  von  Jacobi 453 

Booth. 

Geometrische  Behandlung  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung    223 
Borchardt. 

„Ueber  das  arithmetisch-geometrische  Mittel."  (Journal  für  Mathemat. 

t.  58  p.  127— 134) zu  p  312 

Die  von  Bertrand  publicirten  eilf  Briefe  von  Jacobi  an  Legendre 
nebst  den  Antworten  von  Legendre  sind  vollständig  wiedergege- 
ben nebst  erläuternden  Anmerkungen  des  Herausgebers,  Borchardt, 
im  Journal  für  Mathematik  t.  80  p.  205 — 279  u.  d.  T.  „Correspon- 
dance  mathematique  entre  Legendre  et  Jacobi.'' 
Brinkley. 

Ueber  das  Theorem  von  Fagnano 492 

Brioschi. 

Multiplication 336 

„Sur  une  formule  de  transformation  des  fonctions  elliptiques"  (Compt. 
Eend.  1874  t.  LXXIX  p.  1065—1069)  nachzutragen    .    .    .    .  zu  p.  371 

Analoge  Gleichungen  zu  den  Modulargleichungen 416 

Ueber  die  Gleichung  fünften  Grades 416 

Eine  deutsche  Bearbeitung  hiervon  aus  den  Annali  di  Matematjca 
(I  p.  256—259)  ist  enthalten  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  4  Jhrg.  p.  85—90. 

Reduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalform 439 

Broch. 

Ueber  Additionsgleichungen  von  Jacobi 453 

Man  findet  diese  Gleichungen  reproducirt  in  Broch:  Traite  elemen- 
taire  des  fonctions  elliptiques.  Christiania.    1867.   (p.  23 — 25). 
Catalan, 

Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Legendre 172 

Ueber  die  Ellipsoidfläche 504 

Cauchy. 

Ueber  Theta-Functionen 92 

Ueber  unendliche  Producte  (vide  Didon) 449 

Cayley. 

„Memoire  sur  les  fonctions  doublement  pöriodiques"  (Journ.  de  Math. 

t.X,  Ann ee  1845  p.  385— 420) zu  p.     52 

Verallgemeinerung  der  Additionsgleichungen 321 

Differentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Multiplicationsformel    381 
Transformation  dritter  Ordnung 520 

Chasles. 

Ueber  confocale  Kegelschnitte 498 

Ueber  die  Lemniscate 503 


534 

Clausen.  seite 

Substitution 27 

Ueber  das  Siebenzehneck  der  Lemniscate 334 

Darhoux. 

Beweis  von  Euler' s  Additionstheorem 140 

Despeyrous. 

Beweis  von  Euler' s  Additionstheorem 139 

Der  Beweis  ist  enthalten  in:  „Origine  geometrique  des  fonctions 
elliptiques  et  formules  fondamentales."  (Memoires  de  TAcademie 
de  Toulouse.  T^e  serie  t.  V  p.  211 — 229).  Durch  ein  Missverständ- 
niss  ist  im  Texte  Beflers  als  Erfinder  des  Beweises  angegeben. 
Der  Beweis  wurde  zuerst  von  Liouville  für  Despeyrous  gegen 
eine  hinterlassene  Aufzeichnung  von  Sturm  reclamirt.  (Compt. 
Rend.  1856  t.  XLII  p.  1087). 
Didon, 

„Methode  de  Cauchy  pour  l'inversion  de  l'integrale  elliptique."  (Journ. 
de  Math.  2me  g^rie.  t.  XIV  Annee  1869,  p.  230  — 240).    Herleitung 
der   elliptischen    Functionen   aus    den  von   Cauchy  untersuchten 
.  unendlichen  Producten zu  p.    449 

Dirichlet  vide  Lejeune-Dirichlet, 

Dumas. 

Integrale  dritter  Gattung  bei  einem  mechanischen  Problem     .    .    .    223 

Durege. 

Ueber  periodische  Functionen 11 

Darstellung  einer  beliebigen  Grösse  durch  sinam(w,  Ä) 196 

Eisenstein. 

Ueber  trigonometrische  Functionen 11 

Ueber  unendliche  Producte  (v.  Cayley  u.  Schläfli) 45,  52 

Behandlung  der  elliptischen  Functionen 102 

Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen 142 

Lemniscatentheilung * 334 

Differentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Transformations- 
formeln       382 

Enneper. 

Ueber  allgemeine  Theta-Functionen 95 

Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Legendre 172 

Ueber  eine  Differentialgleichung  für  elliptische  Integrale      ....  175 

Essen. 

Transformation 371 

Euler. 

Ueber  eine  Theorie  elliptischer  Integrale 1 

Ueber  trigonometrische  Functionen       11 

Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung      .    .    .  131 

Ueber  die  Herleitung  des  Additionstheorems  von  Lagrange     .    .    .  136 

Ueber  den  Satz  von  Fagnano      .    .     , 480 

Multiplication  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 481 


536 

Seite 

Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  ...  482 

Dreitheilung  der  Ellipse 483 

Geometrische  Anwendungen  elliptischer  Integrale 484 

Elastische  Curve 485 

Vergleichung  von  Bogen  algebraischer  Curven 486 

Eeduction  elliptischer  Integrale 487 

Allgemeinstes  Additionstheorem  für  elliptische  Integrale,  Priorität 

gegen  Legendre 487 

Fagnano. 

Sätze  über  Ellipsen-  u.  Hyperbelbogen 457,  468 

Reclamation  vide  Galfi 471 

Problem  über  die  biquadratische  Parabel 474 

Vergleichung  von  Bogen  einiger  Curven 474 

Untersuchungen  über  die  Theilung  der  Lemniscate 477 

Galfi. 

Reclamation  einiger  Sätze  von  Maclaurin  für  Fagnano 471 

Gauss, 

Entdeckung  der  elliptischen  Functionen 5 

Reduction  eines  elliptischen  Integrals 27,  437 

lieber  Theta-Functionen 95 

Transformation,  nach  Gauss  benannnt 310 

Arithmetisch-geometrisches  Mittel  (vide  Borchardf) 312 

Lemniscatentheilung 335 

Transformation  einiger  Producte  in  Reihen       448 

Genocchi, 

Das  Additionstheorem  von  Euler 142 

Reduction  elliptischer  Differentiale 439 

Göpel. 

Abelsche  Functionen 81 

Göring. 

Theilwerthe  der  Theta-Functionen  und  Formeln  von  Gauss     .     335,  417 

Gordan. 

Allgemeine  Transformation  der  Theta-Functionen .369 

Graves, 

Satz  über  confocale  Kegelschnitte 498 

Gudermann. 

Transformation 371 

Differentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Transformations- 
gleichungen   387 

lieber  eine  Differentialgleichung 393 

Entwickelung  von  cos  am  m,  z/amw,  sinamw 524 

In  den  Bänden  18,  19,  20,  21,  23  und  25  des  Journals  für  Mathema- 
tik hat  Gudermann  von  1838 — 1843  unter  dem  Titel  „Theorie  der 
Modular-Functionen  und  Modular-Integrale"  eine  Reihe  von  Auf- 
sätzen geliefert,  welche  1844  gesammelt,  in  den  behandelten  Thei- 
len  ein  ausserordentlich  ausführliches  Lehrbuch  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  bilden. 


536 

Guetzlaff,  Selte 

Modulargleichung  für  die  Transformation  VII.  Ordnung  .      410,  454,  520 

Haedenkamp. 

Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Legendr e 172 

Hart 

Geometrisches  Theorem  über  geodätische  Linien 498 

Heine. 

Ueber  elliptische  Functionen 53 

Verification  der  Reihen  für  elliptische  Functionen 71 

Ueber  elliptische  Integrale 439 

Ueber  eine  Eeihe 448 

Hermite. 

Briefwechsel  mit  Jacohi 95 

Ueber  die  Transformation  zweiten  Grades 340 

Transformation  der  Theta-Functionen 369 

Transformation  der  elliptischen  Functionen 371 

Modulargleichungen  und  Gleichung  fünften  Grades 416 

Allgemeines  Theorem  über  Theta-Functionen 450 

Transformation  dritter  Ordnung 520 

Entwickelung  von  cosamw 523 

Anwendungen  der  Transformationen  zweiter  Ordnung  auf  die  Ent- 

wickelungen  einiger  elliptischen  Functionen 525 

Hoffmann. 

Multiplicationsformeln  für  Lemniscatenfunctionen 335 

Jacobi. 

Briefe  an  Legendre  vide  Borchardt 

Entdeckung  der  elliptischen  Functionen      3 

Ueber  Abel 4 

Ueber  periodische  Functionen 6 

Substitution •    .    22,  27 

Definitionen  und  Bezeichnungen  elliptischer  Functionen 29 

Functionen  mit  imaginärem  Argument 35 

Entwickelung  eines  Products  in  eine  Reihe 74 

Auffindung  und  Eigenschaften  der  Theta-Functionen    ...       78,  82,  86 

Multiplicationstheorem  der  Theta-Functionen 95 

Theorie  der  elliptischen  Functionen 116 

Reihen  und  Producte  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  .  123 

Fundamentalgleichungen  für  elliptische  Functionen 143 

Das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung       161,  166,  167 

^  (x)  in  Function  der  Amplitudo 163 

Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung    .    .    .  165 

Reihenentwickelung  des  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung     .    .  198 

Erste  Darstellung  des  Additionstheorems 202 

Vertauschung  von  Argument  und  Parameter 206 

Addition  der  Parameter 208 

Allgemeine  Untersuchungen  über  Integrale  dritter  Gattung  und  ihre 

verschiedenen  Formen 210 
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Die  allgemeine  algebraische  Transformation 293 

Ueber  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  von  Gauss 312 

Geometrische  Darstellung  der  Transformation  von  Landen  .    .    .    .  318 

Zusammenhang  von  Transformation  und  Multiplication 322 

Elliptische  Functionen,  deren  Modul  grösser  wie  die  Einheit  ist      .  337 
Differentialgleichungen  für  die  Zähler  und  Nenner  der  Transformations- 
und Multiplicationsgleichungen 372,  381 

Diflferentialgleichung  dritter  Ordnung  der  Moduli 391 

Ueber  Modulargleichungen '  395 

Modulargleichung  für  die  Transformationen  III.  und  V.  Ordnung    .  409 

Allgemeines  Theorem  über  Theta- Functionen 449 

Darstellung  der  Theta -Reihen  durch  Producta 450 

Folgerungen  aus  dem  Additionstheoreme  der  ellip.  Functionen    453,  455 

Bestimmung  eines  Punctes  einer  Ellipsoidfläche 506 

Transformationen  dritter  und  fünfter  Ordnung 518 

Jordan. 

Ueber  Modulargleichungen 416 

Jouhert. 

Multiplicatorgleichungen.    Gleichungen  5.  und  6.  Grades     ....  416 

Ivory. 

Ueber  Transformationen  grader  Ordnung 294 

Kiepert. 

Siebzehntheilung  der  Lemniscate.    Complexe  Multiplication     .    .    .  335 

Multiplication  und  Division  elliptischer  Functionen 336 

Königsberg  er. 

Transformation  und  Multiplication 336 

Transformationen  zweiten  Grades 340,  342 

Bezeichung  der  Theta  -  Functionen 346 

Ueber  die  Theta -Functionen 370 

Kronecker. 

Ueber  complexe  Multiplication 334 

Krusemark. 

Theorie  der  elliptischen  Functionen 102 

Küpper. 

Ueber  einen  Satz  von  Legendr e 318 

Geometrische  Untersuchungen  über  Ellipsen-  und  Hyperbclbogen    .  469 

Lagrange. 

Ueber  das  Additionstheorem  von  Euler 136 

Beweis  des  Additionstheorems 138 

Transformationen  zweiter  Ordnung 307 


m 

Landen.  seite 

Transformation  nach  Landen  benannt 306 

Theorem  über  die  Hyperbel 469 

Laplace. 

lieber  Euler 491 

Lebesgue. 

Theorem  über  die  Ellipsoidfläche 506 

Legendre. 

Begründung  der  Lehre  der  elliptischen  Integrale 2 

Das  auf  p.  1  erwähnte  Werk  ist  eine  Vervollständigung  und  neue 
Ausgabe  der  „Exercices  de  calcul  integral  sur  divers  ordres  de 
Transcendantes  et  sur  les  Quadratures."    Paris  1811  — 1816.  3  Vol. 

Normalform  elliptischer  Integrale 11,  17 

üeber  das  Additionstheorem  von  Euler 131 

Classification  elliptischer  Integrale 150,  158 

Reductionsformeln  für  elliptische  Integrale 152 

Das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung 159 

Differentialgleichungen  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter 

Gattung 168 

Theorem  über  die  ganzen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  .    .  171 

Ueber  den  Parameter  der  Integrale  dritter  Gattung     ....     175,  511 

Das  ganze  Integral  dritter  Gattung 205 

Untersuchungen  über  Integrale  dritter  Gattung   ........  223 

Ueber  Jacobi's  Transformationen 237,  256,  294 

Ueber  Landen  und  seine  Transformation 306,  307 

Berechnung  elliptischer  Integrale  erster  Gattung 314 

Ausdruck  des  Integrals  erster  Gattung  durch  zwei  Integrale  zweiter 

Gattung 316 

Relationen  zwischen  elliptischen  Integralen  zweiter  Gattung    .    .    .  317 

Modulargleichung  für  die  Transformation  V.  Ordnung 410 

Ueber  Integrale,  welche  auf  elliptische  Integrale  reductibel  sind  .    .  431 

Ellipsen-  und  Hyperbelbogen 467,  469 

Ellipsoidfläche 503 

Transformationen  dritter  und  fünfter  Ordnung 519 

Transformation  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  ....  520 
Briefe  an  Jacobi  vide  Borchardt. 

Lejeune  -  Dirichlet. 

Ueber  Abel  und  Jacobi 4,  5,  321  333 

Ueber  Legendre 12 

Anwendung  eines  Theorems  auf  Theta- Functionen 90 

Theorem  der  Integralrechnung 446 

Lihri. 

Lemniscatentheilung 496 

Lindman. 

Reduction  eines  elliptischen  Integrals 439 

Liouville. 

Lemniscatentheilung 334 
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Zur  allgemeinen  Theorie  der  elliptischen  Integrale:  Seite 

„Memoire  sur  les  transcendantes  elliptiques  depremiöre  et  de  se- 
conde  espece,  consideröes  comme  fonctions  de  leur  amplitude." 
(Journal  de  l'Ecole  Polyt.  1833  Cah.  23  t.  XIV.  p.  37  —  83).  Auf 
p.  82  findet  sich  als  Resultat:  „Les  fonctions  elliptiques  de  premiere 
et  de  seconde  espece  ne  sont  jamais  des  quantites  finies  explicitea." 
„Memoire  sur  les  transcendantes  elliptiques  de  premiere  et  de  se- 
conde espece,  considerees  comme  fonctions  de  leur  module." 
(Comp.  Rend.  1840  t.  X.  p.  2). 
Lohatto. 

Reduction  elliptischer  Differentiale  auf  die  Normalform 26 

Lottner. 

lieber  das  Additionstheorem  von  Euler  (vergl.  Mathet) 142 

Elliptische  Integrale  dritter  Gattung  bei  einem  mechanischen  Problem    224 
Luchterhandt. 

Ueber  eine  Substitution 22 

Mac  Cullagh. 

Geometrischer  Beweis  des  Theorems  von  Landen 492 

Theorem  über  confocale  Kegelschnitte 498 

Maclaurin. 

Geometrische  Behandlung  elliptischer  Differentiale l,  471 

Malmsten. 

Entwicklung  elliptischer  Integrale  als  Kettenbrüche 175 

Ueber  die  Ellipsoidfläche 511 

Mansion, 

Transformation  und  Multiplication 336 

Mathet. 

„Sur  les  fonctions  elliptiques."  (Journal  de  Math.  2me  serie.  t.  VI. 
Annöe  1861  p.  329—365).  Die  Abhandlung  enthält  ausgedehnte 
Untersuchungen  über  zwei  Functionalgleichungen,  welche  auf  ellip- 
tische Functionen  führen,  zu  p 142 

Mäthieu. 

Ueber  Modulargleichungen 415 

Meissel. 

Ueber  allgemeine  Theta  -  Functionen 95 

Ueber  ganze  Integrale  zweiter  Gattung 522 

Meyer.  (C.  0.) 

Entwickelungen  einiger  elliptischer  Functionen 511 

Meyer.  (U.  H.) 

Transformation 371 

Minding. 

Integraltafeln \^ 

Ueber  einige  Integrale 434 

Moigno. 

Ueber  ein  Theorem  Yen  Legendr e 172 

Ellipsoidfläche 503 
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MülUr.  (F.)  s,i,, 

Keduction  elliptischer  Integrale 439 

Geometrische  Arbeiten  von  Madaurin 471 

Plana. 

Substitution 26 

Darstellung  von  JacoMs  Transformationsgleichungen 294 

Keclamation  für  Euler 491 

EUipsoidfläche 505 

Poisson. 

Ueber  die  Fundamenia  von  Jacohi.    Transformation h,  294 

Theorem  über  Theta- Reihen 92 

Richelot 

Normalform  elliptischer  Differentiale 18,  22 

Additionstheorem  der  Theta -Functionen      129,  139 

Ausdehnung  einer  Integrationsmethode  von  Lagrange 139 

Reductionsgleichungen  für  elliptische  Integrale 154,  157 

Darstellung  einer  beliebigen  Grösse  durch  sinam  {u-{-  w,  k)  .    .    .  193 

Ueber  Lagrange  und  seine  Methode 307 

Transformation  von  Landen -    ...  318 

Transformationen  zweiten  Grades 340 

Transformation  der  Theta -Functionen 370 

Ueber  einige  Integrale 434,  436 

Ueber  eine  fundamentale  Gleichung  JacoMs 456 

Riemann, 

Abelsche  Functionen 82 

Reclamation  für  Euler 491 

Röthig, 

Ueber  einige  elliptische  Integrale , 434 

Rosenhain, 

Abelsche  Functionen .81 

Theta -Functionen 86,  95 

Dreifach  periodische  Functionen 224 

Salmom 

Geometrische  Beweise  einiger  Sätze 498 

Sanio, 

Transformation    ....,...,........•••  371 

Schellbach. 

Theta -Functionen 26 

Ueber  das  Additionstheorem  von  Euler 142 

Schering, 

Ueber  den  Nachlass  von  Gauss 335 

Schlä/7i. 

„Ueber  die  Begründung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
durch  die  Betrachtung  unendlicher  Doppelproducte."  (Archiv 
für  Mathematik  Th.  XIV.  p.  395  —  451  zu  p.  52. 

Transformation  der  Theta -Functionen 416 
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SchlÖmÜCh.  Seite 

Functionen  mit  imaginärem  Argument 36 

Reihen  entwickelungen 64 

Darstellung  der  Reihen  von  Lagrange  und  Fourier    ......    440 

Ellipsoidfläche 511 

Schröter. 

Ueber  Theta- Functionen 102 

Anwendung  der  Transformation  von  Gauss 319 

Product  zweier  Theta  -  Functionen 421 

Modulargleichungen 416,  417,  424 

Potenzen  und  Theilung  der  Theta -Functionen 417 

Sohncke.  *) 

Darstellung  der  JacoMschen  Transformation 295 

Multiplication •    .    321 

Construction  der  Modulargleichungen 395 

Erste  Notiz  über  Modulargleichungen 415 

Integrale  zweiter  Gattung  bei  einem  mechanischen  Problem    .    .    .    511 

Somoff. 

Zerlegung  eines  unendlichen  Products  in  Partialbrüche 59 

Berechnung  der  Integrale  dritter  Gattung 223 

Talhot. 

Verschiedene  Theoreme  über  Curvenbogen 493 

Thomae. 

Ueber  Theta -Functionen 95,  369 

Tissot. 

Integrale  dritter  Gattung  bei  einem  mechanischen  Problem      ...    223 

Tortolini. 

Reduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalform 26 

Wallace. 

Rectification  der  Ellipse.    Theorem  von  Fagnano 492 

Weierstrass. 

Reduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalform 26 

Abelsche  Functionen 82 

„Theorie  des  Abelschen  Functionen."  (Grelle,  Journ.  f.  Math.  t.  52 
p.  285—380).  Das  zweite  Kapitel  (p.  331—380)  enthält  eine  Di- 
gression  über  die  elliptischen  Transcendenten. 

Wiehert. 

Siebzentheilung  der  Lemniscate 335 

•)  Im  Texte  ist  durch  Versehn  Sohnke  statt  Sohncke  gesetzt. 


Druckfehler. 

Durch  die  Entfernung  des  Verfassers  vom  Druckorte  haben  sich  einige 
Druckfehler,  namentlich  in  den  ersten  Bogen,  nicht  vermeiden  lassen.  Man 
bittet  sinnstörende  Fehler  und  einige  typographische  Versehn  in  Formeln  und 
Zahlen,  welche  die  folgende  Zusammenstellung  enthält,  im  Texte  zu  verbessern. 

Seite   1.  14. Zeile  von  unten  lese  man:  Ellipsen. 

„      3.  4.    „        „        „         „        „      Bänden. 

„      6.  14.    ;,        „        „      fehlt  „n"  in  transcendentium. 

„    26.  6.    „        „        „      lese  man:  57  —  75. 

„    30.  4.    „        „     oben  \ 

16.    „        y,        »      [   lese  man  x  statt  y, 
„    31.    4.    „        „    unten  ) 

„     33.  In  Gleichung  5)  lese  man  rechts:  JST — u. 

„    39.  3.  Zeile  von  unten  lese  man:  Gleichungen. 

„    53.  In  der  Gleichung  für  E  steht  unter  dem  Integralzeichen  n  statt  dt. 

„    57.  §  12.  Gleichung  1)  muss  heissen  ^~^,  in  den  drei  vorhergehenden 

Zeilen  ist  in  (p(a)  und  Tp^a)  a  statt  a  zu  setzen. 
„    92.    In  der  Anmerkung  lese  man:  Paris  1827. 
„    94.    2.  Zeile  von  unten  lese  man :  p.  494  des  Herausgebers. 
„  109.    In  Gleichung  1)  von  IV.  lese  man:  ^3(0:)*  +  ^i(a;)*. 
„  116.    6.  Zeile  von  oben  lese  man  „Form"  statt  Formen. 
„    „       In  der  Ueberschrift  muss  stehn:  §  21. 
„  136.  13.  Zeile  von  oben  lese  man:  20—57. 
„  142.  18.    „        „        „        „        „       Bullettino. 
„  189.  12.     „        „     unten  „        „       F.  E.  1. 1.  p.  74. 
„  307.    In  der  Anmerkung  10.  Zeile  von  unten  lese  man  1784  statt  1788. 
„  393.    2.  Zeile  von  oben  lese  man:  17).    Durch  ein  Versehn  folgt  Gleichung 

19)  unmittelbar  auf  Gleichung  17). 
„  394.    In  der  Ueberschrift  von  §  48  lese  man:  Sohncke. 
„  449.  18.  Zeile  von  oben  lese  man:  p.  1069—1072. 
„  457.  17.      „      „        „        „        „      Bullettino  di  bibliografia. 
„    „       6.      „      „    unten   „        „      Elittici. 
„  459.    7.      „      „    oben     „        „      dovea. 
„  460.    3.      „      „        „        „        „      intiero. 
„    „     10.      „      „    unten    „        „  j  ^^^^ 

\  462.  fehlt  nach"  der  "Gleichung"  zu  Anfang  der  Seite:   determina  un  se- 

condo  arco. 
„  474.  16.  Zeile  von  oben  lese  man:  di  due. 


Halle.  Druck  von  E.  Karraö. 


1 


RETURN 


Astronomy/Mathematics/Statistics  Library 


100  Evans  Hall 


642-3381 


L0ANPERI0D1 
7DAYS 

2 

3 

4 

5 

6 

DUE  AS  STAMPED  BELOW 

UNIVERSITY  OF  CALIFORNIA,  BERKELEY 
FORM  NO.  DD3                                          BERKELEY,  CA  94720 

